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Prólogo 

En este texto se proporciona un tratamiento elemental del álgebra lineal, apropiado para 
estudiantes del primero y segundo años del nivel licenciatura. No se requiere saber Cálculo; 
sin embargo, se incluye cierto número de ejercicios para estudiantes que tengan conoci
miento de él; estos ejercicios están marcados con claridad: "Para estudiantes que hayan 
estudiado cálculo". 

Mi propósito principal al escribir este libro es presentar los fundamentos del álgebra 
lineal de la manera más clara posible. El aspecto pedagógico es lo más importante; el for
malismo es secundario . En donde es posible, las ideas básicas se estudian por medio de 
ejemplos numéricos (más de 200) y la interpretación geométrica. 

Mi tratamiento de las demostraciones varía. Aquéllas que son elementales y tienen 
un contenido pedagógico significativo se presentan con precisión, en forma apI:opiada 
para los principiantes. Unas cuantas demostraciones que son más difíciles, pero pedagó
gicamente valiosas, aparecen al final de la sección y marcadas "Opcional". No obstante, 
otras demostraciones se omiten por completo , haciendo hincapié en lá aplicación del 
teorema. Siempre que se omite una demostración, trato de motivar el resultado, a menudo 
con un análisis acerca de su interpretación en el espacio bidimensional o tridimensional. 

Mi propia experiencia me ha llevado a concluir queja nótación k es más un estorbo 
que una ayuda para los principiantes en el álgebra lineal; por consiguiente, en general he 
evitado su uso . 

Un axioma pedagógico es que el profesor debe ir de lo familiar a lo desconocido y 
de lo concreto a lo abstracto; en el ordenamiento de los capítulos se ha tenido en cuenta 
este principio. 

El capítulo 1 trata de los sistemas de ecuaciones lineales, cómo resolverlos y algunas.--
de sus propiedades. También contiene el material básico sobre matrices y sus propieaades 
aritméticas. 

El capítulo 2 se refiere a los determinantes . Se ha aplicado el enfoque clásico de las 
permutaciones. En opinión del autor, es menos abstracto que el enfoque a través de n for
mas lineales alternantes y da al estudiante una mejor comprensión intuitiva del tema que 
un desarrollo inductivo. 
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8 PROLOGO 

El capítulo 3 presenta los vectores en los espacios bidimensional y tridimensional 
como flechas, y desarrolla la geometría analítica de las rectas y los planos en el espacio 

. tridimensional. Dependiendo de los conocimientos previos de los estudiantes, se puede 
omitir este capítulo sin perder continuidad (véase la guía para el profesor a continuación 
de este prólogo). 

En los capítulos 4 y 5 se desarrollan los resultados básicos acerca de los espacios 
vectoriales reales de dimensión finita y las transformaciones lineales. Se empieza con un 
estudio de Rn y se avanza lentamente hacia el concepto general de vector. 

El capítulo 6 trata del problema de los eigenvalores (valores propios) y la diagona
lización. 

En el capítulo 7 se dan algunas aplicaciones del álgebra lineal a problemas de apro
ximación, sistemas de ecuaciones diferenciales, series de Fourier y la identificación de 
secciones cónicas y superficies cuadráticas. Las aplicaciones a la administración, biología, 
ingeniería, economía, las ciencias sociales y las ciencias físicas se incluyen en una publi
cacIÓn opcional (en inglés) que constituye un suplemento para este texto, Aplicaciones 
de Algebra Lineal por Chris Rorres y el autor (publicada en español por Editorial Li
musa). En el suplemento se incluyen temas como: curvas del mejor ajuste a datos empí
ricos, dinámica de la población, procesos de Markov, cosecha óptima, modelos de Leon
tief en la economía, aplicaciones a la ingeniería, teoría de las gráficas y una introducción 
a la programación lineal. 

En el Capítulo 8 se presentan los métodos numéricos del álgebra lineal; no se re
quiere tener acceso a medios de computación, ya que se pueden resolver los ejercicios a 
mano o con la ayuda de una calculadora de bolsillo. En este capítulo se dan al estudiante 
conocimientos básicos de cómo se pueden resolver prácticamente ciertos problemas del 
álgebra lineal. También, muchos estudiantes completan sus estudios del álgebra lineal con 
la ingenua creencia de que, en la práctica, los eigenvalores se encuentran al resolver la 
ecuación característica. Es posible que algunos profesores deseen utilizar esta sección 
en conjunción con un curso de programación. 

He incluido gran número de ejercicios. Cada conjunto de ejercicios se inicia con 
problemas rutinarios de "habilidad" y progresa hacia problemas más teóricos. Al final del 
texto se dan las respuestas a todos los problemas de cálculo. 

Puesto que se tiene más material en este libro que el que se puede cubrir en un curso 
de un semestre o un trimestre , el profesor tendrá que seleccionar los temas; para auxiliarlo 
en esta sección, he agregado una guía para el profesor, a continuación de este prólogo. 

CARACTERISTICAS DE LA TERCERA EDICIDN 

La amplia aceptación de las dos primeras ediciones ha sido lo más satisfactorio y el autor 
agradece los muchos comentarios favorables y las sugerencias constructivas que ha recibido 
del público. Como respuesta a estas sugerencias he realizado los siguientes cambios: 

• Se han introducido ejercicios suplementarios al final de los capítulos 1, 2, 4, 5 
y 6. Estos ejercicios son diferentes de los que se encuentran al final de las sec
ciones y deben proporcionar alguna variedad adicional. 
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PROLOGO 9 

• Se ha agregado una sección nueva sobre la geometría de las transformaciones 
lineales en el plano (sección 5.3). Este material es muy útil para el profesor ; le 
ayuda a reducir el nivel de abstracción en el estudio de las transformaciones 
lineales. 

• Se han simplificado algunos de los ejercicios de cálculo que eran innecesariamente 
tediosos. 

• El ejemplo 40 de la sección 4.6 y el análisis que lo precede son nuevos. Se muestra 
cómo encontrar una base para el subespacio generado por un conjunto de vec
tores "independientes" del conjunto . Este método proporciona una base que es 
un subconjunto del conjunto dado de vectores. 

• La segunda edición del suplemento ,Applications of Linear Algebra, contiene algu
nos temas nuevos: Geometría plana, Equilibrio de los cuerpos rígidos, El pro
blema de asignación y Gráficas con computadora. 

LIBROS COMPlEMENTARIOS* 

• Student Solutions Manual for Elementary Linear Algebra contiene soluciones 
detalladas para la mayoría de los ejercicios teóricos y muchos ejercicios de cálculo. 

• Solutions Manual for Applications of Linear Algebra contiene soluciones deta
lladas para todos los ejercicios. 

• Una publicación opcional complementaria, titulada Aplicaciones de Algebra Lineal 
(ehris Rorres y Howard Anton, 1979, publicado en espafíol por Editorial Limu
sa), contiene aplicaciones a administración, biQtQ~ía, i.n~enierí.a, economía, 
ciencias sociales y ciencias físicas. Este suplemento también contiene un "mi
nicurso" en programación lineal que se puede cubrir aproximadamente en seis 
clases. 

*Sólo existen las ediciones originales en inglés, publicadas por 10hn Wilcy & Sons, Inc., Nueva York. 
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Guía para el profesor 

CURSO ESTANOAR 

Se puede omitir el capítulo 3, sin perder la continuidad, si los estudiantes han estudiado 
con anterioridad rectas, planos y vectores geométricos en los espacios bidimensional y 
tridimensional. Dependiendo del tiempo disponible y la preparación de los estudiantes, 
el instructor tal vez desee agregar todo de este capítulo al material fundamental que se 
sugiere a continuación : 

Capítulo 1 7 Clases 
Capítulo 2 5 Clases 
Capítulo 4 14 Clases 
Capítulo 5 6 Clases 
Capítulo 6 5 Clases 

Este programa es un tanto flexible; permite aprovechar una cantidad apreciable de 
tiempo de clase en el aula para analizar los problemas dejados como tarea, pero supone quese 
dedica poco de ese tiempo al material marcado como "opcional" . El profesor puede de
sarrollar su curso sobre este material según 10 permita el tiempo, incluyendo clases acerca 
del material opcional y los capítulos 3, 7 y 8. 

CURSO ORIENTADO A LAS APLICACIONES 

Los profesores que deseen hacer hincapié en las aplicaciones a los métodos numéricos 
pueden preferir el programa que sigue, el cual llega a los eigenvalores y eigenvectores con 
mayor rapidez: 

Capítulo 1 
Capítulo 2 
Secciones 4.1-4.6 
Secciones 5.1-5 .2 
Secciones 6.1-6.2 

11 

7 Clases 
5 Clases 
8 Clases 
3 Clases 
3 Clases 
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12 GUIA PARA EL PROFESOR 

Siempre que se eliminen las secciones 5.4 y 5.5 , el profesor debe omitirel material opcional 
que está al final de la 6.1 , iniciar la sección 6.2 con las formas matriciales de los problemas 
1 y 2 , Y eliminar el ejemplo 9 de esa sección . 

Una vez que se cubra el material mencionado, el profesor puede elegir temas del ca
pítulo 7 u 8 del texto, o bien , elegir temas del suplemento ,Applications of Linear Algebra. 
Dependiendo de los temas que se seleccionen , es posible que sea necesario cubrir algo del 
material de las secciones 4.7-4.10 Ó 5.3-5.5. 
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1 
Sistemas de ecuaciones lineales 
y matrices 

1.1 INTRODUCCION A LOS SISTEMAS DE ECUACIONES 
LINEALES 

En esta sección se da la terminología básica y se analiza un método para resolver los 
sistemas de ecuaciones lineales. 

Una recta en el plano xy se puede representar algebraicamente mediante una ecua
ción de la forma 

Una ecuación de este tipo se conoce como ecuación lineal en las variables x y y. En forma 
general, se define una ecuación lineal en las n variables Xl' X2, •. . , X n como aquélla que 
se puede expresar en la forfllil . 

en donde al, a2, ... , an y b son constantes reales. 

Ejemplo 1 

Las siguientes son ecuaciones lineales: 

x + 3y = 7 
Y = tx + 3z + 1 

Xl - 2x 2 - 3X3 + X4 = 7 
Xl + X 2 + .. . + Xn = 1 

Observe que una ecuación lineal no comprende productos o raíces de variables. Todas 
las variables se presentan únicamente a la primera potencia y no aparecen como argumen
t9 para funciones trigonométricas, logarítmicas o exponenciales. Las que siguen no son 
ecuaCiones lineales: 

19 
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20 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES Y MATRICES 

x + 3.1'2 = 7 3x + 2y - z + xz = 4 

Y -sen x = O JX¡ + 2x 2 + x 3 = 1 

Unasolucióndeunaecuaciónlineala1x1 + a2x2 + ... + anxn = b esunasucesión 
de n números Sl' S2, . .. , sn , tales que la ecuación se satisface cuando se hace la sustitu-
ción Xl = Sl , X2 = S2, . . . , Xn = Sn. El conjunto de todas las soluciones de la ecuación 
es su conjunto solución. 

Ejemplo 2 

Encuéntrese el conjunto solución de cada una de las siguientes ecuaciohes: 

(i) 4x - 2y = 1 (ii) Xl - 4X 2 + 7X3 = 5 

A fin de encontrar las soluciones de (i), se puede asignar un valor arbitrario a x y 
despejar y, o bien, elegir un valor arbitrario para y y despejar x . Si se sigue el primer 
procedimiento y se asigna a x un valor arbitrario t, se obtiene 

x = t, y = 2t - ~ 

Estas fórmulas describen el conjunto solución en términos del parámetro arbitrario t. Es 
posible obtener soluciones numéricas particulares al sustituir t por valores específicos. Por 
ejemplo , t = 3 proporciona la solución X = 3, Y = 11/2, Y t = 1/2 proporciona la solu
ción x = -1/2,y = -3/2. 

Si se sigue el segundo procedimiento y se asigna ay el valor arbitrario t , se obtiene 

x = ~t + ±, y = t 

Aun cuando estas fórmulas son diferentes a las obtenidas con anterioridad , proporcionan 
el mismo conjunto solución cuando se hace variar t sobre todos los números reales f}osibles. 
Por ejemplo, las fórmulas previas dieron la solución x = 3.)! = 11/2 cuando t = 3, 
mientras que estas fórmulas conducen a esta solución cuando'; = 11/2. 

Para encontrar el r.onjunto solución de (ii) se puede asignar valores arbitrarios a 
dos variables cualesquiera y despejar la tercera variable. En particular, si se asignan los 
valores arbitrarios s y t a X2 Y X3 , respectivamente , y se despeja Xl, se obtiene 

Xl = 5 + 4s - 7t, 

Un conjunto fmito de ecuaciones lineales en las variables Xl , X2, ... , xn se conoce 
como sistema de ecuaciones lineales o sistema lineal. Una sucesión de números si, 52, . .. , 
Sr! es una solución del sistema si Xl = Sl, X2 = S2," ., Xn ,,; 5n es una solúción de toda 
ecuación en tal sistema. Por ejemplo , el sistema 

tiene la solución Xl = 1, X2 = 2, X3 = -1, puesto que estos valores satisfaéen las dos 
ecuaciones. Sin embargo, Xl = 1, X2 = 8, X3 = 1 no es una solución, ya que estos valo
res sólo satisfacen la primera de las dos ecuaciones del sistema. 
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No to.dos los sistemas de ecuaciones lineales tienen soluciones. Por ejemplo, si se 

multiplica, lª segunda e~uación del sistema 

x + y = 4 

2x + 2)" = 6 

por 1/2 , es evidente que n,o hay solución alguna, ya que las dos ecuaciones del sistema 
resultante 

s~ cO{ltradicen entre sí. 

.\+.1'=4 

x+y=3 

C\l~ndo un sist~ma de ecuaciones no tiene solución se dice que es inconsistente. Si 
exi~te al menos l!na solución, se le denomina consistente. A fin de ilustrar las posibilida
des qUe pueden p~esentarse al resolver sistemas de ecuaciones lineales, c"onsidérese un 
sjstema general ele dos ecua,«iones lineales en las incógnitas.x y y: 

alX + QIY = CI 

(hx"¡" b 2 Y = C2 

(al' b l ninguno es cero) 
(a2' b2 ninguno es cero) 

Las gráficas de estas ecuaciones son rectas; se hará referencia a ellas como /1 y /2 ' Puesto 
que un punto (x, y) está sobre una recta si y sólo si los números x y y satisfacen la ecua
ción de la mism¡¡. , las soluQiones del sistema de ecuaciones corresponden a puntos de inter
sección de /1 y /1, . Se tienen tJ;es posibilidades (figura 1.1): 

a) Las rectas /1 y /2 pueden ser paralelas , en cuyo caso no existe intersección alguna y, 
como consecuencia, no hay solución para el sistema. 

b) Las rectas /t y /2 pueden intersecarse en sólo un punto, en cuyo caso el sistema 
tiene exactamente un,a solución. 

é) L~s rectas /1 y /2 pueden coincidir, en cuyo caso existe una infinidad de puntos de 
intersección y, por consiguiente una infinidad de soluciones para el sistema. 

Aun cuando sólo ~e han considerado dos ecuaciones con dos incógnitas, posterionnente 
se demue~trª que se cumple este mismo resultado para sistemas arbitrllr:,s; es decir, 

Figura 1.1 (a) Nin$Una soluci6J\. (b) Una solucl6n. (e) Una infmidad de soluciones. 
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22 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES Y MATRICES 

todo sistema de ecuaciones lineales no tiene solución alguna, tiene exactamente una 
solución, o bien, una infinidad de soluciones. 

Un sistema arbitrario de m ecuaciones lineales en n incógnitas se escribe 

Q¡¡x¡ + Q¡2X2 + ... + a¡"x" = b¡ 

a 2 ¡x¡ + Q22X 2 + ... + a 2"x" = b 2 

en dondex¡, X2, . .. ,xn son las incógnitas y lasa y b con subíndices denotan constantes. 
Por ejemplo, un sistema general de tres ecuaciones lineales en cuatro incógnitas se 

escribe 

a¡¡x¡ + a¡2x2 + a¡3x3 + a¡4x4 = b¡ 

a2¡x¡ + a22x2 + a 23 x 3 + a 24x 4 = b 2 

a 3 ¡x¡ + a 32x 2 + a33x 3 + a34x 4 = b 3 

El sub índice doble en los coeficientes de las incógnitas es una idea útil que se emplea 
para establecer la ubicación del coeficiente en el sistema. El primer subíndice del coefi
ciente a¡¡ indica la ecuación en la que se encuentra, y el segundo indica la incógnita que 
multiplica. Por tanto , a ¡2 se encuentra en la primera ecuación y multiplica a la incógnita X2 . 

Si mentalmente se mantiene presente la ubicación de los signos +, las x y los signos 
= , es posible abreviar un sistema de m ecuaciones lineales en n incógnitas escribiendo 
únicamente el arreglo rectangular de números: 

la" 
a 12 a¡" 

b'] a2¡ a 22 a2" b 2 

amI a m2 a mn bit 

Esto se conoce como matriz aumentada para el sistema. (En matemáticas se utiliza el 
término matriz para denotar un arreglo rectangular de números. Las matrices surgen en 
muchos contextos ; y en secciones posteriores se estudian con más detalle .) Como ilustra
ción, la matriz aumentada para el sistema de ecuaciones 

es 

x¡ + X 2 + 2X3 = 9 

2x I + 4X2 - 3x 3 = 1 

3x¡ + 6x 2 - 5X3 = O 

[~ 
2 

4 -3 

6 - 5 !] 
OBSERVACION. Al construir una matriz aumentada, las incógnitas se deben escribir en el 
mismo orden en cada cuestión. 
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El método básico para resolver un sistema de ecuaciones lineales es reemplazar el 
sistema dado por uno nuevo que tenga el mismo conjunto solución, pero que sea más 
fácil de resolver. En general, este sistema nuevo se obtiene siguiendo una serie de pasos apli
cando los tres tipos siguientes de operaciones a fin de eliminar sistemáticamente las incóg
nitas . 

Puesto que los renglones (líneas horizontales) de una matriz aumentada corres
ponden a las ecuaciones del sistema asociado, estas tres operaciones corresponden a las 
operaciones siguie;ltes sobre los renglones de la matriz aumentada: 

40 cero. 

Estas se denominan operaciones elementales sobre los renglones_ El ejemplo que 
sigue ilustra cómo pueden aplicarse estas operaciones para resolver sistemas de ecuaciones 
lineales. Como en la sección que sigue se deduce un procedimiento sistemático para ha
llar las soluciones, no es necesario preocuparse por la forma en que se seleccionaron los 
pasos en este ejemplo. Por el momento, la atención debe centrarse en comprender los cálcu
los y el análisis. 

Ejemplo 3 

A continuación, en la columna de la izquierda se resuelve un sistema de ecuaciones 
lineales realizando las operaciones sobre las propias ecuaciones del sistema y en la colum
na de la derecha, se resuelve el mismo sistema realizando las operaciones sobre los renglones 
de la matriz aumentada . 

x + .r + 2: = 9 
2x + 4)' - 3: = 1 

3x + 6y - 5: = O 

Súmese - 2 veces la primera ecuación 
a la segunda para obtener 

x + .r + 2: = 9 
2)' - 7z = -17 

3.\ + 6y - 5: = O 

Súmese - 3 veces la segunda ecuación 
a la tercera para obtener 

2 
4 -3 
6 -5 

Súmese - 2 veces el primer renglón al segundo 
para obtener 

[~ 
2 

2 -7 
6 -5 

-l~] 
Súmese -3 veces el primer renglón al tercero 
para obtener 
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x + y + 2z? 9 

2y- 7z= -17 

3y - llz=-27 

Multiplíquese la segunda ecuación 
por 1/2 para obtener 

x + y + 2z = 9 

Y - tz = _1} 
3y - 11z = -27 

Súmese -3 veces la segunda ecuación 
a la tercera para obtener 

x + y + 2z = 9 
Y - tz = _127 

-!z = 

Multiplíquese la tercera ecuación 
por - 2 para 0btener 

x + y + 2z = 9 
i 17 

Y - 2Z = -2 

z = 3 

Súmese - 1 veces la segunda ecuación 
a la primera para obtener 

x + 121Z = 3l 
Y - tz = _ 127 

Z = 3 

Súmese - .!1.. veces la tercera ecuación 
1 . 2 7 1 a a pnmera y "2 veces a tercera 

ecuación a la segunda para obtener 

x =1 

Y =2 
z=3 

Ahora es evident.e la solución 

x~ 1, 

SJ~TEMAS DE ,eCUACIONeS LIr,¡EAJ.E;S Y,MATFlICES 

[~ 
Multiplíquese el 
para obtener 

[~ 

1 2 9] 2 -7 -17 
3 - 11 ~27 

segundo ren~ón 

1 

3 

2 
7 

- ]: 

-ll 

9] 1 7 

=2; . 

por In 

Súmese -3 veceS el s,egundo r,englpn ~ ter~er9 
para obtener 

[~ O 

2 

- '~J 1 7 
=2 . 2 

O I ~~ - 2 

Multiplíquese el tercer renglón por ~2 para 
obtener 

[~ 1 

O 

Súmese - 1 veces el segundo renglón al primero 
para obtener 

[~ 
O 

1 

O 

ti 
2 
7 

- 2 
3
l ] 17 -T 
3 

Súmese - 12
1 'veces el tercer renglón al primero 

y -} veces el tercer renglón al segundo para 
obtene.r 

y = 2, z=3 

O 

1 

O 

O 

O ~] 
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J, ¿Clláll,ls dl,lla~ sígujentl,ls ~p. {:eu~cionl,ls I~l,laJt1$ en ;X 1 / Xl , Y x 3 ? 

(a) XI + 2XIX2 + X3 = 2 
(!;) x, - 3x 2 + 2X~/ 2 "" 4 
(e) XI + XiI - 3X3 == ~ 

(a) 6x - 7y"" 3 

(b) X l + X2 + X3 = S~ijk(l~ I,lS una CQnstante) 
(4) XI = JiX;3 =- X2 T '7 
(f) X;=X3 -

(b) fX¡ + 4X2 - 7X3 = 8 
(e) -3xI+4x2~'7X3+ ,8x~~5 (d) 2v - w + 3x t y ~ 4z = D 

3. Iialle lª matril: ,ªlJment~~ p¡P-,a G~¡Jª upo !il,l los sjgyjl,lptl,l§ §jstl,lma§ d~ {:~Pl!
cÍQJle.~ M~ªles . 

4· 

(a) XI - ~X2 = O 
3x I + 4X2 = - 1 
2x~ - x; =;= 3 

(b) XI + x)= 1 
-XI + 2x~ -.,. X 3 == 3 

(el XI + X J = 1 (9) XI = 1 
2X2 ~ X3 + Xs =;= '}. X2 == '}. 

2x 3 =l- X 4 ' ;= 3 

fIaJle ,\;ln §i~temlJ 4e eCjl!l¡,:iQn~~ Unl,lall,ls qjle ~prrl,lsp.pndª ª 9!l!ia !llll! <!$; las 
mªtri9~$ !lUmentagª§ sig!lieptl,l.~· 

l') [~ 
O ~ J '] lo) [i O 

~] 3 1 

-J 2 4 -1 

ld) l~ 
O O O 

iJ 
(e) G 2 3 A 

~J 
O O 

4 3 2 O 1 O 

O O 1 

s. ¡,P~n qll,.é val9T, o pam qué vl!lores, de 1!l c9n.stªnte k t1l ª~uilmt{: sistema ge 
eC!lªcionl,ls Unel!ll,l$ nO tienl,l solllcjQnes? ¿Tiene I,lx!l9tªmeotl,l pna solUción? 
¿ TieIj.1,l !ln~ infil)icJJj.d eJe SolllCiQnes? 

X - y= 3 

2x - ~y = k 

(í. ConsWete I,ll sistema de I,lcul!<;ionl,l§ 

l/X + by = k 

ex + dy = I 

ex + Iv = m --
Analice .1~s posicÍQnes reJativas de ll!s rectas ax + !Jy = k, ex + dy = 1 Y f!X + !Y ;;:: m 
cuando : 
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a) El sistema no tiene soluciones 
b) El sistema tiene exactamente una solución 
e) El sistema tiene infinidad de soluciones 

7. Demuestre que si el sistema de ecuaciones del ejercicio 6 es consistente , enton
ces se puede descartar al menos una ecuación de él, sin alterar el conj\Jnto 
solución. 

8. Sea k = [= m = O en el ejercicio 6; demuestre que el sistema debe ser consis
tente. ¿Qué se puede decir acerca del punto de intersección de las tres rectas, 
si el sistema tiene exactamente una solución? 

9 . Considere el sistema de ecuaciones 

x + y + 2z = a 

x + z = b 

2x + y + 3z = e 

Demuestre que para que este sistema sea consistente, a, b y e deben satisfacer 
e = a + b. 

10. Demuestre que si las ecuaciones lineales Xl + kX2 = e y XI + [X2 = d tienen 
el mismo conjunto solución, entonces las ecuaciones son idénticas. 

1.2 ELlMINACION GAUSSIANA 

En esta sección se da un procedimiento sistemático para resolver sistemas de ecuaciones 
lineales; se basa en la idea de reducir la matriz aumentada a una forma que sea lo suficien
temente simple como para que el sistema de ecuaciones se pueda resolver por observación. 

En el último paso del ejemplo 3 se obtuvo la matriz aumentada 

[~ 
O 
l 

O 

o 
O ~] 

a partir de la cual la solución del sistema resultó evidente. 

(1.1) 

La matriz (l. 1) es un ejemplo de una que se encuentra en la forma escalonada en 
los renglones reducida. Para encontrarse en esta forma, una matriz debe tener las siguientes 
propiedades: 
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Si una matriz tiene las propiedades 1,2 Y 3 se dice que está en la formo eSC(JlonalÚl en los 
renglanes. 

Ejemplo 4 

Las matrices siguientes están en la forma escalonada en los renglones reducida. 

[~ [~ 
1 -2 O 

O O 4] [1 O O] O O 1 
1 O 7, O 1 O, 

O' O O 
O -1 O O 1 

O O O 

Las matrices que siguen están en la forma escalonada en los renglones. 

[

1 4 3 

O 1 6 

O O 1 

1 

O 
O 

2 
1 

O 

6 
-1 

O 

~J [~ ~J 

~] 
El lector debe verificar que cada una de las matrices anteriores satisface todos los requi
sitos necesarios. 

OBSERVACION. No es difícil ver que una' matriz en la forma escalonada en los renglones 
debe tener ceros debajo de cada I principal (véase el ejemplo 4). Como contraste, una 
matriz en la forma escalonada en los renglones reducida debe tener ceros arriba y abajo 
de cada 1 principal. 

Si, por una sucesión de operaciones elementales sobre los renglones, la matriz au
mentada correspondiente a un sistema de ecuaciones lineales se pone en la forma escalonada 
en los renglones reducida, entonces es posible obtener el conjunto solución para el 
sistema por observación, o bien en el peor de los casos, después de unos cuantos sencillos 
pasos. El ejemplo que sigue ilustra estas consideraciones. 

Ejemplo S 

Supóngase que la matriz aumentada correspondiente a un sistema de ecuaciones lineales 
se ha reducido por medio de operaciones sobre los renglones a la forma escalonada en 
los renglones reducida que se da . Resuélvase el sistema. 

la) [~ 
O 

1 

O 
lb) [~ 

O 

1 

O 

O 

O 

4 

2 

3 
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1,) [~ 
P Q Q 4 

~~l lo) [~ 
O O 

~] O 1 O J 
O O 5 l ~ 

O O Q O O O 

Solución parg a). El ~i§temª c\~ ¡;guaQjon~s Qprre§poQdient~ es 

XI 5 
x~ = = 2 

~~ = 4 

Xl + 4,x!j, == ""'" l 
X2 + 2x4 = 6 

X3 + 3x4 = 2 

P-u~sto q1.H: ~l, x~ y X3 corresp~mºen ª 1 ppngipales ~r¡ la m¡ltri~ alJm~ntll<lª, se l"s llamará 
,,ªrHlb/~!i nr;"o;pale$. Al4e&pejílf lªli vªP¡iI?J~& pringjpwlls ~n t~rmi!lQs º~ ~4 dll 

Xl ::; ~ 1 ~ 4x4 

,x7. ¡= (í -. 2x4 

~3 = 2 - 3X4 

pagQ gu~ ¡l ~4 se !e IHl\lc\~ ªsignª" un valor arbitrarig, por ~jemplo t, 8~ tl!mjl. una inflni. 
d¡lq ge sQ!ucioJle~. El gp!ljuntp sglllción queda Pª90 por 11)s fprrnt¡Jª& 

Xl = -1 ~ 4t, ~2 ~ 6 - 2t, 

x~ 

+ 4~s == ~ ~ 
+ J~s = 1 

X 4 + 5xs = ~ 

Aquí lªs v¡lriables prinGipru~~ ~Q!l XII X3 't x¡\· Al despejllf hjs Yllriable~ principales en 
téimjno~ de lª~ vari¡ibles r!l~taJltes dª . 

-~l = -~ ..., 4xs - 6x~ 

X3 == 1 = 3xs 
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Cómo a x s se le puede asignar un valor arbitrarlo, t, Y a Xi un Valor árblUafiti s, se tiene 
una infinidad de soluciones. El conjunto sólud6n qÚeda dado por las fórmúlas 

Xl = ~ 2 ~ 4t - 6s, Xs = t 

Solil'cion paro d), La última ecuación @i1 el sistema cdl'tlispondierite es 

Ya qué nunca es posible satisfacer esta ecuación, no existe solución para el sistema. 
Se acaBa dé ver qué fácil es resolver un sistema de ecuaciones lineales, una vet qUe 

su matriz auffi.éntada se encuefitra en la foma escalonada en los renglones reduCida. 
Ahora se explica un procedimiento paso a paso, conocido como eliminM:ión de Gauss-Jor

dan,';' que se puedé aplicar a fin de llevar cualquier matriz a la fonna escalonada en los 
rengl'ortes redúcida. A medida que se enuncie cada paso del procedimiento , se ilustra ia 
idea ilevandó a esa foma a la matriz siguiente: 

o - 2 
4 -10 
4 -5 

o 7 
6 12 
6 ~5 

• >"-~',{'-.~~1' .-", ·4~. ,', ~ -",,~.'. ',*,,-~"'. 

;jj:~1iy ,!:::~¡, '_~J_ .~. ~ , :( ,. ,~~~,: ~;~";.~. ~f:~~ ~.\:~~' J ' ~ \::Ii'l r.:;~~",':~,,,,~c, .;, 

[~ ~ ~ ~~~ ~ 1; ;~]~ 
1 4 -5 6 -5 -1 

L Columna mis a la iiquierda tIbe HU 
comta coirip1étameiíte de ceÍ'OS 

'" ea,.l Friedrich Gauss (1777-J 855) . A veces conocido como el "príncipe de los matémáticos", Gáuss 
hizo valiosas contribuciones á la teoría de los números, teoría de funciones, probábiÍidad y éstadÍs
tica. Descubrió una manera de calcular las órbitas de los asteroides, hizo dcscubrÍIriiento's básicos en 
la teoría electromagnéticá e inventó un telégrafo. 

Camüle lardan (l838-j 922) . lordan fue profesor en la École Polyteehnique én París. Fue pionero 
en varias ramas de las matemática s, incluyendo la teoría de las matrices. Se hizo en pártieular famoso por 
el Teorema de la Curva de Jordan, el cual anrma : una curva simple cerrada (como un círculo o url 
cuadrado) divide al plano en dos regiones conexas que no se intersccan. 
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[~ 

[~ 

[~ 

4 

O 
4 

2 
O 

4 

2 
O 

O 

-10 

-2 
-5 

-5 
-2 
- 5 

-5 
-2 

5 

6 

O 
6 

3 

O 

6 

3 

O 
O 

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES Y MATRICES 

12 
7 

-5 

6 

7 

-5 

6 

7 
-17 

28l 12 
-1 

14] 
12 

-1 

14] 
12 

-29 

Se intercambiaron el primero y 
segundo renglones de la matriz 
ejemplo. 

El primer renglón de la 
matriz anterior se 
multiplicó por 1/2 . 

Se sumó -2 veces el primer 
renglón de la matriz anterior 
al tercer renglón. 

. s' 1" __ • '''r-''''''''''''-''-''-~~;': ·-~''"'I''""¡;4 ... 

. .' ~', ~ .. ' ,"'".';. ,", ,,"':' -1 r: 
" • v • " .... ~ "'_ ti . . 

" '-' .~~.~'/):~"' J:"~~ :/I","~i;\-.. "':~; 

[~ O -2 O 7 12J 
O 5 O -17 -29 

t Columna más a la izquierda que no consta 
completamente de ceros en la subrnatriz 

l~ 
Se multiplicó el primer 

O 1 O 7 -6J renglón de Íasubmatriz por - 2 

O 5 O -17 -29 
-1/2. para introducir un 1 

principal. 

- ~J Se sumó -s veces el primer 

O O 1 O 7 renglón al segundo de ella - 2 
misma para introducir un 

O O O O 1 cero debajo del 1 principal. 2 
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~ 
2 -S 3 Se cubrió el renglón 

O 1 O superior de la submatriz 

O O O 1-
Y se regresó una vez más 

2 al paso 1. 

LColumna más a la izquierda que no consta 
completamente de ceros en la nueva sub matriz 

l~ 
2 -5 3 Se multiplicó el primer 

(y único) renglón de la 

O 1 O nueva sub matriz por 2, 

O O O 1 
para introducir un 1 
principal. 

La matriz completa está ahora en la fonna escalonada en los renglones. A fin de encontrar la 
forma escalonada en los renglones reducida se necesitan los siguientes pasos adicionales : 

[~ 
2 - 5 3 6 

1~] Se sumó 7/2 veces el tercer 

O 1 O O renglón de la matriz anterior 
al segundo. 

O O O 1 

[~ 
2 - 5 3 O 

~] O O O 
Se sumó -6 veces el tercer 
renglón al primero. 

O O O 

[~ 
2 O 3 O 

I] 
Se sumó S veces el 

O l O O segundo renglón al 

O O O 
primero. 

La última matriz está en la fonna escalonada en los renglones reducida. 

Ejemplo 6 

Resuélvase por medio de la eliminación de Gauss-Jordan. 

O 

+ 15x6 = 5 

, '~''''~~'' .'_!i .. " t~~ -.. 
•• ¡ _" 1" 
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La matriz aumerHádll para el sistemá es 

r~ 
3 -2 Ó 2 () 

~!] 6 -5 -2 4 =3 
O O 5 10 () 15 
2 ' 6 O 8 4 18 6 

Al súmár - 2 vecés el pfimer teÍlgiÓfi áÍ segundo y ál CUlitW da 

r~ 
3 '-' 2 O 2 ó 

~~J O -i =2 O ~3 

O 5 10 Ó 15 
Ó 4 8 O 18 

Al mUltíplicar el segundo teñglÓfi p6r - 1 y, a é6ntlmiaéióiI, sumar ""'5 Ve~és el segundó al 
tet~ér(j, y -4 veces el segtltldd al ctlafW da 

[t 
3 -"2 O 2 ó 

~J (j 1 :1 O j 

O O O (j O 
O Ó O O 6 

Al iritéréáml:Haf el tetcero y cuafto renglones y después dé multiplicaf él tercer renglÓn 
dé la matriz résultante por 1/6 sé Hégá a la fotIna eSGa10Ílada ert los ténglones 

[~ 
3 ~2 O 2 O 

i] 
O 1 2 O 3 
O (j O O 1 

O O O O O 

Al sumar -3 veceS él tercer renglón al segundo y después de sumar :2 veces el segundo 
renglón de la matrIz tesuftante al prirriéiO, se obtiene lá fotma escalonada en los refiglofies 
tedlidda 

r~ 
3 O 4 2 O 

il O 1 2 O O 

O O O O 

O O O O O 

El sistemá de ecuácibnes correspondiente es 

X l + 3X2 + 4x4 + 2xs =0 

X3 + 2X4 = 0 

X 6 = 1-
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(Se ha descartado la última ecuación, Ox ¡ + OX2 + OX3 4- OX4 + OXs + OX6 = O, puesto 
que será satisfecha automáticamente por las soluciones de las ecuaciones restantes.) Al 
despejar las variables principales, se obtiene 

Xl = -3X2 - 4x4 - 2X5 

x 3 = -2x4 

x6 = t 

Si se asignan a X2, X4 Y x s los valores arbitrarios r, s y t respectivamente, la solución 
queda dada por las fórmulas 

Xl = - 3r - 4s - 2t, X3 = -2s, X 5 = t, 

Ejemplo 7 

A menudo conviene más resolver un sistema de ecuaciones lineales, llevando la matriz 
aumentada hacia la forma escalonada, sin llevar a cabo todos los pasos hasta la escalonada 
reducida. Cuando se hace esto, se puede resolver el sistema de ecuaciones que corresponde 
por medio de una técnica llamada sustitución IUlcia atrás. Ahora se ilustra este método utili
zando el sistema ttel ejemRlo 6. 

Por lo obtenido en los cálculos del ejemplo 6, una forma escalonada en los renglones 
de la matriz aumentada es 

3 -2 
O 1 
O O 
O O 

O 

2 
O 

O 

2 

O 

O 

O 

Para resolver el sistema de ecuaciones correspondiente 

o 
3 
1 

O 

X l + 3X2 - 2X3 + 2xs = O 

X3 + 2X4 + 3X6 = 1 

X6 = -1 

se procede como sigue: 

Paso 1. Se despejan las variables principales en las ecuaciones. 

Xl = -3X2 + 2x3 - 2xs 

X3 = 1 - 2X4 - 3X6 

X6 =-1 

Paso 2. Empezando con la ecuación de abajo y yendo hacia arriba, se sustitu
ye sucesivamente cada ecuación en todas las ecuaciones que están 

fu d ella., 
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Al sustituir x 6 = 1/3 en la segunda ecuación da 

X l = -3X2 + 2X3 - 2xs 

X3 = - 2X4 

X6 = 1 

Al sustituir X3 =- 2x4 en la primera ecuación da 

Xl = - 3X2 - 4X4 - 2x s 
X3 =- 2x4 

1 
X6 =3" 

Paso 3. Se asignan valores arbitrarios a variables no principales cualesquiera. 

Si se asignan a X2, X4 Y X s los valores arbitrarios r, s y t , respectivamente, el conjun
to solución queda dado por las fórmulas 

Xl = - 3r - 4s - 2t, X3 = 2s, Xs = t, 

Esto concuerda con la solución obtenida en el ejemplo 6. 
El método de resolver sistemas de ecuaciones lineales reduciendo la matriz aumenta

da a la forma escalonada en los renglones se llama eliminación gaussÜJna. 

Ejemplo 8 

Resuélvase 

Por eliminación gaussiana. 

x+y+2z=9 
2x + 4y - 3z = 1 
3x + 6y - 5z = O 

Solución. Este es el sistema del ejemplo 3 . En ese ejemplo se convirtió la matriz aumentada 

[i 
2 

~] 4 -3 I 

6 -5 

a la forma escalonada en los renglones 

[~ 
2 

-'~] 1 7 
- 2 

O 
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El sistema correspondiente a esta matriz es 

x + J' + 2.: = 9 
y - tz = _127 

Al despejar las variables principales da 

x = 9 - Y - 2.: 

.\' = - 127 + 1': 

.: = 3 

3 

Sustituyendo la ecuación de abajo en las que se encuentran arriba queda 

x=3 - y 

.\'=2 

.: = 3 

y al sustituir la segunda ecuación en la de arriba da 

x = 1 

.\'=2 

z = 3 

35 

lo cual concuerda con la solución encontrada por medio de la eliminación de Gauss-Jor
dan en el ejemplo 3 . 

OBSERVACION. El procedimiento que se ha dado para reducir una matriz a la forma 

escalonada en los renglones o a la escalonada en los renglones reducida resulta apropiado· 
para utilizar computadoras porque es sistemático. Sin embargo, a veces este procedimien
to introduce fracciones, las que, de lo contrario, se podrían evitar al hacer variar los pasos 
en la forma correcta. Por consiguiente, una vez que haya dominado el procedimiento 
básico, es púsible que el lector desee hacer variar los pasos en problemas específicos a fm 
de evitar fracciones (véase el ejercicio 13). Se puede probar, aunque no se hará, que no 
importa en qué forma se hagan variar las operaciones elementales sobre los renglones, 
siempre se llega a la misma forma escalonada en los renglones reducida; es decir, la forma 
escalonada en los renglones reducida es única. No obstante, una forma escalonada en los 
renglones no es única ; al cambiar la sucesión de operaciones elementales sobre los renglo
nes es posible llegar a una forma escalonada en los renglones diferente (véase ejercicio 14). 

EJERCICIOS l . 2 

1. ¿Cuáles de .las siguientes matrices está en la forma escalonada en los renglones 
reducida? 
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[

1 2 O 3 0J 
O O 1 1 O 

(d) O O O O 1 

O O O O O 

[
1 O 3 41J 

(r) O 2 

2. ¿Cuáles de las siguientes matrices están en la forma escalonada en los renglones? 

H] 
~ ~ ~ ~J 
O O O 1 

O O O O 

(b)[~ -~ 5 

3 ~J 

3. En cada inciso suponga que la matriz aumentada para un sistema de ecuaciones 
lineales se ha llevado por medio de operaciones sobre los renglones a la forma 
escalonada en los renglones reducida que se da . Resuelva el sistema . 

[i 
O O 

:] lb) [i O O 3 21 
(a) O 1 O -1 

~ J O 1 O 

le) [~ 
5 O O 5 

-;J Id) [i ~] 
2 O 

O 1 O 3 
O 1 

O O 1 4 
O O 

O O O O 

4. En cada inciso suponga que la matriz aumentada para un sistema de ecuaciones 
lineales se ha llevado por medio de operaciones sobre los renglones a la forma 
escalonada en los renglones que se da. Resuelva el sistema . 

[i 
2 -4 

-;] lb) [i O 4 7 

~:] (a) 1 -2 1 -3 -4 

O O 1 

le) [~ 
5 -4 O - 7 

-~J O 1 1 [1 22 '] 7 
O O 1 4 

(d) O 1 3 3 

O O O O 
O O O 1 

S. Resuelva cada uno de los sistemas que siguen por medio de la eliminación de 
Gauss-Jordan. 

(a) x. + X2 + 2x3 = 8 (b) 
- x.-2x2 +3:. 3 =1 
3x 1 - 7x2 + 4x] = 10 

(c) 
2x 1 + 2X2 + 2X3 = O 

- 2X1+5x2+2x3 = 0 
- 7x 1 + 7x2 + X3 = O 

x - y + 2z - IV = - 1 
2x + y - 2z - 2w = - 2 
-x +2y - 4z + w= 1 
3x - 3", = - 3 
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6 . Resuelva cada uno de los sistemas del ejercicio 5 por eliminación gaussiana. 

7'. Resuelva cada uno de los sistemas siguient es por eliminación de Gauss-Jordan. 

(a) 2x¡ - 3X2 = -2 
2x¡+ x 2 = 1 
3x¡ + 2x2 = 

(b) 3x¡ + 2X2 - X3 = -15 
5x¡ + 3X2 + 2X3 = O 
3x l + X2+3x3= 11 

l1x¡ + 7x 2 = - 30 

(c) 4x 1 - 8X2 = 12 
3x¡-6x2 = 9 

-2x 1 + 4x 2 = -6 

8 . Resuleva cada uno de los sistemas del ejercicio 7 por eliminación gaussiana. 

9. Resuelva cada uno de los sistemas que siguen por eliminación de Gauss-Jordan. 

(a) 5x ¡ +2x2+ 6x3=0 
- 2x 1 + X2 + 3X3 = O 

(b) X¡ - 2X2 + x 3 - 4x4 = 1 
x¡+ 3X2+ 7x 3 + 2X4 = 2 
x ¡ - 12x2 - 11 x3 - 16x 4 = 5 

10. Resuelva cada uno de los sistemas del ej'ercicio 9 por eliminación gaussiana. 

11. Resuelva los sistemas que siguen, en donde a, b y e son constantes. 

(a) 2x + y = a 
3x + 6y = b 

(b) x¡+ x 2 + x 3 =a 
2x¡ + 2X3 = b 

3X2 + 3X3 = e 

12. ¿Para qué valores de a el sistema que sigue no tiene soluciones? ¿Tiene exacta
mente Una solución? ¿Tiene infinidad de soluciones? 

B. lleve 

x + 2y - 3: = 4 
3~ - Y + 5: = 2 
4x + y + (a 2 

- 14)z = a + 2 

-2 
4 

a la forma escalona:da en los renglones reducida sin introducir fracción alguna. 

14. Encuentre dos formas escalonadas en los renglones diferentes para 

[1 3J 
2 7 

1 S. Resuelva el sistema de ecuaciones no lineales que sigue para lOS ángulo. deseo
nocidosa, {3 y "1 , en donde O";;a";; 2rr , 0";;{3";; 21r Y O ~"I<1r. 
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2 sen ex - cos f3 + 3 tan y = 3 

4 sen ex + 2 cos f3 - 2 tan ( = 2 

6 sen ex - 3 cos f3 + tan I = 9 

16 . Describa las formas escalonadas en los renglones reducidas que sean posibles para 

17. Demuestre que si ad - be *- 0 , entonces la forma escalonada en los renglones 
reducida de 

es 

18. Aplique el resultado del ejercicio 17 para demostrar que si ad - be *- 0 , enton
ces el sistema 

ax + by = k 

ex + dy = I 

tiene exactamente una solución. 

1.3 SISTEMAS HOMOGENEOS OE ECUACIONES LINEALES 

Como ya se señaló , todo sistema de ecuaciones lineales tiene una solución, una infinidad 
de soluciones, o bien, ninguna solución. A medida que se avance , se presentan situaciones 
en las que no se tiene interés en encontrar las soluciones para un sistema dado, si no que, 
por el contrario, se trata de decidir cuántas soluciones tiene el sistema . En esta sección 
se consideran varios casos en los que es posible , por simple observación, llegar a proposi
ciones acerca del número de soluciones. 

Se dice que un sistema de ecuaciones lineales es homogéneo si todos los términos 
constantes son cero ; es decir , el sistema tiene la forma 

a 1 ¡x¡ + a¡Zx Z + . . . + a¡ nXn = O 

aZ¡x ¡ + a z zxz + . . . + a ZnX n = O 

Todo sistema homogé neo de ecuaciones lineales es consistente , ya que X¡ = 0, X2 = 0, 

.. . ,xn = ° siempre es una solución. Esta solución se conoce como solución trivial; si 
existen otras soluciones, se dice que son soluciones no triviales. 

Dado que un sistema homogéneo de ecuaciones lineales debe ser consistente , se 
tiene una solución o una infmidad de soluciones. Puesto que una de estas soluciones es 
la trivial, se puede afIrmar 10 siguiente: 

http://libreria-universitaria.blogspot.com



SISTEMAS HOMOGENEOS DE ECUACIONES LINEALES 39 

Para un sistema homogéneo de ecuaciones lineales, se cumple exactamente una de 
las siguientes proposiciones : 

l . El sistema tiene sólo la solución trivial. 
2. El sistema tiene una infinidad de soluciones no triviales además de la trivial. 

Existe un caso en el que queda asegurado que un sistema homogéneo tiene soluciones no 
triviales; a saber, siempre que el sistema comprende más incógnitas que ecuaciont::~. P::ra 
ver la razón , considérese el ejemplo que sigue de cuatro ecuaciones en cinco incógnitas. 

Ejemplo 9 

Resuélvase el sistema homogéneo de ecuaciones lineales que sigue , aplicando la elimina
ción de Gauss-Jordan. 

+ x5 = O 

-Xl - X 2 + 2X3 - 3x4 + x 5 = O 

Xl + X 2 - 2x 3 - X 5 = O 

X 3 + X 4 + X 5 = O 

La matriz aumentada para el sistema es 

[-1 
:2 -1 O 

~J -1 2 -3 
1 - 2 O -1 

O 1 

Al llevar esta matriz a la forma escalonada en los renglones reducida , se obtiene 

1 

O 

O 
O 

o 
1 

O 

O 

O 

O 

1 

O 

1 

1 

O 

O 

El sistema correspondiente de ecuaciones es 

Xl + x 2 + x 5 = O 

X3 + X5 = O 

x 4 = O 

Despejando las variables principales se llega a 

X l = - X2 - x 5 

x3 = - x 5 

X 4 = O 

(1.2) 

(1.3) 
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Por tanto, el conjunto solución queda dado por 

Xl = -s - t, X s = t 

Nótese que se obtiene la solución trivial cuando s = t = O. 

En el ejemplo 9 se ilustran dos hechos importantes acerca de la resolución de sis
temas homogéneos de ecuaciones lineales. En primer lugar, ninguna de las tres operaciones 
elementales sobre los renglones puede alterar la columna final de ceros en la matriz au
mentada, de modo que el sistema de ecuaciones correspondiente a la forma escalonada en 
los renglones reducida de la matriz aumentada también debe ser un sistema homogéneo 
(véase el sistema 1.3 del ejemplo 9). En segundo lugar, dependiendo de si la forma esca
lonada en los renglones reducida de la matriz aumentada tiene algún renglón sólo con 
ceros, el número de ecuaciones en el sistema reducido es igual o menor que el número de 
ecuaciones en el sistema original (compárense los sistemas 1.2 y 1.3 del ejemplo 9). Por 
consiguiente, si el sistema homogéneo dado tiene m ecuaciones en n incógnitas con m 
< n, si existen r renglones diferentes de cero en la forma escalonada en los renglones 
requcida de la matriz aumentada, se tendrá r < n; así entonces, el sistema de ecuaciones 
correspondiente a la forma escalonada en los renglones reducida de la matriz aumentada 
se verá 

+ L( ) = O 

+ L ( ) = O 
(l.4) 

en donde Xkl, Xk2, ... , Xkr son las variables principales y L ( ) denota sumas que com
prenden las n - r variables restantes. Al despejar las variables principales da 

Xk, = -L( ) 

X k2 = -L( ) 

Xk, = -L( ) 

Como en el ejemplo 9, es posible asignar valores arbitrarios a las variables del segundo 
miembro y obtener así una infinidad de soluciones para el sistema. 

En resumen, se tiene el importante teorema que sigue : 

Teorema 1. Un sistema homogéneo de ecuaciones lineales con más incógnitas que ecua
ciones siempre tiene una infinidad de soluciones. 

OBSERVACION. Nótese que el teorema 1 sólo se ap1ic~ a los sistemas homogéneos. Un 
sistema no homogéneo con más incógnitas que ecuaciones no necesariamente es consistente 
(ejercicio 11); sin embargo, si el sistema es consistente, tendrá una infinidad de soluciones. 
Se omite la demostración. 
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EJERCICIOS 1. 3 

l. Sin utilizar lápiz ni papel, determine cuáles de los sistemas homogéneos que 
siguen tienen soluciones no triviales. 

(a) XI + 3X2 + 5x} + x4 = O (b) XI+2X2+3x}=0 
4x 1 - 7X2 - 3x} - X4 =0 x 2 + 4x} = O 
3x I +2X2+7x}+8x4=0 5x} = O 

(e) al1xI + a12x2 + al}x} = O (d) x 1 + x 2 = O 
a21xI + a22x2 + a2}x} = O 2x I + 2X2 = O 

En los ejercicios 2 al 5, resuelva el sistema homogéneo dado de ecuaciones lineales. 

2. 2xI + X2 + 3x} = O 
XI + 2X2 = O 

X2 + x} = O 

4.2xl-4x2+ x}+x4 =0 
x l -5x2 +2x} =0 

- 2X2 - 2x} - X 4 = O 
XI + 3x 2 + x4 = O 
XI-2x2- X}+X4=0 

3. 3x I + X2 + X} + X 4 = O 
5x 1 - x 2 + x} - X 4 = O 

5. X + 6y - 2z = O 
2x - 4y + z = O 

6. ¿Para cuál valor, o cuáles valores, de A el siguiente sistema de ecuaciones tiene 
soluciones no triviales? 

(i. - 3)x + y = O 

x + (i. - 3)y = O 

7. Considere el sistema de ecuaciones 

ax + by = O 

ex + dy = O 

ex + fy = O 

Analice las posiciones relativas de las rectas ax + by = O, ex + dy = O Y ex + 
fy = O, cuando: 
a) el sistema tiene únicamente la solución trivial 
b) el sistema tiene soluciones no triviales. 

8. Considere el sistema de ecuaciones 

ax + hy = O 

ex + dy = O 

a) Demuestre que si x = Xo. y = Yo es cualquier solución y k es cualquier 
constant~, entonces x = kxo . y = kyo también es una solución. 

b) Demuestre que si x = Xo. y = Yo Y x = XI . Y = YI son dos soluciones cuales
quiera, entonces x = Xo + XI.Y= Yo +YI t'ambién es una solución . 
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9. Considere los sistemas de ecuaciones 

(1) ax + by = k 

ex + dy = I 

(Il) ax + by = O 

. ex + dy = O 

a) Demuestre que si tanto x =XI. Y = YI como x = X2. Y = Y2 son soluciones 
de 1, entonces x = XI - X2, Y = YI - Y2 es una solución de 11. 

b) Demuestre que si x = XI. Y = YI es una solución de I y x = Xo. y = Yo es 
una solución de 11, entonces X = XI + XO. Y = YI + Yo es una solución de 1. 

10. a) En el sistema de ecuaciones numerado (l.4), explique por qué sería incorrec
to denotar las variables principales por Xl. X2' ...• Xr , en lugar de xkl' 

xk2.' . . , xkr' como se ha hecho. 
b) El sistema de ecuaciones numerado (l. 3) es un caso específico de (l . 4). 

¿Cuáles valores tiene r en e<;1;e caso? ¿Cuáles son Xk 1. Xk2' ...• Xkr en este 
caso? Escriba por completo las sumas denotadas por ~ ( ) en (l. 4). 

11. Encuentre un sistema lineal inconsistente que tenga más incógnitas que ecua
ciones . 

1.4 MATRICES Y OPERACIONES MATRICIALES 

Los arreglos rectangulares de números reales surgen en muchos contextos que no son los 
de las matrices aumentadas para sistemas de ecuaciones lineales. En esta sección se conside
ran eso:; arreglos como objetos por derecho propio y se desarrollan algunas de sus propieda
des que se usan en el trabajo posterior en este texto. 

Definición. Una matriz es un arreglo rectangular de números. Los números del arreglo se 
conocen como elementos de la matriz. 

Ejemplo 10 

Los objetos siguientes son matrices : 

[2 o - 3J [
- J2 n e] 

3 1 O [~J 
O O O 

[4J 

Como se indica en estos ejemplos, las matrices tienen tamaños diferentes. El tamaño de 
una matriz se describe especificando el número de renglones (líneas horizontales) y 
columnas (líneas verticales) que se presentan en ella. La primera matriz del ejemplo 10 
tiene 3 renglones y 2 columnas, por tanto su tamaño es de 3 por 2 (lo cual se escribe 
3 X 2). El primer número siempre indica el número de renglones y el segundo el número 
de columnas. Así entonces, las matrices restantes del ejemplo 10 tienen los tamaiios 
1 X 4,3 X 3,2 X 1 Y IX1, respectivamente. 

Se usarán letras mayúsculas para denotar matrices y minúsculas para denotar las 
cantidades numéricas; por tanto, se podría escribir 

ó e = [a 
ti 

h e] 
e I 
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Al analizar las matrices, por lo común se da el nombre de escalares a las cantidades numé
ricas. En este texto, todos los escalares serán números reales. 

Si A es una matriz , se usará a¡¡ para denotar el elemento que está en el renglón i y 
la columna j de A. Por consiguiente , una matriz general de 3 X 4 se puede escribir 

QI2 QI3 

Q22 Q23 

Q32 Q33 

Naturalmente, si se usa B para denotar la matriz, entonces se usará bi¡ para el elemento 
que está en el renglón i y la columnaj. Así entonces, una matriz general de m X 11 podría 
escribirse 

lb" 
b12 

b21 b22 
B= . 

bm1 bm2 

Una matriz A con 11 renglones y n columnas se denomina matriz cuadrada de orden n 
y se dice que los elementos all , a22, ... , ann están en la diagonal principal de A (véase la 
figura 1. 2). 

[ 
Q12 

"'"1 
a22 a2n 

QIl2 ano .J Figura 1.2 

Hasta ahora se han utilizado las matrices para abreviar el trabajo al resolver sistemas 
de ecuaciones lineales. No obstante , para otras aplicaciones conviene desarrollar una "arit
mética de matrices" , en la que sea posible sumar y multiplicar las matrices en una forma 
útil. El resto de esta sección se ded'fc'a al desarrollo de esta aritmética. 

Se dice que dos matrices son iguales si tienen el mismo tamaño y los elementos 
correspondientes en las dos matrices son iguales. 

Ejemplo 11 

Considérense las matrices 

A =e B = [~ e = [~ 4 

Aquí A =1= e, puesto que A 'y e no tienen el mismo tamaño. Por la misma razón , B =1= C. 
También A =1= B, ya que no todos los elementos correspondientes son iguales. 
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Definición. Si A Y B son dos matrices cualesquiera del mismo tamaño, entonces la suma 
A + B es la matriz que se obtiene al sumar los elementos correspondientes de las dos 
matrices. Las matrices de tamaños difererites no se pueden sumar. 

Ejemplo 12 

Considérense las matrices 

A~H 
1 O 

~] n 3 5 

-:] e = [~ ~J O 2 B= 2 O 

- 2 7 2 -4 

Entonces 

[-2 4 5 

~] A + B= ~ 2 2 

O 3 

en tanto que A + e y B + e no están definidas. 

Definición. Si A es una matriz cualquiera y e es cualquier escalar, entonces el producto 
eA es la matriz que se obtiene al multiplicar cada elemento de A por c. 

Ejemplo 13 

Si A es la matriz 

entonces 
A~U ~] 

y ( - I)A = [= ~ = ~] 
. 10 ' 

2A = [ ~ :] 
-2 O 

Si B es una matriz cualquiera, entonces - B denota el producto (-1) B. Si A Y B son 
dos matrices del mismo tamaño , entonces A- B se define como la suma A + (- B) = A 
+ (- 1)B. 

Ejemplo 14 

Considérense las matrices 

A = [~ 

B = [~ 

3 

2 

2 
- 3 

~J 
~] 
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Con base en las definiciones dadas 

- B = [ O -2 -7J 
-1 3 -5 

Y 

A - B = [~ 3 ~J + [ -~ -2 -7J = [2 1 
-3J 2 3 -5 O 5 -4 

Obsérvese que es posible obtener A - B directamente, restandQ los elementos de B de 
los elementos correspondientes de A. 

En párrafo anterior se defmió la multiplicación de una matriz por un escalar. Enton
ces , la pregunta siguiente es: ¿cómo se multiplican dos matrices? Tal vez la definición más 
natural de la multiplicación de matrices podría parecer : "multiplíquense los elementos 
correspondientes". Sin embargo, sorprende el hecho de que esta definición no sería muy 
útil para la mayoría de los problemas. La experiencia ha conducido a los matemáticos a 
concluir la siguiente defmición menos intuitiva pero más útil de multiplicación de matrices. 

Definición. Si A es una matriz de m X r y B es una de r X n, entonces el producto AB es 
la matriz de m X n cuyos elementos se determinan como sigue . Para encontrar el elemento 
en el renglón i y la columna j de AB, distíngase el renglón i de la matriz A y la columna ¡ 
de la B. Multiplíquense los elementos corréspondientes del renglón y columna y, a conti· 
nuación, súmense los productos resultantes. 

Ejemplo 15 

Considérense las matrices 

A = [~ 2 

~J 6 

B ~ [~ 
4 

!] - 1 3 
7 5 

Dado que A es una matriz de 2 X 3 y B es una de 3 X 4, el producto AB es una 
matriz de 2 X 4. Para determinar, por ejemplo , el elemento del renglón 2 y la columna 3 
de AB, se distingue el renglón 2 de A y la columna 3 ce B Entonces, como se ilustra a 
continuación, se multiplican los elementos correspondientes y se suman estos productos. 

-1 

7 

3] [DOOO J ~ = OO[I§]O 

(2' 4) + (6 . 3) + (O· 5) = 26 
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El elemento del renglón 1 y la columna 4 de AB se calcula como sigue: 

-1 

7 

4 

3 

5 
'j = [DDOlTIlJ DO[l§]O 

(l . 3) + (2 . 1) + (4 . 2) = 13 

Los cálculos para los productos restantes son : 

(1 . 4) + (2 . O) + (4 . 2) = 12 

(l . 1) - (2 . 1) + (4' 7) = 27 

(1 . 4) + (2' 3) + (4' 5) = 30 

(2 . 4) + (6 . O) + (O . 2) = 8 

(2·1)-(6·1)+(0·7)= - 4 

(2' 3) + (6' 1) + (O' 2) = 12 

[
12 

AB= 8 
27 
-4 

30 

26 
13J 
12 

La detinición de la multiplicación de matrices requiere que el número de colwnnas 
del primer factor A sea igual al número de renglones del segundo factor B, para formar el 
producto AB. Si no se satisface esta condición, el producto no está definido. Un modo de 
determinar si un producto de dos matrices está definido, es escribir el tamaño del primer 
factor y, a la derecha del mismo , el tamaño del segundo factor. Si, como en la figura 1.3, 
los números interiores son iguales, entonces el producto está definido. Entonces, los núme· 
ros exteriores dan el tamaño del producto. 

A 
m X r 

t 
Figura 1.3 

Ejemplo 16 

Interiores 

Exteriores 

B 
r X n 

t 
AB 

In X n 

Supóngase que A es una matriz de 3 X 4, B es una de 4 X 7 y C una de 7 X 3. Entonces 
AB está definido y es una matriz de 3 X 7; CA está definido y es una matriz de 7 X 4; 
BC está definido y es una matriz de 4 X 3. Todos los productos AC, CB y BA están 
definjdos. 

Ejemplo 17 

Si A es una matriz general de m X r y B una matriz general de r X n , entonces, como lo 
sugieren las líneas sombreadas de abajo, el elemento que queda en el renglón i y la columna 
j de AB está dado por la fórmula 
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ailb lj + ai2 b2j + ai3b3j + .. . + airbrj 

la
u a l2 

a" 1 a2l a22 a2r [bU 
bl2 bt} 

h'"J ' AB= : ~2l b22 b1j b2n 

a,1 al2 Gir I 

l~ml ~mJ brl br1 brj brn 
aml 

La multiplicación de matrices tiene una aplicación importante a los sistemas de 
ecuaciones lineales. Considérese cualquier sistema de m ecuaciones lineales en n incóg
nitas: 

allx l + allxl + ... + alnxn = bl 
a2l x l + a22 x 2 + ' . , + alnx" = bl 

Puesto que dos matrices son iguales si y sólo si sus elementos correspondientes son 
iguales, es posible reemplazar las m ecuaciones de este sistema por la ecuación matricial 
única 

l

allxl + al2
x

l + ' , , + alnxn] lb ' ] 
allx l + a22 x l +., . + alnxn bl 

~,"lXl + ~mlXl + . , , + ~mnXn = ~m 
La matriz de m X 1 del primer miembro de esta ecuación se puede escribir como un 
producto para dar 

Si se designan estas matrices por A, X , Y B, respectivamente, se ha reemplazado el sistema 
original de m ecuaciones en n incógnitas por la ecuación matricial única 

AX=B (1.5) 

Parte de lo que se ve posteriormente se dedica a la resolución de ecuaciones matriciales 
como ésta, para la matriz de incógnitas X. Como consecuencia de este enfoque matricial, 
se obtienen nuevos métodos efectivos para resolver sistemas de ecuaciones lineales. La 
matriz A dada en (I. 5) se llama matriz de coeficientes para el sistema. 
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Ejemplo 18 

A veces es útil encontrar un renglón o columna particular de un producto AB, sin calcular 
el producto completo. Se deja como ejercicio demostrar que los elementos en la j-ésirna 
columna de AB son los elementos del producto ABj, en donde Bi es la matriz formada al 
usar únicamente la j-ésirna columna de B. Por tanto, si A y B son las matrices del ejemplo 
15, la segunda columna de AB se puede obtener por medio del cálculo 

segunda columna 
de B 

[ ~:J 
t 

segunda columna 
deAB 

De modo análogo, los elementos del i-ésirno renglón de AB son los elementos del produc
to A¡B, en donde A¡ es la matriz fonnada al usar únicamente el i-ésirno renglón de A. Por 
consiguiente, es posible obtener el primer renglón del producto AB del ejemplo 15 
por medio del cálculo : 

[[1 2 4] [~ -~ 
primer renglón de A 

4 

3 
5 

!] ~ [12 27 30 1:J 
primer renglón de AB 

EJERCICIOS 1. 4 

1. Suponga que A y B son matrices de 4 X 5 Y que C, D y E son matrices de 5 X 2, 
4 X 2, Y 5 X 4, respectivamente. Determine cuáles de las siguientes expresiones 
matriciales están definidas. Para las que estén definidas, dé el tamaño de la matriz 
resultante. 

(a) BA 
(d) AB + B 

(b) AC + D 
(e) E(A + B) 

(e) AE + B 
(f) E(AC) 

2. a) Demuestre que si tanto AB como BA están definidas entonces AB y BA son 
matrices cuadradas. 

3. 

4. 

b) Demuestre que si A es una matriz de m X n y A(BA ) está definido, entonces 
B es una matriz de n X m . 

Resuelva la siguiente ecuación matricial para a, b , e y d 

[a -b 
3d + e 

b + e J [8 
2a - 4d = 7 ~J 

Considere las matrices 

A-H ~l B = [~ -~J c=G 
4 

~J 
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D = [- ~ ~ ~l E = [- ~ ~l 
324 413 

Calcule 

(a) AB ·,. (b) D + E 
(d) DE (e) ED 

(c) D-E 
(f) -7B 

5. Utilizando las matrices del ejercicio 4, calcule (cuando se pueda): 

(al 3C - D (b) (3E)D 
(c) (AB)C (d) A(BC) 
(e) (4B)C + 2B (f) D + E2 (donde E2 = EE) 

6. Sean 

A ~ [: 

-2 

:1 
[6 -2 ~l 5 Y B= O 1 

4 7 7 

Aplique el método del ejemplo 18 para encontrar 
a) el primer renglón de AB b) el tercer renglón de AB 
e) la segunda columna de AB d) la primera columna de BA 
e) el tercer renglón de AA f) la tercera columna de AA 

7. Sean C. D y E las matrices del ejercicio 4 . Realizando los menos cálculos posi
bles, determine el elemento del renglón 2 y columna 3 de C(DE). 

8. a) Demuestre que si A tiene un renglón de ceros y B es cualquier matriz parli 
la que AB está definido, entonces AB también tiene un renglón de ceros. 

b) Encuentre un resultado semejante que comprenda una columna de ceros. 
9. Suponga que A es cualquier matriz de m X n y que O sea la matriz de m X n 

para la que cada uno de los elementos es cero. Demuestre que si kA = O, 
entonces k = O, o bien A = O. 

10. Sea !la matriz de m X n cuyo elemento del renglón i y columnaj es 

{~ si 

si 

i = j 

i#j 

Dem4estre que AI= lA = A para toda matriz A de n X n. 
11. Se dice que una matriz cuadrada es una matriz diagonal, si todos los elementos 

que no están en la diagonal principal son ceros. Demuestre que el producto de 
matrices diagonales también es una matriz diagonal. Enuncie una regla para mul
tiplicar matrices diagonales. 

12. a) Demuestre que los elementos de laj-ésima columna de AB son los elementos 
del producto ABj, en donde Bj es la matriz formada a partir de la j-ésima 
columna de B. 

b) Demuestre que los elementos del i-ésimo renglón de AB son los elementos 
del producto AIB, en donde Al es la matriz formada por el i-ésimo renglón 
deA. 
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1.5 REGLAS DE LA ARITMETICA MATRICIAL 

Aun cuando muchas de las reglas de la aritmética para los números reales también se cum
plen para las matrices, hay algunas excepciones ; una de las excepciones más importantes 
se presenta en la multiplicación de matrices. Para los números reales a y b, siempre se tiene 
ab =: bao Esta propiedad a menudo se denomina ley conmutativa para la multiplicación. 
Sin embargo, en el caso de las mátrices , AB y BA no necesariamente son iguales. Es posible 
que la igualdad no se cumpla por tres razones. Puede suceder, por ejemplo , que AB 
esté definido , pero BA no. Este es el caso si A es una matriz de 2 X 3 Y B una de 3 X 4. 
También puede suceder que tanto AB como BA estén defmidos, pero tengan tamaños dife
rentes . Esta es la situación si A es una matriz de 2 X 3 Y B una de 3 X 2 . Por último, como 
se muestra en el ejemplo que sigue , se puede tener AB * BA, incluso si AB y BA están 
ambos definidos y tienen el mismo tamaño. 

Ejemplo 19 

Considérense las matrices 

B = G ~J 
Al multiplicar da 

[
-1 

AB = 11 

De donde ,AB *BA. 

Aunque la ley conmutativa para la multiplicación no es válida en la aritmética 
matricial, muchas leyes conocidas de la aritmética se cumplen para las matrices. En el 
teorema que sigue se resumen algunas de las más importantes,junto con sus denominaciones. 

Teorema 2. Suponiendo que los tamaños de las matrices son tales que es posible efectuar 
las operaciones indicadas, son válidas las reglas que siguen de la aritmética matricial: 

(a) A + B = B + A 
(b) A + (B + C) = (A + B) + C 
(c) A(BC) = (AB)C 
(d) A(B + C) = AB + AC 
(e) (B + C)A = BA -l' CA 
(f) A(B - C) = AB - AC 
(g) (B - C)A = BA - CA 
(h) a(B + C) = aB + aC 
(i) . a(B - C) = aB - aC 
(j) (a + b)C = aC -t-bC 
(k) (a - b)C = aC - bC 
(1) (ab)C = a(bC) 
(m) a(BC) = (aB)C = B(aC) 

(Ley conmutativa para la adición) 
(Ley asociativa para la adición) 
(Ley asociativa para la multiplicación) 
(Ley d istrib utiva) 
(Ley distributiva) 
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Cada una de las ecuaciones de este teorema sostiene una igualdad entre matrices. 
Para probar una de estas igualdades, es necesario demostrar que la matriz ·del primer miem
bro tiene el mismo tamaño que la matriz del segundo miembro, y que los elementos 
correspondientes en los dos miembros son iguales. Como ilustración, se probará (h) . 
Algunas de las demostraciones restantes se dan como ejercicios. 

Demostración de (h). Puesto que el primer miembro comprende la operación B + C, B 
Y e deben tener el mismo tamaño , por ejemplo m X n. Se deduce que a( B + e) y aB + ae 
también son matrices de m X n y, por tanto, tienen el mismo tamaño. 

Sea lji cualquier elemento del primer miembro y rji el elemento correspondiente 
del segundo. Para completar la demostración, es necesario demostrar que lji = rjj. Si ajj' 
bij y Cij son los elementos del i-ésimo renglón y j- ésima columna de A, B Y e, respectiva
mente , entonces, por las definiciones de las operaciones matriciales, 

¡ji = a(bij + Cij ) y rij = abij + aCij 

Debido a que a(b jj + Ci/) = ab jj + aCij' se tiene ljj = rij' 10 cual completa la demostra
ción·a 

Aunque las operaciones de adición y multiplicación de matrices se defmieron para 
pares de éstas , las leyes asociativas (b) Y (c) permiten denotar sumas y productos de tres 
matrices , como A + B + e y ABe, sin introducir paréntesis algunos. Esto queda justifi
cado por el hecho de que no importa cómo se introduzcan los paréntesis, las leyes asocia
tivas garantizan que se obtendrá el mismo resultado final. Sin entrar en detalles, se observa 
que son válidos resultados semejantes para sumas o productos que comprenden cuatro o 
más matrices. En general , dados cualquier suma o cualquier producto de matrices, se pue
den colocar o quitar pares de paréntesis en cualquier lugar dentro de la expresión, sin 
afectar el resultado final. 

Ejemplo 20 

Como ilustración de la ley asociativa para la multiplicación de matrices, considérese 

Entonces 

de modo que 

Por otra parte , 

B = [~ ~J 

(ABlC ~ H ti] G ~J ~ [~; :~] 

Be=[~ ~J[~ ~J=[l~ ~J 
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de manera que 

[
1 2] [18 15] 

A(BC) = ~ ~ [l~ ~] = 4~ 3~ 

Por tanto, (AB) C =A (BC) , como lo garantiza el teorema 2(C). 
Una matriz en la que todos los elementos son cero, tales como 

[
O o O] 
O O O , 
O O O 

[OJ 

se denomina matriz cero. Las matrices cero se denotan por O; si es importante hacer 
hincapié en el tamaño, se escribe Om Xn para la matriz cero de m X n. 

Si A es cualquier matriz y O es la matriz cero con el mismo tamaño , es obvio que 
A + O = A . La matriz O desempeña casi la misma función en esta ecuación matricial que el 
número ° en la ecuación numérica a + O = a . 

Como ahora ya se sabe que algunas de las reglas de la aritmética para los números 
reales no son válidas en la aritmética de las matrices, sería aventurado suponer que to
das las propiedades del número real cero se llevan a las matrices cero . Por ejemplo , con
sidérense los dos resultados estándar que siguen de la aritmética de los números reales : 

i) Si ab = ac ya #= 0, entonces b = c. (Esta se conoce como ley de cancelación.) 
ii) Si ad = 0 , entonces al menos uno de los factores de la izquierda es O. 

Como se muestra en el siguiente ejemplo, los resultados correspondientes son falsos en 
la aritmética matricial . 

Ejemplo 21 

Considérense las matrices 

A = [~ ~J B=G !] 
Aquí 

AB = AC = [! :] 
Aunque A #= 0, es inco"ecto cancelar laA de ambos miembros de la ecuaciónAB = AC y 
escribir B = C. Por tanto , la ley de cancelación no se cumple para las matrices. 

También, AD = 0, sin embargo, A #= ° y D #= 0, de modo que el resultado (ii) que 
se lista en párrafo anterior no se lleva a la aritmética matricial. 
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A pesar de estos ejemplos negativos, cierto número de propiedades conocidas 
del número real O se llevan hacia las matrices cero. En el teorema que sigue se resumen 
algunas de las más importantes; las demostraciones se dejan como ejercicios. 

Teorema 3. Suponiendo que los tamaños de las matrices son tales que se pueden efectuar 
las operaciones indicadas, las siguientes reglas de la aritmética matricial son válidas. 

(a) A + O = O + A = A 
(h) A - A = O 
(e) O-A=-A 
(d) AO = O: OA = O 

Como aplicación de estos resultados de la aritmética matricial, se probará el teorema 
que sigue, el cual se anticipó con anterioridad en el texto. 

Teorema 4. Todo sistema de ecuaciones linru/es no tiene soluciones, tiene exactamente 
una solución, o bien, una infinidad de soluciones. 

Demostración. Si AX = B es un sistema de ecuaciones lineales, exactamente una de las 
siguientes afirmaciones es verdadera: (a) el sistema no tiene soluciones, (b) !'JI sistema tiene 
exactamente una solución, o bien, (e) el sistema tiene más de una solución. Se completa 
la demostración si se puede probar que el sistema tiene una infinidad de soluciones en el 
caso (e). 

Supóngase que AX = B tiene más de una solución y que Xl y Xl son dos solucio
nes diferentes. Por tanto , AXI = By AX2 = B. Al restar estas ecuaciones daAXI - AX2 

= O, o bien, A(X¡ - X 2 ) = O. Si se hace que Xo = Xl - X 2 y k es cualquier escalar, 
entonces 

A(.\'I + /':.\'0) = AX 1 + A(/.:Xo) 

= A.\'I + /.:(AX o) 

= 8 + kO 
= 8 + () 
=8 

Pero con esto se afirma que X ¡ + k X o es una solución de AX = B. Ya que existe una in
finidad de valores que puede tomar k, AX = B tiene una infinidad de soluciones . • 

En especial interesantes son las matrices cuadradas que tienen puros 1 en la diago
nal principal y O en todas las demás posiciones, tales como 

[
1 O O] 
O 1 O, 

O O 1 [

1 O O 01 O 1 O O 
O O 1 O' 
O O O 1 

etc. 

Una matriz de este tipo se denomina matriz identidad y se denota por l. Si es im

portante hacer hincapié en el tamaño, se escribe In para la matriz identidad de n X n. 
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Si A es una matriz de m X n, entonces, como se ilustra en el ejemplo que sigue, 
AIn = A Y ImA = A. Por consiguiente , una matriz identidad desempeña casi la misma 
función en la aritmética matricial que el número 1 en las relaciones numéricas a • 1 = 1 
• a = a 

FJemplo 22 

Considérese la matriz 

Entonces 

y 

A = [a!! 
a2 ! 

12A = [1 0J [a!! ° 1 a 2 ! 

A13 = [a ll 

a2! 

Si A es una matriz cuadrada cualquiera y si es posible hallar una matriz B tal que 
AB = BA = 1, entonces se dice que A es inversible y B se conoce como inversa de A. 

Ejemplo 23 

La matriz 

B = [~ ~J es una inversa de 

puesto que 

AB = [ 2 
- 1 -~J[~ ~J = [~ ~J = 1 

Y 

BA = [~ 5J[ 2 -5J=[1 ~J = 1 2 -1 3 O 
FJemplo 24 

La matriz 

A ~ [~ 
4 

~] 5 
6 
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no es inversible. Para ver por qué, sea 

una matriz cualquiera de 3 X 3 . Por lo visto en el ejemplo 18 la tercera colurT:!!'l de BA es 

Por tanto, 

[
1 O 0J 

BA #- l = O 1 O 

O O 1 

Resulta razonable preguntar si una matriz inversible puede tener más de una inversa. 
El teorema que sigue indica que la respuesta es no : una matriz inversible tiene exactamen
te una inversa. 

Teorema S. Si tanto B como C son inversas de la matriz A, entonces B = C. 

Demostración. Supuesto que B es una inversa de A, BA = /. Al multiplicar por la derecha 
ambos miembros por C da (BA) C = IC = C. Pero (BA) C= B(AC) = BI= B , de modo 
queB= C. I 

Como consecuencia de este importante resultado , ahora se puede hablar de "la" 
inversa de una matriz inversible . Si A es inversible , entonces su inversa se denota por 
medio del símbolo A _ 1 . Por consiguiente 

~ - '1' • • ...-- -t ¡¡ .. 
• • ... - : -__ 1.:. 

La inversa de A desempeña casi la misma función en la aritmética matricial que la desem
peñada por el recíproco a- 1 en las relaciones numéricas aa- I = 1 Y a- 1 a = 1. 

Ejemplo 2S 

Considérese la matriz de 2 X 2 

A=[: !] 
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Si ad - bc :#: O, entonces 

A - 1 _ 1 [d 
- ad - bc -e 

-ad: bcl 
ad - bJ 

dado que AA - 1 = 12 yA - 1 A = 12 (verifíquese). En la siguiente ecuación se muestra 
cómo encontrar las inversas de las matrices inversibles cuyos tamaños son mayores que 
2 X 2. 

Teorema 6. Si A Y B son matrices inversibles del mismo tamaño, entonces 

a) AB es inversible 
b) (ABr 1 =B-1 A-1 

Demostración. Si se puede demostrar que (AB) (B- 1 A -1 ) = (B- 1 A -1 ) (AB) = 1, ento n· 
ces se habrá establecido simultáneamente que AB es inversible y que (AB r 1 = B- 1 A -1 • 

Pero (AB) (B- 1 A- 1 ) =A(BB- 1 ) A - 1 =AIA- 1 =AA-1 =1. Análogamente, (B- 1 A- 1 ) 

(AB) =1 . • 

Aun cuando no se probará, este resultado se puede extender hasta incluir tres o 
más factores. Por tanto, es posible enunciar la siguiente regla general: 

Ejemplo 26 

Considérense las matrices 

A = G ~J AB = [~ ~J 
Al aplicar la fórmula dada en el ejemplo 25, se obtiene 

También 

-;J [ 3 -2J = [ : - ~J 
2 -1 1 - 2 2 

Por consiguiente, (AB r 1 = B- 1 A -1 , según lo garantiza el teorema 6. 

• 
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Si A es una matriz cuadrada y n es un entero positivo, se define 

Si , además, A es inversible, se define 

Teorema 7. Si A es una matriz inversible, entonces: 

a) A -1 es inversible y (A - 1 r 1 = A. 
b) A"esinversibley(A"r 1 =(A - 1)"paran=O,1,2, .... 

e) Para cualquier esca/ardiferentede cero k, kA es in versib le y (kAr l =tA-1 

Demostración. 

a) Dado que AA- 1 =A -1 A =l, A -1 es inversible y (A -1 r 1 =A. 
b) Esta parte se deja como ejercicio . 
e) Si k es cualquier escalar diferente de cero, los resultados (1) y (m) del teorema 2 

permiten escribir 

De modo ana10go G A -1) (kA) = l, de manera que kA es inversible y (kA r1 =¡ A-1 I 

Se concluye esta sección con la siguiente observación: si A es una matriz cuadrada y 
r y s son enteros, entonces son válidas las conocidas leyes de los exponentes que siguen: 

Las demostraciones se dejan como ejercicios. 

EÍERCICIOS 1.5 

l. Sean 

B = [~ ~J ti = - 3 h = 2 
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Demuestre que 

(a) A + (B + C) = (A + B) + C 
(e) (a + b)C = aC + bC 

(b) (AB)C = A(BC) 
(d) a(B - C) = aB - aC 

2. Utilizando las matrices y los escalares del ejercicio 1, demuestre que 

(a) a(BC) = (aB)C = B(aC ) (b) A(B - C) = AB - AC. 

3. Aplique la fórmula dada en el ejemplo 25 para calcular las inversas de las 
SIguientes matrices : 

A = [~ ~J C = [~ ~J 
4. Verifique que las matrices A y B del ejercicio 3 satisfacen la relación (ABr 1 

=B-1A- 1. 
5. Sean A y B matrices cuadradas del mismo tamaño. ¿Es (ABl = A 2 B2 una 

identidad matricial válida? Justifique la respuesta . 
6. Sea A una matriz inversible cuya inversa es 

Encuentre la matriz A. 
7. Sea A una matriz inversible y suponga que la inversa de 7A es 

[-1 2J 
4 -7 

Encuentre la matriz A. 
8 . Sea A la matriz 

Calcule A 3 , A - 3 , Y A 2 - 2A + l . 

9. Sea A la matriz 

Determine si A es inversible y, si lo es, encuentre su inversa . (Sugerencia. 
Resuelva AX = / igualando los elementos correspondientes de los dos miembros.) 

10. Encuentre la inversa de 

[ 
cos O sen oJ 

_ - sen O cos O 
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11. aJ Encuentre las matrices A y B de 2 X 2 tales que 

b J Demuestre que, si A y B son matrices cuadradas tales que AB = BA, en
tonces 

(A + B)2 = A 2 + 2AB + B2 

cJ Halle un desarrollo de (A + B/ que sea válido para todas las matrices 
cuadradas A y B que tengan el mismo tamaño. 

12. Considere la matriz 

f
~ll 

A = . 

O O O 

en donde a¡¡a22 . .. ann '*- O. Demuestre que A es inversible y encuentre su 
inversa. 

13. Suponga que A es una matriz cuadrada que satisface A 2 _ 3A + 1= O. Demuestre 
que A - ¡ = 31 - A. 

14. aJ Demuestre que una matriz con un renglón de ceros no puede tener una 
inversa. 

b) Demuestre que una matriz con una columna de ceros no puede tener una 
inversa. 

15. ¿Es necesariamente inversible la suma de dos matrices inversibles? 
16. Sean A y B matrices cuadradas tales que AB = O. Demuestre que A no puede 

ser inversible a menos que B = O. 
17. En el teorema 3, ¿porqué no se pudo escribir el inciso (dJ como AO = 0= OA? 
18. La ecuación real a2 = 1 tiene exactamente dos soluciones. Encuentre al menos 

ocho matrices diferentes de 3 X 3 que satisfagan la ecuación matricialA 2 = 13' 
(Sugerencia. Busque soluciones en las que todos los elementos que no estén en 
la diagonal principal sean cero.) 

19. Sea AX = B cualquier sistema consistente de ecuaciones lineales y supóngase 
que X ¡ es una solución fija. Demuestre que toda solución para el sistema se pue
de escribir en la forma X = X ¡ + X o, en donde X o es una solución para AX = O. 
Demuestre también que toda matriz de esta forma es una solución. 

20. Aplique los incisos (dJ y (mJ del teorema 2 a las matrices A, By ( - 1) Cpara 
deducir el resultado del inciso ([J. 

21. Demuestre el inciso (bJ del teorema 2. 
22. Demuestre el teorema 3. 
23 . Demuestre el inciso (cJ del teorema 2. 
24. D.emuestre el-inciso (bJ del teorema 7. 
25 . Considere las leyes de los exponentes ArAs = Ar+ s y (Ar Js = Ars. 

aJ Demuestre que si A es cualquier matriz cuadrada, estas leyes son válidas 
para todos los valores enteros no negativos de r y s. 
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b) Demuestre que si A es inversible, entonces estas leyes se cumplen para 
todos los valores enteros negativos de r y s. 

26. Demuestre que si A es inversible y k es cualquier escalar diferente de cero , en
tonces (kA)n == kn A n para todos los valores enteros de n . 

27 . a) Demuestre que siA es inversible y AB == AC entoncesB == C. 
b) Dé una explicación de por qué el inciso (a) y el ejemplo 21 no se contra

dicen entre sí. 
28. Demuestre : Si R es una matriz cuadrada en la forma escalonada en los renglones 

reducida y si R no tiene renglones cero , entonces R == I. 

1.6 MATRICES ELEMENTALES Y UN METODO PARA HALLAR A- 1 

En esta sección se desarrolla un esquema o algoritmo sencillo para encontrar la inversa de 
una matriz inversible. 

Definición. Se dice que una matriz de n X n es una matriz elemental si se puede obtener 
a partir de la matriz identidad de n X n realizando una sola operación elemental sobre los 
renglones. 

Ejemplo 27 

A continuación se listan cuatro matrices elementales y las operaciones que las producen: 

l~ 
O O 

~J [~ 
O 

~] (;v) [~ 
O 

~] . [1 - ~J (ii) 
O O 

(1) O (iii) 1 1 
O 1 

O O 
O 

Multipl íquese el lntercámbiense l"m,~ 3 .. "", 
Mu\tiplíq uese el 

segundo renglón el segundo y cuarto tercer renglón de primer rengló n 
de 1, por - 3 renglones de l. 1, al primer renglón del, porl 

Cuando se multiplica por la izquierda una matriz A por una matriz elemental E , el 
efecto es el de realizar una operación elemental sobre los renglones en A. Este es el conte
nido del teorema que sigue, el cual se enuncia sin demostración. 

Teorema 8. Si la matriz elemental E resulta al efectuar cierta operación sobre los renglo
nes en 1m Y si A es una matriz de m X n , entonces el producto EA es la matriz que resulta 
al efectuar la misma operación sobre los renglones en A . 

En el siguiente ejemplo se ilustra esta idea. 

Ejemplo 28 

Considérese la matriz 

A ~ [i 
O 2 3] -1 3 6 

4 4 O 
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y considérese la matriz elemental 

(
1 O 0J 

E = O 1 O 
3 O 1 

61 

que resulta al sumar 3 veces el primer renglón de 13 al tercer renglón. El producto EA es 

O 

- 1 

4 

2 
3 

10 

que es precisamente la misma matriz que resulta al sumar 3 veces el primer renglón de A 
al tercer renglón. 

OBSERVACION. El teorema 8 es principalmente de interés teórico y se aplicará para desa
rrollar algunos resultados acerca de las matrices y los sistemas de ecuaciones lineales. 
Desde el punto de vista del cálculo, es preferible efectuar las operaciones sobre los ren
glones directamente , en lugar de multiplicar por la izquierda por una matriz elemental. 

Si se aplica una operación elemental sobre los renglones a una matriz identidad 1 
para producir una matriz elemental E, entonces existe una segunda operación sobre los 
renglones que, al aplicarse a E, reproduce l . Por ejemplo, si se obtiene E al multiplicar el 
i-ésimo renglón de 1 por una constante diferente de cero e, entonces es posible recobrar 
1 si se multiplica el i-ésimo renglón de E por l/c. En la figura lA se listan las diversas 
posibilidades. 

M ultipIí q uese el renglón i 
por e 1=0 

Intercámbiense los renglones 
i y j 

Súmese e veces el renglón i 
al renglónj 

Figura 1.4 

Multiplíquese el renglón 
i por l/e 

Intercámbiense los renglones 
¡y j 

Súmese -e veces el renglón i 
al renglón j 

Las operaciones que están a la derecha en esta tabla se denominan operaciones 
inversas de las operaciones correspondientes que están a la izquierda. 

Ejemplo 29 

Si se aplican los resultados que se dan en la figura lA, las tres primeras matrices elemen
tales que se dan en el ~emplo 27 se pueden llevar nuevamente a matrices identidad al 
aplicar las siguientes operaciones sobre los renglones: multiplicar el segundo renglón de 
(i) por .- 1/3 ; intercambiar el segundo y cuarto renglones de (ii) ; sumar - 3 veces el tercer 
renglón de (iii) al primer renglón. 
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El teorema que sigue da una importante propiedad de las matrices elementales. 

Teorema 9. Tockz matriz elemental es inversible y la inversa también es una matriz 
elemental. 

Demostración. Si E es una matriz elemental, entonces se llega a E llevando a cabo alguna 
operación sobre los renglones en l. Sea Eo la matriz que se obtiene al realizar la inversa de 
esta operación en l. Al aplicar el teorema 8 y teniendo en cuenta el hecho de que-las 
operaciones inversas sobre los renglones cancelan el efecto de cada una de las otras, se 
deduce que 

EoE = 1 y EEo = 1 

Por tanto , la matriz elemental Eo es la inversa de E. I 

Si es posible obtener una matriz B a partir de una matriz A , efectuando una suce
sión finita de operaciones elementales sobre los renglones, entonces, obviamente, se puede 
regresar de B hacia A, llevando a cabo las inversas de estas operaciones, en orden inverso . 
Las matrices que se pueden obtener una de la otra por medio de una sucesión finita de 
operaciones elementales sobre los renglones, se dice que son equivalentes respecto a los 
renglones. 

El teorema que sigue establece algunas relaciones fundamentales entre las matrices 
de n X n y los sistemas de n ecuaciones lineales en n incógnitas. Estos resultados son 
sumamente importantes y·se aplican muchas veces en secciones posteriores. 

Teorema..lO . Si A es una matriz de n X n, entonces las siguientes proposiciones son equi
valentes, es decir, todas son verdaderas o todas son falsas. 

a) A es inversible. 
b) AX = O tiene únicamente la solución trivial. 
c) A es equivalente respecto a los renglones a In . 

Demostración. Se prob ará la equivalencia al establecer la cadena siguiente de implicaciones : 
a) =>b) => c) => a). 

a) ~ B): Supóngase que A es inversible y que Xo es cualquier solución para AX = O. Por 
consiguiente , AXu = O. Al multiplicar los dos miembros de esta ecuación por A - 1 se ob
tiene A - 1 (AXo ) = A - 1 O, o bien (A - 1 A)Xo = O, o bien,IXo = O, o bien Xo = 0.. Por tan
to , AX = O sólo tiene la solución trivial. 

b) => c): Sea AX = O la forma matricial del sistema 

(1.6) 
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y supóngase que el sistema únicamente tiene la solución trivial. Si se resuelve por la elimi
nación de Gauss-Jordan, entonces el sistema de ecuaciones correspondiente a la forma 
escalonada en los renglones reducida de la matriz aumentada será 

Xl =0 

X2 =0 (1.7) 

X n = O 

Por consiguiente, la matriz aumentada 

r 
a12 a ln 

!J 
a21 a 22 a2n 

anl a n2 a nn 

para (1. 6) se puede reducir a la matriz aumentada 

l O O O O 
O 1 O O O 
O O O O 

O O O O 

para (1.7), por una sucesión de operaciones elementales sobre los renglones. Si se descarta 
la última columna (de ceros) en cada una de estas matrices, es posible concluir que se pue
de reducir A hacia In por una sucesión de operaciones elementales sobre los renglones; 
es decir, A es equivalente respecto a los renglones a In. 

e) ~ a): Supóngase que A es equivalente respecto a los renglones a In, de modo que es 
posible llevar A hacia In por una sucesión finita de operaciones elementales sobre los ren
glones. Por el teorema 8 es posible realizar cada una de estas operaciones multiplicando 
por la izquierda, por una matriz elemental apropiada. Por tanto, se pueden encontrar las 
matrices elementales El, E2 , ..• , Ek tales que 

(1.8) 

Por el teorema 9, El, E2 , •.• , Ek son inversibles. Al multiplicar los dos miembros de la 
ecuación (1.8) por la izquierda, sucesivamente por Ek/ , ... , Ei l ,E l l se obtiene 

(1.9) 

Dado que (I .9) expresa a A como un producto de matrices inversibles, se puede concluir 
que A es inversible . I 
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OBSERV ACION .• Como In está en la forma escalonada en los renglones reducida y ya que 
ésta para una matriz A es única , el inciso (e) del teorema 10 es equivalente a afirmar 
que In es la forma escalonada en los renglones reducida de A . ¡ 

Como primera <ij>licación de este teorema, se establecerá un método para determinar 
la inversa de una matriz inversible. 

La inversión del primero y segundo miembros de (I .9) da A -1 ::: Ek . . . E2E¡ , o 
lo que es equivalente, 

(1.10) 

con lo cual se afirma que es posible obtener A -1 al multiplicar In sucesivamente por la 
izquierda, por las matrices elementales El, E2, .. . , Ek' Puesto que cada multiplicación 
por la izquierda, por una de estas matrices elementales, realiza una operación sobre los 
renglones, se concluye, al comparar las ecuaciones (1.8) y (l.l O), que la sucesión de 
operaciones sobre los renglones que reduce A hacia In , reducirá In hacia A -¡ . Por tanto, 
para hallar la inversa de una matriz inversible A , debe encontrarse una sucesión de opera
ciones elementales sobre los renglones que reduzca A hacia la identidad y, a continuación, 
efectuar esta misma sucesión de operaciones sobre In para obtener A - ¡ . En el sigui(!nte 
ejemplo se da un método sencillo para llevar a cabo este procedimiento . 

Ejemplo 30 

Encuéntrese la inversa de 

2 

5 
O 

¡] 
Se desea reducir A hacia la m.atriz identidad por operaciones sobre los renglones y, simul
táneamente , aplicar estas operaciones a 1 para producir A - ¡. Se puede realizar esto, 
adjuntando la matriz identidad a la derecha de A y aplicando las operaciones sobre los 
renglones a ambos lados, hasta que el lado izquierdo se reduce a l. Entonces la matriz final 
tendrá la forma [IIA -1 J. Los cálculos se pueden realizar como sigue: 

[i 
2 3 
5 3 
O 8 

[~ 
2 .g 

1 -3 
-2 5 

[~ 
2 3 
1 -3 
O -1 

1 
O 
O 

1 

- 2 
-1 

I 1 I 
I 

-2 I 
I 
i. -5 

O 

1 
O 

O 
1 
O 

O 
1 
2 

~] 

~] 
~] 

Se sumó -2 veces el primer ren¡l:!ón 
al segundo y -1 vecOlS el primer 
renglón al tercero 

Se sumó 2 veces el segundo 
renglón al tercero 
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[~ " 3 O 

-~] 
¿. 

1 - 3 -2 1 
Se multiplicó el tercer 
renglón por -1. 

O 5 -2 

[~ 
2 O \ -14 6 -:] s~ sumó 3 veces el tercer 

O 
I 

13 -5 renglón al segundo y -3 I 
veces el tercer renglón al I 

O I 5 -2 -1 primero . 
I 

[ O O \ -40 16 

-~] 1 O 
I 

13 -5 Se sumó -2 veces el segundo O I renglón a1.primero I 
O O I 5 -2 -1 I 

Por tanto, 

[-~ 16 

-~] A - ¡ = 13 - 5 
5 -2 -1 

A menudo no se sab rá con anterioridad si una matriz dada es inversible . Si se intenta 
el procedimiento aplicado en este ejemplo sobre una matriz que no es inversible, entonces, 
por el inciso (e) del teorema 10, será imposible reducir el lado izquierdo hacia 1 por ope
raciones sobre los renglones. En algún paso del cálculo, se Presentará un renglón de ceros 
en el lado izquierdo; entonces se puede concluir que la matriz dada no es inverslble y 
detener los cálculos. 

~iemplo 31 

Considérese la matriz 

A=[~ ~ -~] 
-1 2 5 

Al aplicar el procedimiento del ejemplo 30 da 

L~ 
6 4 
4 -1 

2 5 

[ 6 4 
O -8 -9 
O 8 9 

[ 1 6 4 
O -8 -9 
O O O 

1 

O 
O 

-2 

1 

-2 
-1 

O 
1 

O 

O 
1 

O 

O 

~] 
~] Se sumó -2 veces el primer 

renglón al segundo y el 
primero al tercero. 

~] Se sumó el segundo 
renglón al tercero. 
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Puesto que se ha obtenido un renglón de ceros en el lado izquierdo, A no es inversible. 

Ejemplo 32 

En el ejemplo 30 se demostró que 

2 3] 
5 3 

O 8 

es una matriz inversible . Con base en el teorema lO se puede concluir ahora que el sistema 
de ecuaciones 

Xl + 2xz + 3x 3 = O 

2x l + 5xz + 3x 3 = O 

Xl + 8X3 = O 

tiene únicamente la solución trivial. 

EJERCICIOS 1.6 

1. ¿Cuáles de las que siguen son matrices elementales? 

(a) [~ ~J (b) [~ ~J (e) [~ ~J 

(d) [~ 1 0] 
[: 

1 

!l O O (e) O 
O 1 O 

[¡ -:] (g) [l 
O 

° 0] O 
(f) 

O O 
1 1 O 

O 
O O 1 

2. Determine la operación sobre los renglones que llevará la matriz elemental 
dada hacia una matriz identidad. 

(a) [~ ~J 

(e) [l 
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3. Considere las matrices 

[
1 2 3] 

A = 4 5 6 

789 
[
7 8 9] 

B = 4 5 6 

123 

Encuentre las matrices elementales E ¡, E2 , E 3 Y E4 tales que 

(a) E¡A=B 

4. ¿En el ejercicio 3' es posible encontrar una matriz elemental E tal que EB = C? 
Justifique la respuesta. 

En los ejercicios 5-7, aplique el método mostrado en los ejemplos 30 y 31 a fÍn de 
encontrar la inversa de la matriz dada , si la matriz es inversible . 

5. (a) [~ ~J (b) [-~ - ~J (e) [ _! - ~J 

[¡ 
4 -:] IblU J lel [i 

O 

~] 6. (a) O 4 

5 - 4 2 

[¡ 
6 

¡] H 
O 

:1 [J 
1 

-1] 
5 

(d) 7 (e) (O 1 
5 

7 1 
10 

[ " v1 

~] Ib{ 
O O 

~J (el [] 
11 7 

-!J 
V2 

2 O 1 4 7. (a) -~ ·Ji 2 4 - 2 8 O 
2 4 O O 

8. Demuestre que la matriz 

es inversible para todos los valores de e y encuentre A - 1 . 

9. Considere la matriz 

A = [~ ~J 
a) Encuentre las matrices elementales E¡ y E¡ tales que E¡EIA' = l. 
b) Escriba A - 1 como un producto de dos matrices elementales. 
e) Escriba A como un producto de dos matrices elementales. 

10. Efectúe las operaciones sobre los renglones que siguen 
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sobre 

A = [ - ~ 1 ~] 
35 5 

multiplicando A por la izquierd&, por una n¡&triz elemental apropiada. En cada 
caso, vt:rifique la respuesta llevando a cabo la operación sobre los renglor¡~s di
rectamente sobre A. 

a) Intercambie el primero y ter¡::er renglones. 
b; Multiplique el ~egundo renglón por 1/3 . 
r) Sume el dob~e del segundo renglón al prin1ero. 

11. Exprese la matriz 

3 

- 5 
1 

3 

7 

en la forma A = EFR, en donde E y F SO!) matrices elementales y R est4 en la 
forma escalonada en los renglones . 

12. Demuestre que si 

,1 O 0] 
A = lO 1 O 

a b e 

es una matriz elemental, entonces al menOS un elemento del tercer renglón 
debe ser un cero . 

13. Encuentre la inversa de cada una de las matrices de 4 X 4 siguientes, en donde 
k 1, k 2 ,.k 3 , k4 Y k son todas diferentes de cero. 

[

kl O O 0-' 

O k2 O O 

(a) O O k3 O J 
O O O k4 

[

O 
O 

(b) O 

k4 
[

k O Ú 01 
1 k O ° 

(e) O 1 k 0J 
O O 1 k 

14. Pruebe que si A es una matriz de m X n , existe una matriz inversible e tal que 
CA está en la forma escalonada en los renglones reducida. 

15. Pruebe que si A es una matriz inversible y B es equivalente respecto a los ren
glones a A entonces B también es inversible. 

1.7 RESULTADOS ADICIONALES ACERCA DE LOS SISTEMAS DE 
ECUACIONES Y LA INVERSIBILlDAD 

En esta seccÍón se establecen más resultados acerca de los sistemas de ecuaciones lineales 
y la inversibilidad de las matrices. Lo que se vea conducirá a un método para resolver n 
ecuaciones en n incógnitas, que es más eficaz que la eliminación g;lllssiana, para ciertos 
tipos de problemas. 
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Teorema 11. Si A es una matriz irtversible de n X n, entonces para cada matriz B di! n Xl, 
el sistemd de ecuaciones AX = B tiene exactamente una solución. a saber, X = A -1 B. 

Dernostrdción. PuestO' que A( A -1/1) == B, X = A -1 B es una sO'lución de AX = B. Para 
dertlO'stta:t que ésta: es la única sO'lUclón, se supO'ndrá que Xo es una sO'lución arbitraria y, 
a continuación, se demostrará que Xo debe ser la sO'lución A -1 B. 

Si Xd es cua:lquier solución, entO'nces AXo = B. Al multiplicar IO's dO's miembros 
por A -1 , se tt15tiene Xo = A - 1 B: • 

EjemPló 33 

Cónsidere él sisterna de eeUaciO'nes lineales 

x j + ~X 2 + 3.\ 3 = 5 

2x 1 + 5X1 + 3.\3 = 3 

Xl + 8.\'3 = 17 

En la: f(jrniá matricial. este sistema se puede eScribir come AX = B, en dO'nde 

[1 :2 3] [Xl] [ 5J 
A = ~ ~ ~ y = .:: B = 1~ 

En el ejemplO' 30 se dettidstt6 q116 A es lnversible y que 

[

-40 

A-
1 = 1~ 

Por el teO'fema 11. la selución del sistema es 

16 

-5 
- 2 

16 
-5 
_1 

-~] 
- 1 

- ~] [ ~] = r -~] 
-1 17 L 2 

La técnica que Sé ifustró en este ejemplO' sólO' se aplica cuandO' la matriz de ceefi
cientes A es cuadrada, es decir, cuando el sistema tiene tantas ecuacienes cerne incógnitas. 
Sin e'mbargO', rtnichO's problemas de la ciencia y la ingeniería cemprenden sistemas de este 
tipO' . Ei métO'de eS útil en particular cuandO' eS necesariO' resolver una serie cempleta de sis
temas 

AX= 131 , AX= 132 "", AX= Bk 
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cada uno de los cuales tiene la misma matriz cuadrada de coeficientes A. En este caso, se 
pueden obtener las soluciones 

X= A -lBI,X= A -IB2 , ... , X= A - IBk 

aplicando una inversión de matrices y k multiplicaciones de matrices. Este procedimiento 
es más eficaz que el de aplicar por sep¡¡rado la eliminación gaussiana a.. cada uno de los k 
sistemas. 

Se hará un paréntesis para ilustrar en qué forma puede surgir esta situación en las 
aplicaciones. En ciertos problemas de aplicación, se consideran sistemas físicos que pueden 
describirse como cajas negras. Este término indica que se ha despojado al sistema de todo 
lo superfluo y se contemplan sus características esenciales. Como se ilustra en la figura 
1.5, uno se imagina simplemente que si se aplica cierta entrada al sistema, entonces se 

Figura 1.5 

Sistema 
(Caja negra) Salida 

obtendrá de él determinada salida. La forma en que funciona el sistema internamen
te se desconoce o no tiene importancia para el problema - de ahí el nombre de caja negra. 
En el caso de muchos sistemas importantes de caja negra, es posible describir matemática
mente tanto la entrada como la salida en forma de matrices que tienen una sola columna. Por 
ejemplo, si la caja negra consta de cierta circuitería electrónica, entonces la entrada podría 
ser una matriz de n X 1 cuyos elementos fuesen n voltajes leídos a través de determinadas 
terminales de entrada, y la salida podría ser una matriz de n X 1 cuyos elementos fuesen 
las corrientes resultantes en n alambres de salida. Hablando matemáticamente, un sistema 
de este tipo hace nada más que transformar una matriz de entrada de n X 1 en una matriz de 
salida de n X 1. Para una clase grande de sistemas de caja negra, una matriz de entrada C 
está relacionada con la matriz de salida B por medio de una ecuación matricial 

AC= B 

en donde A es una matriz de n X n cuyos elementos son parámetros físicos determinados 
por el sistema. Un sistema de este tipo es un ejemplo de lo que se conoce como sistema 
[isico lineal. En las aplicaciones, a menudo es importante determinar qué entrada se debe 
aplicar al sistema para lograr una determinada salida deseada. Para un sistema físico lineal 
del tipo que acaba de describirse , esto equivale a resolver la ecuación AX = B para la 
entrada X desconocida, dada la salida B que se desea. Por tanto, si se tiene una sucesión 
de matrices de salida diferentes B 1, .. . , Bk , Y se desea determinar las matrices de entrada 
que producen estas salidas dadas, será necesario resolver sucesivamente los k sistemas ,de 
ecuaciones lineales 

AX= BI j = 1, 2, .' " k 

cada uno de los cuales tiene la misma matriz cuadrada A de coeficientes. 

http://libreria-universitaria.blogspot.com



RESUL TADOS ADICIONALES ACERCA DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES 71 

El teorema que sigue simplifica el problema de demostrar que una matriz es inversi
ble. Hasta ahora, para demostrar que una matriz A de n X n es inversible, era necesario 
encontrar una matriz B de n X n tal que 

AB= 1 y BA = 1 

El teorema que sigue a continuación muestra que si se produce una matriz B de n X n que 
satisfaga cualquiera de las dos condiciones que se dan , entonces la otra condici6n :;e cum
ple automáticamente. 

Teorema 12. Sea A una matriz cuadrada. 

a) Si B es una matriz cuadrada que satisface BA = 1, entonces B = A -1. 

b) Si B es una matriz cuadrada que satisface AB = 1, entonces B = A -1 

DemostraciólI. Se probará (a) y se dejará (b) como ejercicio. 
a) Supóngase que BA = 1. Si es posible demostrar que A es inversible, se puede com

pletar la demostración al multiplicar los dos miembros de BA = 1 por A - 1 para 
obtener 

BAA - 1 = lA - 1 o BI= lA - 1 o B = A -1 

para demostrar que A es inversible. basta con demostrar que el sistema AX = O tiene 
únicamente la solución trivial (véase el teorema 10). Sin embargo, si se multiplican por 
la izquierda ambos miembros de AX = O por B, se obtiene BAX = BO , o bien, IX = O, 
o bien, X = O. Por tanto, el sistema de ecuaciones AX = O tiene solamente la solución 
trivial. I 

Ahora se está en condiciones de agregar una cuarta proposición que equivale a las 
tres dadas en el teorema 10. 

Teorema 13. Si A es una matriz de n X n, entonces las proposiciones que siguen son 
equh'alelltes: 

a) A es i/ll'ersible. 
b) AX = O tielle únicamente la solución trivial. 
e) A es equil'alente respecto a los renglones a In. 
d) AX = B es consistente para toda matriz B de n X 1. 

DemostraciólI. Puesto que se probó en el teorema 10 que (a), (b) Y (e) son equivalentes, 
bastará con probar que (a) =* (d) Y (d) =* (a). 

a) =* d): Si A es inversible y B es cualquier matriz de n Xl, entonces X = A - 1 B es una 
solución de AX = B, según se afirma en el teorema 11. Por tanto, AX = B es consistente. 

d) =* a): Si el sistema AX = B es consistente para toda matrizB de n Xl, entonces, en 
particular. los sistemas 
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1 O 

~l O 1 

AX= O AX= O .. . , AX= 

IJ O O 

serán consistentes. Sea XI una solución del primer sistema, X 2 -una solución del segundo 
sistema, ... , y Xn una solución del último sistema, y fórmese una matriz e de ti X ti que 
tenga estas soluciones como columnas. Por tanto , e tiene la forríla 

C= [X I x.] 

Como se analizó en el ejemplo 18, las columnas sucesivas del prdducto AC serán 

Por tanto, 

1 O O 

O 1 a 
AC = [AX 1 AX 2 AX.] = O o O =1 

o o 

Con base en el inciso (b J del tememli 12, se G{1r1s1uye que e:: A -l. Por consiguiente, A 
es ifiversible. I 

Posteriormente en este libro, el problema fundamental que sigue se presenta repeti
damente eft varios contextos. 

Un problema !ufldtJfnental. Sea A trna matriz fija de m X n.l-:IálleflSé todas las matrices B 
de m X 1 tales que el sistema de ecua'Ciones AX = B sea OOI1sistcnte . 

Si A es una matriz inversible, el teorema 11 resuelVe este problema por completo 
al afirmar que, pata toda matriz B de m Xl, AX = B tiene la solución Única X = A - 1 H. 
Si A no es cuadrada, o siA es cuadrada pero no inversib le , entonces no se aplica ~I teorema 
11. En estos casas, sería conveniente poder determinar Qué condiCiones, si las hay, debe 
satisfacer la matriz B para que AX = B sea consistente. En el ejemplo que sigue se ilustra 
cómo se puede aplicar la eliminaciótt gauSSiami a fin de determinar esas condiciones. 

FJemplo 34 

¿Qué condiciones deben satisfacer b 1 , 62 y b3 para que el sistema de ecuaciones 

XI + .x2 + 2X3 = b¡ 

.t} + .x} =b2 

2x} + X2 + 3'~3 = b3 
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sea consistente? 

Solución. La matriz aumentada es 

que se puede llevar a la forma escalonada en tos renglones de la manera siguiente: 

[~ 
1 2 

b, ] Sol sum6 - 1 veces el primer 
-1 -1 b2 - b¡ tenlllótllll segundo y - 2 

veces el primefo al tt!tc:!!tó. 
- 1 -1 &3 - 2b! 

[~ 
2 

b, ] ,t 1 1 b¡ - b2 
Se rtll,lltil'lic& ei segundo 
rengldrt por - t. 

-1 - 1 b3 - 2b! 

P 
1 2 

b, ] 
1 1 b! - b2 

Se Sl1trt6 el segurtdo tengióll 
al tt!rceró. 

LO O O b3 -b2 -b{ 

Ahora es evidente, con base en lo exptesado en el tercer renglón de la matriz, que el 
sistema tiene una solución si, y sólo sil b1, b2 Y ha sat isfllcen la condi~i611 

o bien, 

Para expresar esta condición de otra maneta, AX = jJ es cotlslsfettte si y sól(j si /J es tina 
matriz de la fortna 

en donde b ¡ Y b2 son arbitrarios. 

EJERCICIOS 1.7 

En los ejercicios 1- 6, resuelva el sistema aplicando el método del ejemplo 33 , 

t. X ) + 2X2= 7 
2x , + SX 2 = - 3 

3. x ) + 2x 1 + 2x 3 = - I 
)( 1+ 3x2+ Xj = 4 
x , + :h 2 + 2 X3 = ) 

2. :h¡ - 6X2 = H 
2x¡ + SX2 = J 

4, 2_'1:, + X 2 + X.l = 7 
J X l + 2 X2 + x3 = - 3 

-1 +X~ = 5 
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5. !x + h + !z = 1 
!x + h - ~z = 2 

- tx + foY + foz = O 

6. 3w + x + 7)' + 9z = 4 

w + x + 4)' + 4z = 7 
-IV -2y - 3z=0 

-2w - x - 4y-6z=6 

7. Resuelva el sistema 

X ¡ + 2x 2 + X 3 = b ¡ 
X¡ - X2 + X3 = b2 

X¡+ X 2 = b3 

cuando 

(a) b¡ = - 1, b1 = 3, b3 = 4 
(e) b¡ = - 1, b1 = - 1, b3 = 3 

(b) b¡ = 5, b1 = O, b3 = O 
(d) b¡ = t, b1 = 3, b3 = + 

8 . ¿Qué condiciones deben satisfacer las b para que el sistema dado sea consistente? 

(a) X¡ - X 2 + 3X3 = b¡ 
3x¡ - 3X1 + 9X3 = b1 

-2x¡ + 2x1 - 6X3 = b3 

9. Considere las matrices 

2 

2 

-2 

(b) 2x¡ + 3.\'2 - X3 + X 4 = b¡ 
X¡+5X2+ X3 - 2x*=b 2 

-Xl + 2X2 + 2X3 - 3.\"4 = b3 
3x¡ + X2 - 3X3 + 4x4 = b* 

y 

a) Demuestre que la ecuación AX = X se puede reescribir como (A - l )X = O 
Y aplique este resultado a fin de resolver AX = X para X. 

b) Resue1vaAX= 4X. 

10. Sin usar lápiz y papel, determine si las matnces siguientes son inversibles. 

(,)[ 1 - 3 

J (b) r¡ 
1 4 

-;] 
5 4 O 2 

O 1 O 1 

O O O O 

Sugerencia. Considere los sistemas homogéneos asociados 

2x¡ + X l - .h 3 + .Y* = () 

5x2 + 4x, + Jy* = O 
x .I + 2x .. = () 

:h .. = 0 

y 

5X¡ + -'"2 + 4-,".I + -'" .. = () 

2-'".1 - -'" .. = O 

-'".1 + -'" .. = () 
7-," .. = O 

11. Sea AX = O un sistema homogéneo de n ecuaciones lineales en Il incógnitas que 
tiene únicamente la solución trivial. Demuestre que si k es cualqu ier entero 
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positivo, entonces el sistema A k X = O también tiene solamente la solución trivial. 
12. Sea AX = O un sistema homogéneo de n ecuaciones lineales en n incógnitas y 

suponga que Q es una matriz inversible. Demuestre que A X = O sólo tiene la so
lución trivial si, y sólo si, (QA) X = O tiene únicamente la solución trivial. 

13. Demuestre que una matriz A de n X n es inversible si, y sólo si, es posible escri
birla como un producto de matrices elementales. 

14. Use el inciso (a) del teorema 12 a fin de probar el inciso (b). 

EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS 

1. Aplique la eliminación de Gauss-Jordan para despejar x' y y' en términos de 
x y y. 

3 f 4 I 

X = S"X - S"y 

Y = ~x' + ~y' 

2. Aplique la eliminación de Gauss-Jordan para despejar x' y y' en términos de 
x y y . 

x = x' cos () - y' sen() 

y = x ' sen () + y' cos () 

3. Una caja que contiene monedas con las denominaciones de un centavo, cinco 
centavos y diez centavos tiene 13 de ellas con un valor total de 83 centavos. 
¿Cuántas monedas de cada tipo hay en la caja? 

4 . Halle los enteros positivos que satisfagan 

x+y+z=9 

x + 5y + IOz = 44 

5. ¿Para cuál valor, o cuáles valores, de a el sistema siguiente tiene cero, una y una 
infinidad de soluciones? 

6 . Sea 

X1 +X2+ X3= 4 

X3 = 2 

(a 2 - 4)X3 = a - 2 

la matriz aumentada para un sistema lineal. ¿Para cuáles valores de a y b el 
sistema tiene 

a) una solución única; 
b} una solución uniparamétrica; 
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e) una solución bipararnéttica ¡ 
d) ninguna solución? 

'7. Halie una mattiz K tal que Al( 11 :::::: e dada que 

A= [ - ~ ;] . o 0J 
1 - 1 ' 

C= 6 - 1 1 [ 
8 6 -6] 

1 -2 - 4 O O 

8. Si A es de nt :x ti y B de ti X Ti, ¿cuántas opetacidhéS de multiplicación y cUán
tas de ádiciót'i se nece~itafi para calcular el prdduétd de matrices A E 7 

9. Sea A uná matfiz cuadrada. 

(l j Detnuestrequé(I - A)_i:: I+A +A 2 +A 3 , Si A4 :: a. 
b) Detnúestreque(I - A)-l:: I+A +A 2 + . . . +An , siAn + i:: O. 

10. Halle los valorlls de á, b Y c de modo que la gráfica del poliriotnio p(x ):::: ax 2 

+ bx + e pase por los p'Untos (1 , 2) , (- 1, 6) Y (2 , 3). 
11. (Páia los lectores qUe hayan estudiado Cálculo.) Encuentte los valores de a, h y 

c de modo que 1a gráfica del pdlinoniío p(x) :: dX
2 + bx + e pase por el punto 

(-1, O) Y tenga dna: tangente Í1o'fizónfál ett (2 1 - 9). 
12. Pruebe que si A es un.á mátriz de iri )< rt Y B es la matriz dé n X 1 para la cual 

cada: U110 de sus eléri'leh tós es 1 In 1 éNtonces 

Ti lTtl 
AB = T", 

en donde r¡ eS el promedio de los elementos del i-ésirrló renglón de A. 
13, (Pará los lectores 4úe hayan estudiado Cálculo.) S'i 

[

C I I (X) CI2(X) . . CI>'(\':J] 
C (x) C ( x) . .. e (xl C = 2 1 ' 22 . 2n 

Cm: (xl Ch' ~ ( ,,) Cm~.xl 
en donde eji (x J es una función difetenciab'le de x , entoTicés sé defirie 

Demuestre que; si los elementos en A y E son furidiones difetenciatJleS de x y el 
pr09licto AB está definido , ~htdnces 

(/ el Á dB 
- (A Bl = -- B +A -

lis eI.x eI.\1 

http://libreria-universitaria.blogspot.com



2 
De termínan tes 

~ , 1 L4 FUNCION PETEFUIIllNANl'E 

El lector ya (}Onoce fungiones qomo j{x) = sen x y f(x ) = X l, ¡as cuales asocian un nlÍrnero 
realf(x) con un valor real de la. v¡¡riabl~ x, Dado Ql1\ltanto x cumo f(x) toman úni~mente 
valores real!ls, se PIJeder¡ describir e~s funciones corno fUllciones de valor real de una varia
ble real. En esta sección se inicia el estudio de funciones con valor r!lal d!l una variable 
matricial , es decir., funcione~ que asocian un número re¡¡lf(X) con una matriz X. Blobjetivo 
principal es el estudio de una de esas funciones denominada fUilclon determinante. LQ 
que se haga sobre la fun.ción determin¡¡nte tendrá aplj(;aciones importantes a la teoría de 
los sistemas deecuacior¡es lineales y también conduoirá a una fórmula ex:plícita para la in
versa de una matriz inversible . 

Antes de poder definir la función determinante, es necesario establecer algunos re
sultados referentes a las permutaciones . 

Definicjón. Una permutaciófl del conjunto de enteros {l , 2, .. . , n } es un arreglo de es 
tos enteros en cjerto orden, sin ornisio¡1es o repeti ciones . 

Ejemplo 1 

Hay seis permutacione~ diferentes del conjunto de enteros {l, 2, ~ }; éstas §on 

(1 , 2, 3) 

(1,3, 2) 

(2, 1, 3) 

(2, 3, 1) 

(3, 1,2) 

(3, 2, 1) 

Un método conveniente para listar en forma sistemática las permutaciones es usar 
un árbol de permutaciones. En el ejemplo siguiente se ilustra este método. 

Ejemplo 2 

Lístense todas las permutaciones del conjunto de enteros {l, 2,3,4 }. 

Solución. Considérese las figura 2 .l. Los cuatro puntos marcados 1, 2, 3,4 que están en 
la parte superior de la figura representan las elecciones posibles para «:1 primer número de la 
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permutación. Las tres ramas que emanan de estos puntos representan las elecciones posi
bles para la segunda posición en la permuteción. Por tanto , si la permutación se inicia (2, 
-, --, - ), las tres posibilidades para la segunda posición son 1, 3 Y 4 . Las dos ramas que 
emanan de cada punto en la segunda posición representan las elecciones posibles para la 
tercera . Así entonces, si la permutación se inicia (2, 3, -, -), las dos elecciones posibles 
para la tercera posición son 1 y 4 . Por último, la única rama que emana de cada punto en 
la tercera posición representa la única elección posible para la cuarta . Por consiguiente, 
si la permutación se inicia (2,3,4, - ), la única elección para la cuarta posición es l. Aho
ra es posible listar las diferentes permutaciones, recorriendo todas las trayectorias posibles 
a través del "árbol", desde la primera posición hasta la última . Por medio de este proceso 
se obtiene la siguiente lista : 

(1,2,3,4) (2,1,3,4) (3,1,2,4) (4,1,2,3) 
(1,2,4,3) (2, 1,4,3) (3,1,4,2) (4,1,3,2) 
(1,3,2,4) (2 , 3 , 1, 4) (3,2,1,4) (4,2,1,3) 
(1,3,4,2) (2,3,4,1) (3,2,4,1) (4,2,3,1) 
(1,4,2,3) (2 , 4,1,3) (3,4,1,2) (4 , 3,1,2) 
(1,4,3,2) (2,4,3,1) (3,4,2, 1) (4,3,2,1) 

Al observar este ejemplo se ve que hay 24 permutaciones de {1, 2, 3,4 }. Se pudo 
haber anticipado este resultado, sin listar realmente las permutaciones, por medio de la ar
gumentación que sigue. Como es posible llenar la primera posición de cuatro maneras y, a 
continuación, la segunda posición de tres maneras, existen 4 • 3 maneras para Henar las 
primeras dos posiciones. Ya que entonces se puede llenar la tercera posición de dos mane 
ras, se tienen 4 · 3 • 2 maneras para llenar las tres primeras posiciones. Por último, puesto 
que entonces se puede llenar la última posición sólo de una manera, existen 4 • 3 • 2 • 1 
= 24 maneras para llenar las cuatro posiciones. En general, el conjunto {1, 2, ... , n} ten
drá n (n -- 1) (n -- 2) · • ·2· 1 = n! permutaciones diferentes . 

Para denotar una permutación general del conjunto {I, 2, . .. , n } , se escribirá O" 
i2 , -. . , in)' Aquí, i I es el primer entero de la permutación, i 2 es el segundo , etc. Se dice 
que ocurre una inversión en una permutación 01, i2 , ... , in)' siempre que un entero ma 
yor precede a uno menor. Se puede obtener el número total de inversiones que ocurren 
en una permutación de la manera siguiente : 1) se encuentra el número de enteros que son 
menores que i I Y que siguen a i 1 en la permutación ; 2) se encuentra el número de enteros 
que son menores que i2 y que siguen a i2 en la permutación. Se continúa con este proceso 
de . conteo para h, . . . , in _ l. La suma de estos números será el número total de inver
siones en la permutación . 

Figura 2.1 
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Ejemplo 3 

Determínese el número de inversiones en las permutaciones siguientes: 

(i) (6 , 1, 3 , 4,5 ,2) (ii) (2, 4, 1 , 3) 

(i) El número de inversiones es 5 + O + 1 + 1 + I = 8 . 
(ii) El número de inversiones es 1 + 2 + O = 3. 

(iii) En esta permutación no existen inversiones. 

(iü) (l, 2, 3, 4) 

79 

Definición. Se dice que una permutación es por, si el número total de inversiones es un en
tero par, y se dice que es impar, si el número total de inversiones es un entero impar. 

En la tabla que aparece a contin uación se clasifican las diversas permutaciones de {I , 2, 3 } 
como pares o impares . 

Permutación 

(1,2, 3) 
(1,3, 2) 
(2, 1,3) 
(2,3 , 1) 

(3, 1, 2) 
(3, 2, 1) 

Considérese la matriz n X n 

Número d.e 
inversiones 

O 

2 
2 
3 

a l 2 

a 2 l 
A= . f"" 

a 22 

a n l a n2 

Clasificación 

par 
impar 
impar 
par 
par 
impar 

Por producto elemental tomado de A se entiende cualquier producfo de n elemen 
tos tomados de A, sin que dos cualesquiera de ellos provengan del misrro renglón o la mis
ma columna . 

Ejemplo 5 

Lístense todos los prod uetos elementales tomados de las matrices 

http://libreria-universitaria.blogspot.com



DH!:RNlINANTI;S 

O) Ya que cada prodllcto elemental tien~ dos factores, y como cada f¡¡ctor proviene de 
un renglón diferent~, un producto elem~ntal S~ puede escribir en la forma 

en donde con los guiones se designan números correspondientes a las columnas, Supuesto 
que ningllno de los dos factores del producto provienen de la misma columna,lo~números 
de coluJl1na deben ser L2_ó 2_ 1-.:. Porlotanto,losúnicosproductoselemental~SliOnalla22 

y a12 a 21' 

ji) Puesto que cada producto elemental tiene tres faytores, cada Uno de los cuales provie
ne de un renglón djferent~, se puede escribir un producto elemental en la forma 

Y¡¡ que dos fijctores del producto no deben provenir de la ¡nism¡,¡ columna, los números 
de columna no tienen repeticiones; como consecuencÍl! deben formar una permutación del 
conjunto {l, 2, 3 }. Estas 3! =6 permutaciones cond\.lCen a la siguiente Iist;l de prodllctos 
elem~ntales: 

al I a22 C!) 3 

a ll '!23(/32 

al2a 21 a 33 

a"a2:¡a31 

(/13a21(/32 

aI3a 22(/31 

Como se señala en este ejemplo, una matri¡¡: A de n X n tiene n! prodllctos elemen

tales. Esto§ son los productos de la forma a¡¡la~i2 , - , anin' en donde (jI ,j." .. ,jn) es 
una permutación del conjunto {I, 2, , .. ,n }. Se denomina Pro(1ucTo elemenfq/ {.'vn signo 
rorna(1o de A a un producto elemental aljl 'a2i2 . .. anin multiplicado por + l · Q bien, -l. 
Se utiliza el + si VI'!2" " ,jll} es un¡¡ permutación par y el - siVI,j2" " ,jn)esuna 
permutación impar. 

Ejemplo 6 

Lístense todos los productos elementales con signo de las matrices: 

["" (/12 a,,] 
(i) [a

ll (/12J (ii) (/21 422 a23 
a21 (/22 

a31 a32 a33 

(i) Producto 

Producto Permutación ekmental 

elemental asoci{lc!{l Par Q impar con signo 

a ll a22 (I,2) par a ll a22 

a l 2a ll (2, 1) impar - (/12(/21 
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(ii) Producto 
Producto Permutación elemental 
elemental asociada Par o ímpar con signo 

a 11 a22a3 3 (1,2,3) par [/ll a 22 a 33 

a 11 [/23 a 32 (1 , 3, 2) impar - a 11 a23a 32 

a 12 [/21 a33 (2, 1, 3) impar -[/12a 2 1[/33 

a 12[/23a 31 (2, 3, 1) par a 1 2a 23[/31 

a l 3a 21 a 32 (3, 1, 2) par a 1 3a 21 a 32 

a 13a 2 2a 3 1 (3 , 2, 1) impar -a I 3a 22[/31 

Ahora se tiene ya la posibilidad de definir la función determinante. 

Defin.ición. Sea A una matriz cuadrada. La función determinante se denota por det, y se 
define det (A) como la suma de todos los productos elementales con signo tomados de A. 

Ejemplo 7 

Con referencia al ejemplo 6 , se obtiene 

(i) det [. a11 

a21 

(¡'¡') d [a 11 

. et a21 

a31 

Es útil disponer de las dos fórmulas de este ejemplo para su uso posterior. Sin em
bargo, a fin de evitar la memorización de estas pesadas expresiones, se sugiere recurrir a los 
artificios mnemónicos que se ilustran en la figura 2.2. La primera fórmula del ejemplo 7 
se pbtiene a partir de la figura 2.2a , multiplicando los elementos por los que pasa la fle
cha que apunta hacia la derecha y restando el producto de los elementos por los que pa
sa la flecha que apunta hacia la izquierda. La segunda fórmula del ejemplo 7 se obtiene 
copiando la primera y segunda columnas como se muestran en la figura 2.2b. Entonces 
el determinante se calcula al sumar los productos correspondientes a las flechas que apun
tan hacia la derecha y restar los productos correspondientes a las flechas que apuntan hacia 
la izquierda. 

(a) 

Figura 2.2 
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Ejemplo 8 

Evalúense los determinantes de 

y 

Al aplicar el método de la figura 2.2a da 

2 
5 

- 8 

det(A) = (3)( - 2) - (1)(4) = - 10 

Al aplicar el método de la figura 2.2b da 

DETERMINANTES 

det(B) = (45) + (84) + (96) - (lOS) - ( - 48) - ( - 72) = 240 

Observación. Se debe hacer hincapié en que los métodos que se describen en la figura 2.2 
no funcionan para determinantes de matrices de 4 X 4 o mayores . 

La evaluación de los determinantes directamente a partir de la definición crea difi
cultades de cálculo . De hecho, la evaluación directa de un determinante de 4 X 4 com

. prendería el cálculo de 4! = 24 productos elementales con signo , y un determinante de 10 
X 10 comprendería lO! = 3 628 800 productos elementales con signo . Aun la más rápida 
de las computadoras digitales actuales no puede manejar el cálculo de un determinante de 
25 X 25 con este método, en una cantidad práctica de tiempo . Por tanto , la mayor parte 
del resto de este capítulo se dedica a desarrollar propiedades de los determinantes que sim
plificarán su evaluación . 

Se concluye esta sección haciendo notar que el determinante de A a menudo se es
cribe simbólicamente como 

en donde L indica que se deben sumar los términos sobre todas las permutaciones (j 1 , J2' 
.. . , in) y se selecciona + o - en cada término , según la permutación sea par o impar. Una 
notación alternativa para el determinante de una matriz A es lA 1, en lugar de det (A) . En 
esta notación, el determinante de la matriz A del ejemplo 8 se puede escribir 

'I! 11 = - lO 
- 2 
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EJERCICIOS 2. 1 

1 . Encuentre el número de inversiones en cada una de las siguientes permutacio
nesde {l,2,3,4,5}. 

(a) (34 1 5 2) 
(d) (1 2 3 4 5) 

(b) (4 2 5 3 1) 
(e) (1 3 5 42) 

(c) (5432 1) 
(f) (2 3 5 4 1) 

2. Clasifique cada una de las permutaciones del ejercicio 1 como par o impar . 

En los ejercicios 3- 10 evalúe el determinante. 

3.1 1 ~ I 4· 1 ~ :1 1-
1 

- ~ I 1"-1 ,,~ 31 5. 6. 4 - 1 -8 

I - 2 7 8 2 - 1 O 3 k - 3 9 

7. 3 5 1 8. - 3 4 -6 9. 4 O - 1 10. 2 4 k + 1 

4 3 8 7 2 2 8 6 k 2 3 

11 . Halle todos los valores A para los que det (A) = O. 

[
i - I - ) J (a) A = ' . -

1 l . - 4 [

i. - 6 O 

(b) A = O i. 

O 4 
O 1 - 1 

i. - 4 

12. Clasifique cada permutación de {l , 2, 3 , 4 } como par o impar. 

13. Utilice los resultados del ejercicio 12 para construir una fórmula para el deter
minan te de una matriz de 4 X 4 . 

14 . Use la fórmula que se obtuvo en el ejercicio 13 para evaluar 

15. Aplique la definición de determinante para evaluar 

O O O O I O 4 O O 

~ I O O O 2 O O O O 2 
(a) O O 3 O O (b) O O 3 O O 

O 4 O O O O O O O 1 

5 O O O O 5 O O O O 

16 . Pruebe que si una matriz cuadrada A tiene una columna de ceros , entonces det 
(A) = O .. 
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2.2 EVALUACION DE LOS DETERMINANTES POR 
REDUCCION EN LOS RENGLONES 

En esta sección se muestra que hay la posibilidad de evaluar el determinante de una matriz 
reduciéndola a la forma escalonada en los renglones. La importancÍa de este método radi
ca en el hecho de que evita los largos cálculos relacionados con la aplicación directa de la 
definición de determinante. 

Primero se consideran dos clases de matrices cuyo determinante se puede evaluar 
con facilidad , sin importar el tamaño de la matriz. 

Teorema 1. Si A es cualquier matriz cuadrada que contiene un renglón de ceros, enton
ces det(A) = O. 

Demostración. Ya que un producto elemental con signo tomado de A contiene un factor 
de cada renglón de A , todo producto elemental con signo contiene un factor del rertglón de 
ce ros y, como consecuencia, tiene valor cero . Ya que det (A) es la suma de todos los pro

du ctos elementales con signos, se obtiene det (A) = O. I 

Se dice que una matriz cuadrada es triangular superior si todos los elementos que 
están debajo de la diagonal principal son ceros . De modo análogo , se dice que una matriz 
cuadrada es triangular inferior si todos los elementos que están arriba de la diagonal prin
cipal son ceros. Una matriz que se menciona simplemente como trianguÚJr puede ser supe- . 
rior o inferior. 

Ejemplo 9 

Una matriz triangular superior general de 4 X 4 tiene la forma 

QI2 a l
3 a14] 

a 22 a23 a2 4 

O Q33 a 34 

O O a4 4 

Una matriz iriangular inferior general de 4 X 4 tiene la forma 

Ejemplo 10 

Evalúese det (A), en donde 

O O 

Q2 2 O 
a32 a33 

Q42 Q43 
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(/ 31 (/ 33 

Q"l Q43 

El único producto elemental tomado de A que puede ser diferente de cero es a 114 22 a 33a44 . 

Para ver esto, considérese un producto elemental típico aljla2;2a3j 3a4j4' Supuesto que 
a12 = a 13 = a 14 = O, debe tenerse ji = 1 para tener un producto elemental diferente de ce
ro , Si ji T I, se debe tener j2 =1= 1, dado que dos factores cualesquiera no pueden prove
nir de l.a misma columna. Además, como (lB =a24 = O, se ha de tener j2 = 2 para tener un 
producto diferente de CerO. Al continuar de est.a manera , se obtiene h = 3 Y j4 = 4. Ya 
que alla72a33a 44 se multiplica por +1 al fo rmar el producto elemental con signo , se ob
tiene 

E$ posible aplic¡¡r un argumento semejante al que acaba de presentarse , a cualquier 
mí!triz triang\.llar, para l1egi)r al re~uJtªdo general siguiente: 

Teorema 4. Si A es Ul/a matriz triangular de 11 X 11, .entonces det (A) es .el producto de los 
elementos de la dillgonal prill(:ipál; es decir, det (A) =gllqn ••• a/V) , 

Ejemplo 1} 

, 7 - 3 S 3 -
O - 3 7 5 1 

O O 6 7 6 = (,2)( - 3)(6)(9 )(4) = - 1296 

O O O 9 8 
O O O O 4 

En el teorema que sigue se muest ra en qué forma una operación elemental sobre los 
renglones de una matriz afecta el valor de su determinante. 

Teor.ema 3. Sea A cualquier matriz de n X n. 

(a) Si A ' es la matriz que se obtiene cU{lndo un solo renglf)/1 de A se multiplica por una 
cOllstante k, entonces det (A') =k det (A) . 

(b) Si A' es la matriz que se obtiene al intercambiar dos renglones de A, entonces det 
(A ') =- det (A) . 

(c) Si A ' es la matriz que se obtiene al sumar un múltiplo de uno de los renglo nes de A a 
otro renglón, entonces det (A ') =det (A). 

Se onüte la demost ración (véase el .ejerc icio 15). 
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Ejemplo 12 

Considérense las matrices 

2 

1 

2 
A, ~ [~ 

8 

1 

2 

A 3 = H 

DETERMINANTES 

1~] A , ~ [: :] 2 

2 

2 J] - 3 2 

2 1 

Si se evalúan los determinantes de estas matrices por medio del método usado en el ejem
plo 8, se obtiene 

det(A) = -2, det(A I ) = -8, det(A 2 ) = 2, det(A )= - 2 

Obsérvese que A 1 se obtiene al multiplicar el primer renglón de A por 4 ;A 2 al intercam
biar los dos primeros renglones; y A 3 al sumar - 2 veces el tercer renglón de A al segundo. 
Como lo predice el teorema 3, se tienen las relaciones 

det(A tl = 4 det(A) det(A 2 ) = - del(A) y det(A 3 ) = det(A) 

Ejemplo 13 

La proposición (a) del teorema 3 tiene una interpretación alternativa que a veces es útil. Es
te resultado pennite extraer un "factor común" de cualquier renglón de una matriz cua
drada hacia afuera del signo de detenninante . Como ilustración, considérense las matrices 

[

a ll 

A = a 2 1 

a31 l all 

B = ka 2 1 

a31 

en donde el segundo renglón de B tiene un factor común de k. Puesto que B es la matriz 
que resulta al multiplicar el segundo renglón deA por k , la proposición (a) del teorema 3 
anrma que det (B) = k det (A); esto es, 

a l 3 a ll 

ka 2 3 = k (/ 2 1 

(11 2 

a 2 2 

Ahora se plantea un método alternativo para evaluar los determinantes, que evita la 
gran cantidad de cálculos relacionados con la aplicación directa de la definición de deter
minante. La idea básica de este método es aplicar las operaciones elementales sobre los 
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renglones, a fin de reducir la matriz dada A hacia una matriz R que esté en la forma esca
lonada en los renglones. Puesto que una forma escalonada en los renglones de una matriz 
cuadrada es triangular superior (ejercicio 14), es posible evaluar det (R) aplicando el teo
rema 2. Entonces se puede obtener el valor de det (A) al aplicar el teorema 3 para relacio
nar el valor desconocido de det (A) con el cJnocido de det (R) . En el ejemplo siguiente 
se ilustra este método . 

Ejemplo 14 

Evalúese det (A) , en donde 

1 

- 6 
6 

Solución. Al reducir A a la fomla escalonada en los renglones y aplicar el teorema 3, se 

obtiene 

o 1 - 1 , 
) .' 

det( A) = , 
- 6 9 - O .' 

') 6 ') 
-

[1 
1 , 
- .' 

- ~ I ~ 1 5 

6 

1 2 ~ 

- ~ O 1 5 

O 10 -5 

1 _ 1 ~ 

- ~ O 1 5 
O O - 55 

1 - ') 

= ( - ~)( - 55) O 1 

O O 

= ( - ~)( - 55H1 ) = 165 

-6 9 
1 

6 

5 
Se intercambian el primero 
y segundo renglones de A. 

Se extrajo del signo de det un factor de 3 
del primer renglón de la matriz precedente 
(véase el ejemplo 13). 

Se sumó -2 veces el primer renglón 
de la matriz precedente al tercer 
renglón. 

, 
.' 
5 

Se sumó ·10 veces el segundo renglón 
de la matriz precedente al tercer 
renglón. 

se extrajo del signo de det 
un factor común de· SS . del 
último renglón de la matriz 
precedente. 

OBS ERVAClON . El método de reducción en los renglones resulta apropiado para la evalua
ción de determinantes con computadora debido a que es sistemático y se programa con 
facilidad. Sin embargo, para cálculos a mano, a menudo son más sencillos los métodos que 
se desarrollan en secciones subsiguientes. 

Ejemplo 15 

Evalúese det (A) , en donde 
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A ~ [~ 
3 - 2 

iJ 
6 - 4 

9 

4 

1 3 -2 4 

O O O O se sumó· 2 ~ece1 
det(A) = 3 

9 1 5 
primer renglón 

4 si 
de A al segundo. 1 

No se necesita reducir más ya que, por el teorema 1, se deduce que de! (A) = O. 

Con base en este ejemplo debe ser evidente que, siempre que una matriz cuadrada 
tenga dos renglones proporcionales (corno el primero y segundo r,englones de A), es po· 
.sible introducir un renglón de ceros al sumar un múltiplo apropiado de uno de estos ren
~ones al otro . Por consiguiente, si una matriz cuadrada lienedos renglones proporcionalcs, 
su determinante es cero. 

Ejemplo 16 

Cada una de las matrice.s Siguientes tiene dos renglones proporcionales; por tanto, por sim
ple observación se concluye que cada una tiene un determinante cero. 

-1 4 

-51 -2 5 2 , 
8 4 , 

3 - 12 15 , 

EJERCICIOS 2.2 

l. Evalúe por observación los siguientes determinantes : 

!2 .-40 
,Q O 

~ I i7' 

(al,o 
,- 9 - 1 O 

i I.l (b¡ ! 
I2 7 ~ 

~j ,.o .o .3 , 4 5 7 

1 2 3 3 -1 2 
{,e) 3 7 6 (d) 6 - 2 4 

2 .J 7 3 

En los ejercicios 2 al 9, eyalúe los determinantes de las matrice.s dadas, reduciéndolas a 
una forma escalonada en los renglones. 

[
2 3 7] 

2. ' ,Q 0-3 
1 -2 7 

3. [~ 2 ~l, 
1 3 O' 
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H - 2 

:] H 
- 4 

-¡] 4. 5 5. 7 

- 3 

[-: 
6 9 

-~J 7.[ 
1 3 

~J O 1 O 
6. 

3 2 2 1 

-1 - 2 -2 '2 

[-1 
1-

~J 
3 5 r 

1 2 - 2 ~ 7 O -4 2 1 O 
8. "2 9, 

1- 1-
O O 1 O 

3 3 O O 2 .l. 
3 O O O 

[

d e f] 
(a) det 9 h i 

a b e 
(b) det [~; ~~ ~;] 

- g - h -1 

[

a+d b+ e 

le) det d e 
9 h 

[
a b e ] 

(d) det d - 3a e - 3b f - 3c 

. 2g '2h 2i 

11. Aplique la reducción en los nmglones para demostrar que 

1 

a h (' = (b - (1)(C - (1)(e - b) 
a 2 hJ ('2 

12 . Aplique \ln argumento COmO el que se da en el ejempio 10 para demostrar que 

(a) do< [: 

O ",,] a22 a 23 =;;o - aI 3a 22,l/31 

l/. 3 1 aH 11 3 3 

[0 
O O 

""J 
O O ,(/2 3 a24 (b¡ det = aI4a 2)a 32 u 41 
O aH 1133 U J4 

(/41 a4~ U4 3 U 44 

13 .. Pruebe que el teorema l es verdadero cuando se reemplaza la palabra "renglón" 
por "column,a". 

http://libreria-universitaria.blogspot.com



90 DETERMINANTES 

14. Pruebe que una forma escalonada en los renglones de una matriz cuadrada es 
triangular superior . 

15 . Pruebe los siguientes casos especiales del teorema 3 . 

" 21 a22 a2J a 11 0 1 2 a 13 

(b) a 1 1 a 12 a 13 = - " 2 1 a22 a 23 

l/3 1 a 32 a 33 l/ 3 1 a32 a33 

a 11 + Ka2 1 a 12 + k a22 a 13 + ka 2 3 la 11 a 12 a 13 

(e) a2 1 a 22 a23 = (/2 1 a22 Q :!3 

a3 1 a32 a33 1(/ 31 a32 a 33 

2.3 PROPIEDADES DE LA FUNCION DETERMINANTE 

En esta sección se desarrollan algunas de las propiedades fundamentales de la funció n deter
minante_ Lo que aquí se haga proporcionará alguna perspectiva adicional respecto a la rela
ción entre una matriz cuadrada y su determinante. Una de las consecuencias inmediatas 
de este material será una importante prueba con un determinante en relación con la in
versibilidad de una matriz. 

Si A es cualquier matriz m X n, entonces la transpuesta de A se denota por A t Y se 
define como la matriz de n X m cuya primera co lumna esel primerrenglón deA , su segunda 
columna es el segundo renglón de A , su tercera columna es el tercer renglón deA , etc. 

Ejemplo 17 

Las transpuestas de las matri ces 

[
2 3] 

B = ~ : 

[

a 11 

A = (/ 2 1 

(/ 3 1 

e = [1 3 5] 
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son 

B'=G 4 ~J 
Suponiendo que los tamaños de las matrices son tales que se pueden efectuar las 

operaciones, la operación transpuesta tiene las propiedades que siguen (véase el ejercicio 
13): 

Propiedades de la operación transpuesta. 

(i) (A')' = A 
(ii) (A + m' = A' + B' 

(iii) (kA)' = kA', "en donde k es cualquier escalar 
(iv) (AB)' = B' A' 

Recuérdese que el determinante de .una matriz A de n X n se define como la suma 
de todos los productos elementales con signo tomados de A . Puesto que un producto .ele
mental tiene un factor tomado de cada renglón y uno tomado de cada columna, es obvio 
que A y A t tienen precisamente el mismo conjunto de productos elementales. Aun cuando 
se omiten los detalles, se puede demostrar que A y A t tienen en realidad los mismos pro
ductos elementales con signo; esto conduce al teorema que sigue: 

Teorema 4. Si A es cualquier matriz cuadrada, entonces det (A) = det (A t). 

En virtud de este resultado , casi todo teorema acerca de los determinantes que con
tiene la palabra "renglón" en su enunciado, también es verdadero cuando se sustituye la 
palabra "renglón" por "columna" . A fin de probar una proposición relacionada con las 
column~: s . sólo se necesita transponer la matriz en cuestión para convertir la proposición 
acerca de las columnas en una referente a los renglones, y a continuación aplicar el resul
tado conocido correspondiente, respecto a los renglones. Para ilustrar la idea, supóngase 
que se desea probar que el intercambio de dos columnas de una matriz cuadrada A cam
bia el signo de det (A). Se puede proceder como sigue: SeaA' la matriz que se obtiene al 
intercambiar la columna r y la columna s de A. Por tanto (A'l es la matriz que se obtie
ne al intercambiar el renglón r y el renglón s de A t. Por tanto , 

lo que prueba el resultado 

delt A' ) = det(A ' )' 

- deltA ') 

- delt A) 

(Teorema 4) 

(Teorema 3b) 

(Teorema 4) 
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Los I;!jemplo~ que siguen ilustran varios hl;!chos respecto a los determinantes que de
penden de propiedadll~ relacionadas con las columnas de la matriz . 

Por obsllrvación: la matriz 

H 
- 2 

8 

- 4 
~] 
3 

tiene un determin<mte, Cl)ro, p~esto que la primera y segundil columnas son proporcionales. 

Ejemplo 19 

Calcúlese el determinante de 

o 
7 

6 

3 

o 
O 
3 

Se podría calcular este- determinante como antes, mediante la aplicación de oPllraciones 
element¡¡lcs sobre los renglones para reducir A a una forma escalonada en los renglones. Por 
otra parte, !le puede poner A en la forma triangular inferior en un Paso, sumañdo -3 ve
ces la primera columna. a la cuarta., para obtener 

dellAI ~ d'll~ 
o 
7 
6 
3 

o 
O 
3 

~l ~ (1)(71(311 -261 ~ - 546 

-26J 
Este ejemplo señala. que ~iempre ¡;onviene no perder el !'! vista las operaciones sobre 

las colúmnas que puedan acortar los cálculos. 

Supóngase que A y B son matrices de n X n 'j qUe k es cualquier ~sc¡¡lar. Ahora se 
consideran las relaciones posibles entre det (A), det (B) , y 

det(kAl, deltA + Bl, Y det\,48) 

Ya que es posible extraer del signo det un faetor común de cllalquier renglón de una 
matriz y supye.sto que cada uno de los n renglones de kA tiene un factor común de k, se 
obtiene 

dCI(krl) = !;"dCI(A) (2,1 ) 
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Ejemplo 20 

Considérese las matrices 

y 5.4 = [~~ I~J 
Por cálculo directo det (A) == 4 Y det (5A) == 100 . Esto concuerda con la relación (i .!) , lá 
cual afirma que det (5A) == 52 det (A) . 

Desafortunadamente, en geñeral, no existe relación simple entre det (A), det (B) y 

det (A + B) . En particular, es necesario hacer nótar que, por lo común, dét (A + B) no es 
igual a det (A) + det (B). El ejemplo siguiente ilustra este hecho. 

Ejemplo 21 

Considérese las matrices 

A = G ~J B = [~ ~ ] [
4. 38' J A + B = 3 

Se tiene det (A) = 1, det (B) = 8 Y det (A + B) == 23; por tanto, dét (A + 13) =1= det 
(A) + det (E). 

A pesar de este resultado negativo , hay Una importante rehlción refereiHe a las sUmas 
de determinantes que con frecuencia resulta útil. Corno ilustración, considérense dos ma· 
trices de 2 X 2 

[
(/11 

A = 
(/ 21 

(/.1 2J 
a l;! 

y 

que difieren únicamente en el segundo renglón. Con base en la fóm1Ula del ejemplo 7, se 
obtiene 

Por tanto , 

det( A) + det( A' ) = (all(l2 2 - (/11(/ 2 d + ((/11(/~2 - aI 2a~l) 

= (/11(a 2 2 + (/ ~2 ) - a1 2(u21 + aí d 

det[(/11 
a 2 1 

l
-

d 
(/11 

= et 
(/ 21+ U '2 1 

= del (/12J . [ (/11 

a í2 . (/ 21 + a í 1 
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Este ejemplo es un caso especial de resultado general que sigue: 

Supóngase que A, A' Y A" son matrices de n X n que difieren únicamente en un solo ren
glón, por ejemplo, el r- ésimo, y que es posible obtener el r- ésimo renglón de A" al su
mar los elementos correspondientes de los r- ésimos renglones de A y A'. Entonces 

det (A" ) = det(A) + det(A ' ) 

Se cumple un resultado semejante para las columnas. 

Ejemplo 22 

Evaluando los determinantes, el lector puede verificar que 

det [ ~ 
1 + O 

7 

O 

4 + 1 

5] [1 7 5] [1 3 = det 2 O 3 + det 2 

7 + (- 1) 1 4 7 O 

7 

O 

Teorema 5. Si A Y B son matrices cuadradas del mismo tamaño, entoncesdet (AB) =det 
(A)det (B). 

La elegante sencillez de este resultado, comparada con la compleja naturaleza tanto 
de la multiplicación matricial como de la definición de determinante , es interesante y sor
prendente. Se omite la demostración. 

Ejemplo 23 

Considérense las matrices 

B = [ - ~ ~] AB = [~ 17] 
14 

Si tiene det (A) det (B) = (1) ( - 23) = - 23. Por otra parte , el cálculo d ¡recto muestra que 
det (AB) = -23, de modo que det (AB) = det (A) det (B). 

En el teorema 13 del capítulo 1, se dieron tres proposiciones importantes que son 
equivalentes a la inversibilidad de una matriz. El ejemplo siguiente ayuda a agregar otro 
resultado a esa lista. 

Ejemplo 24 

El propósito de este ejemplo es demostrar que, si la forma escalonada en los renglones re
ducida R de una matriz cuadrada no tiene renglones que consten completamente de ceros, 
entonces R debe ser la matriz identidad. Se puede ilustrar este hecho considerando la ma
triz de n X n que sigue 
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['" 
1'12 

1'21 /'22 
R = 

1':" rn2 

En esta matriz, el último renglón puede constar o no completamente de ceros. Si no consta 
completamente de ceros, la matriz no contiene renglones cero y, como consecuencia, cada 
uno de los n renglones tiene un elemento principal de l. Puesto que estos 1 principales se 
presentan progresivamente cada vez más hacia la derecha, a medida que se recorre la matriz 
hacia abajo, cada uno de estos 1 debe estar en la diagonal principal. Ya que los otros ele
mentos de la misma columna en el que se encuentra uno de estos 1 son cero, R debe ser 
l. Por tanto , R tiene un renglón de ceros, o bien, R =1. I 

Teorema 6. Una matriz cuadrada A es inversible si y sólo si det (A) -=1= O. 

Demostración. Si A es inversible, entonces 1 = AA -1 de modo que 1 = det (l) = det (A) det 
(A -I

) . Por tanto , det (A) -=1= O. Inversamente, supóngase que det (A) -=1= O. Se demostrará 
que A es equivalente respecto a los renglones de 1, y, por consiguiente , se concluirá con 
base en el teorema 10 del capítulo 1, que A es inversible . Sea R la forma escalonada en los 
renglones reducida de A. Debido a que R se puede obtener a partir de A por medio de una 
sucesión finita de operaciones elementales sobre los renglones, es posible encontrar las 
matrices elementales El, E2, . .. , Ek tales que Ek ••• E2EIA = R, o bien, A =E¡ - I'E2 - 1 

•• • Ek - 1 R. 

Por tanto , 

det(A) = det(E 11 )det(Ez 1) , .. det(E; 1 )det(R) 

Ya que se está suponiendo que det (A) -=1= O, con base en esta ecuación se deduce que det 
(R) -=1= O. Por consiguiente, R no tiene renglones cero , de modo que R =1 (véase el ejem
plo 24). I 

Corolario . Si A esinversible, entonces 

- 1 1 
det(A ) = det(A) 

Demostración. Ya que A -, A = 1, det (A -, A) = det (l); es decir, det (Xl) det (A) = 1. Su
puesto que det (A) -=1= O, se puede completar la demostración al dividir todo entre det (A) .' 

Ejemplo 25 

Dado que ei primero y tercer renglones de 

son proporcionales, det (A) = 0 , Por tanto , A no es invcrsible. 
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EJERCICIOS 2.3 

l. Encuentre las tanspuestas de 

(e) [7 Ú 2] 

2. Verifique el teoremá 4 para 

3. Verifique que det (AB) = det (A) det (8) cUándo 

[
2 1 O] 

A = 3 4 O 

O O 2 
y 

[

1 ~ 1 

B = ~ ~ 

4. Apüque el teoréma 6 para determinar cuáles de las matrices sigUientes son inver
sibles. 

S. Suponga que det (A) = S, en donde 

[

a 

A = : 

Encuentre 

(a) det(3A) (e) det((2A) - 1) l 
ra 9 el] 

(d) det b h e 

e 1 f 

6. Sin evaluar directamente, demuestre que x = O Y x = 2 satisfacen 

:2 I = ü 

O 0 - 5 
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'1 . Sin evaluar directamente , demuestre que 

[

b + e e + a 
del a b 

b + a] 
e = O 

1 I I 

8 . ¿Para cuál valor, o cu~es valores de k , A no es inve¡sible? 

[
k-3 -2J 

(a) A = _ 2 k _ 2 [
l 2 4] 

(b) A = 3 1 6 .. 

!; 3 1 

97 

9. Suponga que A y E son matrices de n X n. Demuestre que si A es invel'síble , en
tonces det (E) = det (A -1 EA ). 

10. (ll) Encuentre una matriz A de 3 X 3 diferente de cero tal que A = A t
. 

(b) Halle una matriz A de 3 X 3 diferente de cero tal que A = - A t . 

11 . Sea (Ji¡ el elemento que está en el i- ésimo renglón y j-ésima columna de A. 
¿En cuál renglón y cuál columna de A t aparecerá a¡j ? 

12. Sea AX = O un sistema de n ecuélciones lineales en n incógnitas . Demuestre que 
el sistema tiene una solución no trivial si y sólo si det (A ) = O. 

13 . Sean 

[

(1 1 1 

A = l/2 1 

l/ JI 

Demuestre que 

(a) (A')' = A (b) (A + By = A' + E' 

14. Pruebe que (A tBti =EA . 

y r
bll /¡ t 1 hU] 

'y' b2 2 b13 

I b
J I b32 b.1 3 

(c) (AB)' = 8'A' (d) (kA)' = kA' 

1 S. Se dice que una matriz cuadrada A es simétrica si A t = A yantisimétrica si A t 
= - A . Demuestre qlle si B es una matriz cuadrada, entonces 

(a) Bilt Y B + st son simétricas (b) B - Bt es antisimétrica 

2.4 DESARRO LL O POR COFA CTORES; REG LA DE CRAMER 

En esta sección se considera un método para evaluar determinantes que resulta útil para 
cálculos a mano y tiene gran importancia teórica . COmo consecuencia de lo que se haga 
aquí. se obtendrá una fórmula para la inversa de una matriz inversible así ~omo otra para 
la solución de ciertos sistemas de ecuaciones lineales, en términos de determinantes. 

http://libreria-universitaria.blogspot.com



98 DETERMINANTES 

Definición. Si A es una matriz cuadrada, entonces el menor del elemento a¡¡ se denota por 
M¡¡ y se define como el determinante de la sub matriz que se deja después de eliminar de 
A el i-ésimo renglón y la j-ésima columna . El número ( - 1 )I+} M¡¡ se denota por C¡¡ y se 
conoce como cofactor del elemento ai¡-

Ejemplo 26 

Sea 

El menor del elemento all es 

El cofactor de all es 

3 

Mil = 2 

- l 

5 
4 

Análogamente, el menor del elemento a32 es 

El cofactor de a32 es 

5 

4 

1 

5 
4 

-4 

6 = I! 
8 

- 4 

6 = I ~ 
8 

~ I = 16 

-41 6 = 26 

Nótese que el cofactor y el menor de un elemento a;¡ difieren únicamente en el sig
no, es decir, O¡ = ±Mij_ Una manera rápida de determinar si se usa el +, o bien, - es apli
car el hecho de que el signo que relaciona C¡¡ con M¡I está en el i- ésimo renglón y j - ésima 
columna del arreglo 

+ + + 
+ + 

+ + + 
+ + 

Por ejemplo, C1l = M 1l , C21 = - M 21 , C12 = -M12 • C22 = M22 , etc. 
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Considérese la matriz general de 3 X 3 

En el ejemplo 7 se demostró que 

det(A) = 1I11a ZZ a )3 + alZa Z3a 3 1 + ClI3a Z la 32 

- a l 3a 22 a 31 - a12a21a33 - Cllla23C132 (2.2) 

lo cual se puede volver a escribir como 

Ya que las expresiones que están dentro de los paréntesis son precisamente los cofactores 
Cll , C21 y C31 (verifíquese) se tiene 

(2.3) 

En la ecuación (2 .3) se muestra que es posible calcular el determinante de A multipliClln
do los elementos que están en la primera columna de A por sus cofactores y sumando los 
productos que resultan. Este método para evaluar det (A) se conoce como deso"ollo por 
cotactores a lo largo de la primera columna de A . 

~iemplo 27 

Sea 

A = [-~ -4 ~l 
5 4 - 2 

Evalúese det (A) aplicando el desarrollo por cofactores a lo largo de la primera columna 
deA. 

Solución. Con base en (2.3) , 

det(A) = 3 - (-2) +5 /-4 3/ 11 01 I 1 
4 -2 4 - 2 -4 ~I 

= 3( - 4) - (-2)( - 2) + 5(3) =-1 

Al reacomodar los términos dados en (2.2) de diversas maneras, es posible obtener 
otras fórmulas como la (2.3). No debe ser difícil verificar que todas las fórmulas siguientes 
son correctas (véase el ejercicio 23): 
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det(A) = C/ l l e ll + C/12eI2 + C/ 13e 13 

= ({lle ll + 02l e 21 + C/ 3 1C31 

= (/2 1C2 1 + ClnC} 2 + a2 3 C 2 3 

= (l1 2 C I } + C/ 2 2 C 2 2 + a32 C 3 2 

-= (/ 3 1C31 + (/32 C 3l + C/3 3 C3 3 

= a l 3 C l 3 + a23 C23 + C/33 C33 

(2.4) 

Nótese que, en cada ecuación, todos los elementos y cofactores provienen del mismo ren
glón o columna. Estas ecuaciones se conocen como los deS4rroflos por cofactores de det 
(A). 

Los resultados que se acaban de dar para las matrices de 3 X 3 forman un caso espe
cial del teorema general siguiente, el cual se enuncia sin demostración. 

Teorema 7. Se puede rolcular el determinante de una matriz A de n X n multiplicando los 
elementos de cualquier rengló n (o columna) por sus ca factores y sumando los productos que 
restilten; es decir, para cada 1 ~ i ~ n y 1 ~ j ~ n, 

y 

det(A) = ClljC lj + C/ 2 j C 2 j + ... + Clnjenj 

(desarrollo por cofactores a lo /argo de la j-ésima columna) 

det(A) = C/ il C;l + Ui2 C i 2 + . . . + ClinCin 

(desarrollo por cofactores a lo largo del i- ésimo renglón) 

Ejemplo 28 

Sea A la matriz del ejemplo 27. Evalúese det (A) por medio de su desarrollo por cofacto
res a lo largo del primer renglón. 

Solución. 

3 

det(A)= -2 

5 

1 

- 4 ~ =3 1-4 

4 
4 . -2 

31 1-2 
-2 - (1) 5 

= 3( - 4) - (1)( - 11) = - 1 

Esto concuerda con el resultado obtenido en el ejemplo 27 . 

3\ 01-2 - 2 + 5 

OBSERV ACION. En este ejemplo resultó innecesario calcular el último cofactor, puesto que 
quedó multiplicado por cero. En general, la mejor estrategia para evaluar un determinante 
por medio del desarrollo por cofactores es llevándolo a cabo a lo largo de un renglón o co
lumna que tenga el mayor número de ceros. 

A v~ces se puede aplicar el desarrollo pot ca factores combinado con operaciones so
bre los renglones o columnas, para suministrar un método efectivo con el cual evaluar los 
determinantes. El siguiente ejemplo ilustra esta idea. 
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Ejemplo 29 

Evalúese det (A), en donde 

5 - 2 
2 - 1 

4 1 

7 5 

101 

Solución. Al sumar múltiplos apropiados del segundo renglón a los renglones restantes, se 
obtiene 

o --1 

i\ 1 - , - 1 
det(A) = 

-
O O 

, 
3\ --' 

O 8 O, 

1- 1 31 Desarrollo por cofae· 
_ 1 O 3 \ i tares a lo largo de la 

I 1 8 O/ 
primera columna 

1-1 3 Se sumó el i I 

I I 

O 3 
, primer renglon 1 

- 1 .' a la tercera , 
1 O 9 3 columna. 

-( - 1) I ~ ~ I Desarrollo por cofac· I to~es a 10 largo de la 

- 18 
pnmera columna 

En un desarrollo por cofactores se calcula det (A) al multiplicar los elémentos de un 
renglón o columna por sus cofactores y sumar los productos resultantes. Resulta que si se 
multiplican los elementos de cualquier renglón por los factores correspondientes de un 
renglón diferente. la suma de estos productos siempre es cero. (También se cumple este re· 
sultado para las columnas). Aun cuando se omite la demostración general, en el ejemplo 
que sigue se ilustra la idea de la demostración en un caso especial. 

Ejemplo 30 

Sea 

Considérese la cantidad 
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que se forma al multiplicar los elementos del primer renglón por los cofactores de los ele
mentos correspondientes del tercer renglón y sumar los productos resultantes. Ahora se 
demuestra que esta cantidad es igual a cero por medio dei siguiente artificio. C~nstrúya
se una nueva matriz A' reemplazando el tercer renglón de A con otra copia del primer ren
glón. Así entonces, 

[

a 11 

A ' = a21 

a 11 

Sean e' 31, e' 32 y e' 33 los cofactores de los elementos que están en el tercer renglón deA'. 
Dado que los dos primeros renglones de A y A' son los mismos, y ya que el cálculo de 
e31 , e32 , e33 , e' 31, e' 32 y e' 33 sólo comprende elementos de los dos primeros renglones 
de A y A' se deduce que 

Puesto que A' tiene dos renglones idénticos, 

det(A ' ) = O (2.5) 

Por otra parte, la evaluación de det (A') mediante el desarrollo por cofactores a lo largo 
del tercer renglón da 

det(A ' ) = u 11 e~ 1 + U 12 C 32 + a l 3e :33 

= a 11 e 3 1 + (/12 e 32 + el 13e 33 

Por lo expresado en (2.5) y (2.6) se obtiene 

(2.6) 

Definición. Si A es una matriz cualquiera de n X n y e;¡ es el cofactor de aij, entonces la 
matriz 

le" 
e 12 

C,"j c 21 C 22 e 2 .. 

e"" C" 1 e .. 2 

se conoce como matriz de cofactores tomados de A. La transpuesta de esta matriz se de· 
nomina adjunto de A y se denota por adj (A). 

Ejemplo 31 

Sea 

[
3 

A = ~ 
2 
6 

- 4 

- l l 

6J 
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Los cofactores de A son 

e l l = 12 

e2 l = 4 

e3 l = 12 

e 12 = 6 

e22 = 2 

e32 = - 1O 

de modo que la matriz de los cofactores es 

[ 1~ 11 

6 
2 

-10 

- 16] 
16 
16 

y la adjunta de A es 

[ 

12 

adj(A) = 6 

-1 6 

4 

16 

e 13 =-16 

C~ 3 = 16 

e 33 = 16 

11] - 10 
16 

103 

Ahora se cuenta con los elementos para establecer una fórmula para la inversa de una 
matriz inversible . 

Teorema 8. Si A es una matriz im'ersible. entonces 

1 
Á - 1 == det(Á)adj(Á) 

Demostracióll. Se demostrará primero que 

A adj(A) = det(A)! 

Considérese el producto 

a l1 a12 
. .. 

:::1 r~" a21 a22 . . . e21 Cj1 

c"j en Cj2 C n2 

: ~ e:: e 2n CJn Cnn 

an1 an2 ann 

El elemento del i- ésimo renglón y j- ésima columna de A adj (A) es 

(2.7) 

(véanse las líneas sombreadas arriba) . 
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Si i = j , entonces (2.7) es el desarrollo por cofactores de det (A) a 10 largo del i- ési
mo renglón de A (teorema 7). Por otra parte , si i 4= j, entonces los a y los cofactores pro
vienen de renglones diferentes de A , por tanto el valor de (2.7) es cero. Por tanto, 

[

det(A ) O . .. 

O det(A) ' . . 
A adJ (A) = . . . . . . 

O O 

~ J = det(A)I 

det(A) 

(2.8) 

Supuesto que A es iñvetsible , det (A) '* 0, Por consiguieñté, es posible volver a escribir la 
ecuación (2.8) como 

o bien, 

1 . 
-d - [A adj(A)] = 1 

et(A) 

A [de:(A) adj(A)] = 1 

Al multiplicar por la izquierda los dos miembros por A -¡ da 

Ejetnplo 32 

A - 1 = _ 1_ adj(A) I 
det(A) 

Usese (2.9) a fin de encontrar la inversa de la matriz A del ejemplo 31 . 

SOlución. Ellectór puede comprobar que det (A) = 64. Por tanto, 

1 [ 12 
A - 1 = - - adj(A) = ~ 6 

det(A) 64 
-16 

[ 

12 
64 
6 

= -~ 
64 

4 12] 6 4 64 

l4 - ¿~ 
16 16 
64 64 

~ 

4 

2 
16 

12] 
~ 10 

16 

(2.9) 

Se observa que para matrices mayores que las de 3 X 3, el método de inversión de 
matrices que se da en este ejemplo es, desde el punto de vista del cálculo , inferior a la téc
nica dada en la sección 1.6. Por otro lado, el método de inversión de la sección 1.6 sólo 
es un procedimiento de cálculo, o algoritmo , para calcular A -¡ y n O resulta muy útil pa
ra estudiar las propiedades de la inversa. A menudo es posible utilizar la fórmula (2 .9) a 
fin de obtener propiedades de la inversa, sin calcularla realmente (ejercicio 20). 
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Asimismo; Con frecuencia resulta útil tener una fórmula para la solución de un sis
tema de ecuaciones que se pueda utilizar para estudiar las propiedades de la solución, sin 
resolver el sistema. El teorema que sigue establece esa fótrntda pata los sistemas de n ecua
ciones en n incógnitas. La fórmula se colibce cotnb regla de Crali1er. 

Teorema 9. (Regla de Cramer). Si AX = B es un sistema de n ecuaciones lineales en n in
cógnitas tal que det (A) =1= O. entonces el &isterha tiene una solución única, Esta solución es 

det(Ad det(A 2 ) det(A n) 

X I = det(A)' X2 = det(A)" '" X" = det(A) 

en donde A¡ es la matriz que se obtiene al ;eemplazar los elementos de la' j- ésima colum
na de A por los elementos de la matriz 

BJ;:l 
lb" 

Demostración. Si det (A) 0/= O, entoncésA es inversible ,/, por ei teoretna 11 dé la sección 
1.7 X = A -1 B es la solución Úfiica de AX == !J. Pbr consiguiente, pot el teoréma 8 se tiene 

l
CIl 

- 1 J . ' 1 C12 
X = A B = -d ( adJ(A)B = -d t( , 

et A) e A) ; 

C lri 

Al multiplicar las tfiátriccs tia 

Por tanto, el elémento del j- ésimo renglón de X cs' 

(2.10) 

Ahora , sea 

l"" 
U1i U !j .. I /ji Utj + I 

"'"1 
A . = a2! a 22 U2J - t b~ U2J+ ¡ 

::: J : 

() ,,1 Un 2 a"j hn Unj + I 
. . , 
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Dado que Aj difiere de A únicamente en la j - ésima columna, los cofactores de los elemen
fos b¡ . 02 • . . . • b" de Aj son iguales a los cofactores de los elementos correspondientes 
que están en la j - ésima columna de A. Como consecuencia, el desarrollo por cofacto
res de det (Aj ) a lo largo de la j - ésima columna es 

Al sustituir este resultado en (2.10) se obtiene 

X. = det(A) I 
j det(A) 

Ejemplo 33 

Aplíquese la regla de Cramer para resolver 

Solución. 

Por tanto , 

X l + + 2 X3 = 6 

-3x ¡ + 4 X2 + 6 X3 = 30 

- X ¡ - 2x 2 + 3x 3 = 8 

[ 

1 
A = -3 

-1 

A 2 =[-~ 
- 1 

o 
4 

-2 

6 

30 

8 

~] 
3 . 

~] 

det(A¡) - 40 - 10 
\" - --- - _ .- - - - -
. ¡ ~ det(A) - 44 - 11 ' 

det(A J) 152 38 
.\"3 = det(A) = 44 = IT 

O 

4 

- 2 

O 

4 
-2 

~] 

3~] 

det( A2 ) 72 18 
\" - --- - - - -
. 2 - det(A) - 44 - 11 ' 

Para resolver un sistema de n ecuaciones en n incógnitas por la regla de Cfamer, se 
necesita evaluar n + 1 detenninantes de matrices de 11 X n. Desde el punto de vista del 
cálculo, para slste mas con más de tres ecuaciones, la eliminación gaussiana resulta superior, 
pues lo que sólo se ha de reducir una matriz aumentada de 11 X /1 + l . Sin embargo, la re
gIa de Cramer da una fórmula para la solución . 
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EJERCICIOS 2.4 

l. Sea 

3. Evalúe el determinante de la matriz del ejercicio 1 por medio de un desarrollo 
por cofactores a lo largo de 

(a) e\ "prime! ren,&\ón 
(d) la segunda columna 

(o) \a "primera co\umna 
(e) el tercer renglón 

(e) el ~e,&undo ren,&\ón 
(f) la tercera columna 

4 . Para la matriz del ejercicio 1, halle 

(a) adj (A) (b) A - 1 aplicando el método del ejemplo 32. 

En los ejercicios S al 10 evalúe det (A ) por medio de un desarrollo por cofactores a lo lar
go de cualquier renglón o columna que se elija . 

5 A -[: 
6 :l •. A_ [-: 3 

-:1 6 O 

2 - 1 - 3 

7A - [: 

1 

I 1 [' - I 
2 

k ~ J k f.: 8. A = ~ k - 3 
.J.:Z J.:Z f.: 2 4 

A{ 
4 O 

4 3 1 9 2 

() -:] () 3 2 4 2 
9. W. A = () 3 4 6 4 

3 () - 3 

6 14 3 
1 - 1 2 2 2 

6 
() O 3 3 3 
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11. Sea 

(a) Evalúe A - 1 aplicando el método del ejemplo 32 . 
(h) Evalúe A - 1 aplicando el método del ejemplo 29 de la sección 1.6 . 
(e) ¿Cuál de los dos métodos implica menos cálculos? 

En los ejercicios 12 al 17 résuelva por medío de lii regla de Ctamer, cUiUidó sea factible 
aplicarla . 

li. 3x I - 4X2 = ~ 5 

2x I + X2 = 4 

14. x + .1' - 2:: = 1 
2x- .r + :: = 2 

x - 2.1' - 4:: = -4 

tli. 2xI ~ x 1+ X3- 4x4= -32 
7x I + 2x 2 + 9X3 = .\:4 "" 14 
3x I - X2 + X3 + x 4 = 11 

.\'¡ 4- Xi - 4X3 ~ 2X4 = - 4 

13. 4x + 5-" = 2 
II x + f + 2:: = 3 

x + 5.1' + 2:: = 1 

15. XI - 3.\'2 + X3 = 4 
2x I - X 2 = - 2 
4 .\ 1 - 3X3 = O 

17. 2x I - X2 t x) = 8 
4xI + 3X2 + X 3 = 7 
6x 1 + 2x 2 + 2x ) = 15 

18. Aplique la reglá de Cramer a fin de despejar z , sin despejar x , y y w. 

4.\' + .r + tl + tí;· =' 6 

3x + 7y - :: + IV = I 

7x + 3,\, - 5.: + 8w = - 3 

t" .\' 4- .r +' z + :2 \\. = 3 

19 . Séa AX == B el sistema del ejercicio 18 . 

(a) Resuélvalo por medió de la regla de Ctamer. 
(b) Resuélvaló por medio de la eliminación de Gauss-Jordan . 
(c) ¿Con cuál de los dos métodos se realizan menos cálculos? 

20. Pruebe que si det (A) = l Y todos los elementos de A Son enteros, entonces to
dos los elementos de A -1 son. enteros. 

21. Sea AX = B un sistema de n ecuaciortes lineales en 11 in¡:;ógrutas con ¡:;oeficien
tes enteros y constantes enteras. Pruebe que si det (A) = 1, entonces la solución 
X tiene elementos enteros, 

22. Pruebe que si A es una matriz triangUlar sUperior invetsible, entonces A -\ es 
triangular su perior . 

23. Deduzca el primero y último desarrollos por co fa ctores de la lista dada en (2.4). 
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24. Pruebe que la ecuaci6n de la recta que pasa por los puntos distintos (a 1, b 1) Y 
(a2' b2 ) se puede escribir como 

x y 

al b l =;; O 

a2 b2 

IX I YI 

S2 Y2 = 0 
I 

:"3 Y3 

26. Pruebe qUe la eCllllción dlll p~no qYe p~ por los puntos no coUneales (al, 61 , 

CI ), (a 2, b2 , e2 ) Y (a3, b 3 , C3 ) se puede escribir : 

x y z 

al b¡ el 
=;;0 

(/2 b2 C2 

(/3 b3 e3 

EJERCICIOS SuPLEMENTARIOS 

1. Aplique la regla de Cramef para ~espejar x' y y ' el'! términos de x y y . 

x = ix' -!y' 
y= 'h'+h' 

2. Aplique la regla de Cramer para ~espt¡jªr x' y y I en términos qe ~ y y. 

x = x' r;os e - y' sen 1) 

y = x' sen e + y' cos o 

3. Medil}nte el examen del determinante de la matriz de los coeficientes, demues. 
tre que el si.stema que sigue tiene una soluci6n no trivial si y sólo si a = {J , 

x + y + él;! = O 

X + Y + {Jz = O 

'l.X + {Jy + z = O 

4. Demuestre que si una matriz cuadrada A satisface 

.AJ + 4A 2 
- 2A + 7/ = O 

entonces A t también satisface la misma relación . 
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s. (a) Para el triángulo que se da abajo, aplique la trigonometría a fin de demos
trar que 

b cos y + ecos fJ = a 

ecos (J. + a cos y = b 

a cos fJ + b cos (J. = e 

y, a continuación, aplique la regla de Cramer para demostrar que 

(b) Use la regla de Cramer para obtener fórmulas semejantes para cos(3 y cos 'Y. 

G 
e 

6. Use determinantes para demostrar que, para todos los valores reales de 'Y, la 
única solución de 

esx = O, y = O. 

x - 2y = j ,x 

x - y = Ay 

7. Pruebe que si A es inversible, entonces adj (A) es inversible y 

1 
[adj(AW I = __ A = adj(A ~ 1) 

det(A) 

8. Pruebe que si A es un;! matriz de n X n, entonces 

det[adj(A)] = [det(A)]n - I 

9. (Para loslectores que hayan estudiado cálculo) . Demuestre que si 11 (x), 12 (x), 
g¡ (x) Y g2 (x) son funciones diferenciables, y si 

entonces 

W = III(X) j~(X)1 
g¡{x) gz(x) 

dW I ('I(X) ('>(X)! ! II(x) / ,(X) ! 
--;¡; = !JI(X) Y : (x) + ¡¡'¡{ x ) y: CX) 

10. (a) En la figura que se da al final , el área del triángulo ABC se puede expresar 
como 

área A RC = área ADHC + área Ch'FB - área AJJFB 
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Aplique esto y el hecho de que el área de un trapecio es igual a 1/2 de la altura 
multiplicada por la suma de los lados paralelos, para demostrar que 

1 
X I YI 

área ABe ="2 X2 Yz 

-" 3 Y3 

[Nota. En la deducción de esta fórmula, se nombran los vértices de manera 
que el triángulo se recorra en sentido contrario al movimiento de las mane
cillas del reloj, yendo de (x 1 , Y 1 ) a (x 2, Y2 ) Y a (x 3, Y 3). Si el recorrido se 
hace en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj, el determi
nante que se obtiene conduce al negativo del área .] 

(b) Aplique el resultado obtenido en el inciso (a) para hallar el área del trián
gulo con vértices (3, 3), (4, O), (- 2, -1). 

D E F 
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3 
Vectores en los espacios 
bidimensional y tridimensional 

Los lectores que conozcan el contenido de este capítulo pueden pasar al capítulo 4, sin 
pérdida de contil/uidad. 

3.1INTRODUCCION A LOS VECTORES (GEOMETRICOS) 

En esta sección se presentan geométricamente los vectores en los espacios bidimensioaal 
(espacio 2) y tridimensional (espacio 3). Se definen las operaciones aritméticas sobre los 
vectores y se establecen algunas propiedades básicas de estas operaciones. 

Muchas cantidades físicas, como área, longitud y masa, se definen completamente 
una vez que se da un número real que representa la magnitud de la misma. Otras canti· 
dades físicas , denominadas vectores, no quedan determinadas por completo hasta que se 
especifican una magnitud y una dirección. * Fuerza , desplazamiento y velocidad son 
ejemplos de vectores. 

Los vectores se pueden representar geométricamente como segmentos rectilíneos 
dirigidos, o flechas, en los espacios bidimensional y tridimensional; la dirección de la tlecha 
especifica la dirección del vector y la longitud de la misma describe su magnitud. La cola 
de la flecha se llama punto inicial del vector y su punta es el punto terminal. Los vectores 
se denotarán por medio de letras minúsculas negritas como a, k, v, w y x. Al analizar los 
vectores, los números se mencionarán como escalares. Todos los escalares que se usen en 
este libro serán números reales y se denotarán por medio de letras minúsculas cursivas 
comoa, k, JI, W y .X. 

*En muchos libros en español sobre el tema se señala que un vector queda determinado al dar su mag
nitud, dirección y sentido; considerando la palabra dirección sólo con el significado de recta que con
tiene al vector; tal práctica, en no pocos casos, conduce a textos confusos. En este libro se traduce la 
palabra direction simplemente por dirección, dándole el significado ·- como en el texto en inglés, lo 
cual también es correcto en español- tanto de recta que contiene el vector como de sentido que se 
toma sobre la misma. (N. del T.) 
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Figura 3.1 a) El vector A B. b) Vectores equivalen tes. 

Si, como en la figura 3.10, el punto inicial de un vector v es A, y el punto terminal 
es B, se escribe 

v = AB 

Los vectores con la misma longitud y la misma dirección, como los de la figura 3.lb, 
se dice que son equivalentes. puesto que se desea que un vector quede determinado úni
camente por su longitud y dirección, los vectores equivalentes se consideran como iguales 
aun cuando puedan estar localizados en posiciones diferentes . Si v y w son equivalen-
tes se escribe -

,' = w 

Definición. Si v y w son dos vectores cualesquiera, entonces la suma v + w es el vector 
que se determina como sigue: Colóquese el vector w de modo que su punto inicial coin
cida con el punto terminal de v. El vector v + w se representa por medio de la flecha que 
va del punto inicial de v al terminal de w (figura 3.20). 

En la figura 3.2b se han construido dos sumas, v + w (flechas azules) y w + v (fle
chas blancas); es evidente que 

~w+v l 
y que la suma cOIncide con la diagonal del paralelogramo determinado por v y w. al ubicar 
estos vectores de modo que tengan el mismo punto inicial. 

(al 

Figura 3.2 
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Figura 3.3 

El vector de longitud cero se denomina vector cero y se denota por O. Se define 

O+v=v+O=v 

para todo vector v. Como no existe dirección natural para el vector cero, se convendrá 
en que se le puede asignar cualquier dirección que resulte conveniente para el problema 
que se esté considerando. Si v es cualquier vector diferente de cero, es obvio que el único 
vector w que satisface v + w = O es el vector que tiene la misma magnitud que v pero cuya 
dirección es la opuesta (figura 3.3). Este vector se conoce como negativo (o inverso adi
tivo) de v y se escribe 

w=-v 

Además, se define - 0=0. 
/'o.--"~ 

Definición. Si v y w son dos vectores cualesquiera , entonces la sustracción se define por 

v-w = v+(-w) 

Figura 3.40). 
Para obtener la diferencia v - w, sin construir - w, colóquense v y w de modo que 

coincidan sus puntos iniciales; el vector que va del punto terminal de w hacia el punto 
terminal de v es entonces el vector v - w (figura 3.4b) 

Definición . Si v es un vector y k es el número real (escalar), entonces el producto kv se 
define como el vector cuya longitud es Ikl multiplicado por la longitud de v y cuya direc
ción es la misma que la de v, si k > 0, y opuesta a la de v, si k < o. Se define kv = O si 
k =0 o v=O. \ 

iJ_w 
-w w w 

(a) (b) 

Figura 3.4 
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Figura 3.5 

En la figura 3 .5 se ilustra la relación entre un vector v y el vector tv, (- l)v, 2v 
y ( - 3)v. 

Nótese que el vector ( - l)v tiene la misma longitud que v pero su dirección es la 
opuesta. Por tanto , ( - l)v es precisamente el negativo de v; es decir, 

\ (- l)V=-V ) ---Los problemas relacionados con vectores a menudo se simplifican al introducir un 
sistema de coordenadas rectangulares. Por el momento , el análisis se restringe a vectores 
en el espacio bidimensional (el plano). Sea v cualquier vector en el plano y supóngase , 
como en la figura 3.6, que se ha colocado v de manera que su punto inicial quede en el 
origen de un sistema de coordenadas rectangulares. Las coordenadas (VI . v2 ) del punto 
terminal de v se llaman componentes de v, y se escribe 

Si se colocan vectores equivalentes, v y w, de modo que sus puntos iniciales caigan 
en el origen, entonces es obvio que sus puntos terminales deben coincidir (supuesto que 
los vectores tienen la misma longitud y la misma dirección) . Así entonces, los vectores 
tienen las mismas componentes. Es igualmente obvio que ve¡;tores con las mismas compo
nentes deben tener la misma longitud y la misma dirección y, por consiguiente , son eqt¡i
valen tes . En resumen, dos vectores 

son equivalentes si y sólo si 

y 

x 

Figura 3.6 

http://libreria-universitaria.blogspot.com



INTROOUCCION A LOS VECTORES (GEOMETRICOS) 117 

Figura 3.7 

Las operaciones de adición vectorial y multiplicációnpor escalares son muy fáciles 
de llevar a cabo en términos de componentes. Como. se ilustra en la figura 3.7, si 

erttonces 

Si v = (VI. V2) Y k es un escalar cualquiera, entonces. aplicando un argumento geométrico 
relacionado con triángulos semejantes, se puede demostrar (ejercicio 14) que 

(figura 3.8). 
Así, por ejemplo, si v = (l . - 2) y w = (7, 6) entonces 

v + w = (1..- 2) + (7 , 6) = (l + 7), - 2 + 6) = (8,4) 

y 

4v = 4( l. - 2) = (4( 1), 4(- 2» = (4, - 8) 

Figura 3.8 
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z z 

y 
o 

(a) (b) 

Figura 3.9 

Precisamente como los vectores en el plano se pueden describir por parejas de nú
meros reales, es posible describir los vectores en el espacio tridimensional por ternas de 
números reales, introduciendo un sistema de coordenadas reactangulares. Para construir 
un sistema de coordenadas de este tipo, se selecciona un punto O, conocido como origen, 
y se eligen tres rectas mutuamente perpendiculares, llamadas ejes de coordenadas, que 
pasen por el origen. Se denominan estos ejes como x, y y z y se selecciona una dirección 
positiva para cada uno de ellos, así como una unidad de longitud para medir las distancias 
(figura 3.9a). Cada par de ejes de coordenadas determinan un plano conocido como plano 
coordenado. Estos planos se mencionan como plano xy, plano xz y plano yz. A cada 
punto P en el espacio tridimensional se le asigna una terna de números (x, y, z), llamados 
coordenadas de P, como sigue: se pasan tres planos por P que sean paralelos a los planos 
coordenados, y se denotan los puntos de intersección de estos planos con los tres ejes 
coorde'nados por X, Y Y Z (figura 3.9b). Las coordenadas de P se definen como las longi
tudes con signo 

x = OX y=OY z=OZ 

En la figura 3.10 se han situado los puntos cuyas coordenadas son (4, 5, 6) y (- 3, 2, - 4). 
Los sistemas de coordenadas rectangulares en el espacio tridimensional caen en dos 

categorías, izquierdos y !erechos. Un sistema derecho tiene la propiedad de que un tornillo 

y 

(-3,2, -4) 
y x 

~--~--=-----~~. 

x 

Figura 3.10 
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Figura 3.11 a) Derecho. b) Izquierdo. 

--z6 
común que apunte en 1 . irección positiva del eje z avanzaría si el eje x positivo se hiciese 
girar 90° hacia el eje v ositivo (figura 3.1 la) . El sistema es izquierdo si el tornillo se des
plazase hacia atrás (figura 3.1Ib). 

En este libro sólo se utilizan ·sistemas derechos de coordenadas. 
Si , como en la figura 3.12, un vector ven el espacio tridimensional se ubica de modo 

que su punto inicial quede en el origen de un sistema rectangular de coordenadas, entonces 
las coordenadas del punto terminal se conocen como componentes de v y se escribe 

Si v = (VI . V2, V3 ) Y w = (WI ' W 2, W3) son dos vectores en el espacio tridimensional, 
entonces es posible aplicar argumentos semejantes a los usados para los vectores en un . 
plano, a fin de establecer los resultados que siguen: 

i) v y w son equivalentes si y sólo si VI = W¡ , V2 = W2 Y V3 = W3 

ii) v + w = (VI + WI . V2 + W2 , V3 + W3) 

iii) kv = (kv l . kV2 . kV3) , en donde k es un escalar cualquiera 

Ejemplo 1 

Si v = (1 , - 3 , 2) Y w = (4 , 2, 1), entonces 

v + w = (5. - 1, 3), 2v = (2 , - 6 , 4), - w = (- 4 , - 2, - 1), 
v - w = v + (- w) = (- 3, - 5, 1). 

z 

y 

Figura 3.12 
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r ,p¡(X¡, y¡, z¡ ) 
P'2(X -2, y::! . Z-2 } 

_1-
OP¡ 

y 

x 

Figura 3.13 

A veces surgen vectores que no tienen sus puntos iniciales en el origen. Si el vector 
p¡p2 tiene el punto inicial p¡(x¡ , y¡ , z¡) y el punto terminal P~(X2, Y2, Z2), entonces 

. ,/ 

es decir, las componentes de p¡p2 se obtienen al ¡estar las coordenadas del punto inicial 
de las coordenadas del punto terminal. Se puerle ver esto considerando la figura 3.13; 
el vector p¡p2 es la diferencia de los vectores OP2 y OP¡, de modo que 

Ejemplo 2 

Las componentes del vector v = p¡p2 con punto inicial p¡ (2, - 1,4) Y punto terminal 
P2 (7 , 5, - 8) son 

v=(7 - 2,5 - (- I),(- 8) --' 4)=(5,6, - 12) • 

. De modo análogo, en el espacio bidimensional, el vector con punto inicial p¡ (x¡, Y¡) 
ypuntoterminalP2(x2,h)esP¡P2 =(X2 - X¡,Y2 - y¡). 

Ejemplo 3 

Se pueden simplificar las soluciones para muchos problemas, trasladando los ejes de coor
denadas a fm de obtener nuevos ejes paralelos a los originales. 

En la figura 3.140 se han trasladado los ejes de coordenadas xy para obtener un sis
tema de coordenadas x'Y' cuyo origen O' está en el punto (x, y) = (k, [). Un punto P en 
el espacio bidimensional ahora tiene tanto las coordenadas (x, y) como las coordenadas 
(x', y'). Para ver la forma en la que las dos están relacionadas, considérese el vector O'P 
(figura 3.14b). En el sistema xy, su punto ini<;ial está en (k, 1) Y su punto terminal en 
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- O'P ? 
¿D ' 

Figura 3.14 

(X, y) ; por tanto~ (x - k, Y - 1). En e~tema x' y', su punto inicial está en (0, O) 
Y su pun~o terminal en (x', y',);así entonces, OF = (x', y'). Por tanto, 

'{ 

J m 

Estas expresiones se denominan ecuaciones de tras/ación. 
Como ilustración, si el nuevo origen está en (k, 1) = (4, 1) Y las coordenadas xy 

de un punto P son (2,0), entonces las coordenadas x'y' de P son x' = 2 - 4 = - 2 Y X' = ° 
_ 1 =_ l. '.' J 

En .el espacio tridimensional , l~s ecuaciones de traslación son 

en donde (k, 1, m) son las éoordenadas xyz del nuevo origen. 

EJERCICIOS 3.1 

1. Dibuje un sistema derecho de coordenadas y ubique los puntos cuyas coorde
nadas son : 

a) (2, 3, 4) 
e) ( - 2, -3, 4) 
i) (0,2, O) 

b) ( - 2, 3.4) 
1) ( - 2, 3, - 4) 

j) (0, 0, - 2) 

c)(2, - 3,4) 
g) (2, - 3, - 4) 
k) (2,0, 2) 

d) (2, 3, - 4) 
11) ( - 2, - 3, - 4) 
1) ( - 2,0, O) 

2. Dibuje los vectores siguientes con los puntos iniciales ubicados en el origen : 

a) VI = (2 , 5) 

d) V4 = (6, - 2) 

g) v7 = (2, 3, 4) 

b)vz = ( - 3.7) 
e)v,= (2. 0) 
h)v H = (2, O, 2) 

e) v] = ( - 5, - 4) 

n v" = (0, -X) 
i) V4 = (O: 0, - 2) 

3. Halle los componentes del vector que tiene el punto inicial PI Y el punto ter-
minalP2 • . 
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a) P¡(3 , 5), 1'2(2, 8) b) P¡(7, - 2), Pz{O, O) 
e) P¡(6,5 , 8), P 2(8, - 7, - 3) d) PIrO, O, 0), 1'2( - 8, 7,4) 

'1, 4. Halle un vector con punto inicial P(2, - 1,4) Y que tenga la 'llisma dirección que 
v = (7,6 , - 3). 

í) 5. Halle un vector, con dirección opuesta a la de v = (- 2, 4, - 1), que tenga el pun
to terminal Q(2, 0, - 7). 

6 . Sea u = (1,2,3) , v = (2, - 3, 1) y w = (3,2, - 1). Halle las componentes de 

a) u - w 
d) 3(u - 7v) 

b) 7v + 3w 
e) -3v-8w 

e) -w+v 
f) 2v - (u + w) 

7. Sean u, v y w los vectores del ejercicio 6. Encuentre las componentes del vector 
x que satisfaga 2u - v + x = 7x + w. 

8. Sean u, v y w los vectores dd ejercicio 6. Halle los escalares el, e2 Y e3 tales que 
elu+e2v+e3w=(6 , 14, -- 2). 

9 . Demuestre que no existen los escalares el. e2 Y e3 tales que 

c ¡(1 ,2, - 3) + ( 2(5. 7, 1) + c3(6. 9, -2) = (4, 5, O). 

10. Encuentre todos los escalares el. e; y e3 tales que 

I 

c¡(2, 7, 8) + c2 (1 , - 1, 3) + c3(3 , 6. 11) = (0, 0, O). 

11. Sea P el punto (2 , 3, - 2) Y Q el punto (7 , - 4 , 1 ). 

a) Encuentre el punto medio del segmento rectilíneo que une a P con Q. 

b) Encuentre el punto del segmento rectilíneo que une a l' con Q que esté a las 
3/4 partes de la distancia de P a Q. 

12. Suponga que un sistema de coordenadas xy se traslada para obtener un sistema 
de coordenadas x'y' cuyo origen O' tiene las coordenadas xy (2, - 3). 

a) Halle las coordenadas x'y' del punto P cuyas coordenadas xy son (7,5). 
b) Encuentre las coordenadas xy del punto Q cuyas coordenadasx'y' son (- 3,6). 
(';Trace los ejes de coordenadas xy y x'y' y ubique los puntos P y Q. 

13. Suponga que un sistema de coordenadasxy z se traslada para obtener un sistema de 
coordenadas x'y' z'. Sea v un vector cuyas componentes son v = (1' ¡. ]J 2 • 1'3) en el 
sistema xyz. Demuestre que v tiene las mismas componentes en el sistema x'y'::' . 

14. Pruebe geométricamente que si v = (v l. V2), entonces kv = (kv 1 , kV2 ). (Restrinja 
la de'mostración al caso k > ° que se ilustra en la figura 3.8. La demostración 
completa comprendería muchos casos que dependen del cuadrante en el que cae 
el vector y el signo de k .) 
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3.2 NORMAS DE UN Vf.CTOR;ARITMETICA VECTORIAL 

En esta sección se establecen las reglas básicas de la aritmética vectorial. 

Teorema l. Si u , v y w son vectores en el espacio bidimensional o tridimensional. y k Y 1 
son escalares. entonces se cumplen las relaciones siguientes: 

a) u + v = v + u 
b) (u + v) + w = u + (v + w) 

c) u + O = O + u = u 
d) u + (-u) = O 

) 
e) k(lu) = (kl)u 
f) k(u + v) = ku + kv 
g) (k + l)u = ku + lu 
h) 1u = u 

Antes de analizar la demostración, observe que se han desarrollado dos enfoques hacia los 
vectores: geométrico. en el que los vectores se representan por medio de flechas o segmen
tos rectilíneos dirigidos, y analítico. en el que se representan por parejas o temas de nú
meros denominados componentes. Como consecuencia, los resultados del teorema 1 se 
pueden establecer geométricamente o analíticamente . Como i1uSiJ ación, se probará el 
inciso b) en ambas formas. Las demostraciones restantes se dejan como ejercicios. 

Demostración del inciso b) (analítica). Se dará la demostración para vectores en el es
pacio tridimensional. La demostración para el espacio bidimensional es semejante. Si 
u = (UI. U2. U3), v = (VI . v2• V3) Y W = (WI. W2. W3) , entonces 

(u + 'v) + W = [(UI> uz, U3) + (VI> vz, V3 )] + ( W I> wz, W3) 

= (UI + VI , Uz + vz, U3 + v3) +,(wl , wz, W3) 

= ([u l + VI] + w l , [u z + vz ] + wz, [U3 + V3] + W3) 

= (UI + [ VI + wl ] , Uz + [vz + wz], U3 + [V3 + W3]) 

= (UI> uz, U3) + (VI + wl> Vz + wz, V3 + W3) 

= u + (v + w) I 

Demostración del inciso b) (geométrica). Supóngase que u, v y W se representan por PO 
QR Y RS. como se muestra en la figura 3.15. Entonces, 

v + w = QS . y u + (v + w) = PS 

También, 

u + v = PR Y (u + v) + w = PS D'Vv' 

Por tanto , 

u + (v + w) = (u + v) + w I 

...: 
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p 

Figura 3.15 

A la longitud de un vector v a menudo se le da el nombre de norma oe v y se le 
denota 'por IIvll. Del teorema de Pitágoras se deduce que la norma de un vector'v = (v) , 1'2) 
en el espacio bidimensional es 

(figura~ 3 . 16a). Sea v = (VI, 1'2, 1'3) un vector en el espacio tridimensional . Utilizando la , 
figura 3 .16b Y con dos aplicaciones del teorema de Pitágoras, se 'obtiene 

IlvW = (OR) 2 + (RP) 2 

= (OQ)2 + (OS)2 + (RP)2 \ 

= vi + v~ + v~ . ,) 

Por tanto , 

1111 
~-, -, 

v = -J Vi + [' 2 + 1') (3.1 ) 

Si PI (XI , Y I, ZI) Y P2(X2 , h , Z2) son dos puntos en el espacio tridimensional , entonces 
la distancia 'd entre ellos es la norma del vector PI P2 (figura 3 .17). Debido a que 

Figura 3.16 
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z /P' ,,,.,,, " l 

p¡ (X¡.y¡ . z¡) y 

Figura 3.17 

de (3.1) se deduce que 

De modo análogo, si PI(X¡, Y¡) y P 2(X2, Y2) son puntos en el espacio bidimensional, 
entonces la distancia entre ellos está dada por 

Ejemplo 4 

La norma del vector v =(- 3,2,1) es 

La· Jistancia d entre los puntos p¡ (2 , - 1, - 5) Y P2 (4, - 3, 1) es 

EJERCICIOS 3.2 

1. Calcule la norma de v cuando 

a) v = (3,4) 

d) v = (1 , 1, 1) 
b) v = ( - I , 7) 

e) v = ( - H, 7, 4) 

2. Calcule la distancia entre PI y P2 . 

a) /J I (2 , 3), Pl (4, 6) 
e) /JI( H, - 4, 2), /J 2( - 6, -- 1, O) 

c) \' = (O, - 3) 

n v = (9, O. (J) 

b) PI ( - 2, 7)_ 1'2(0, - 3) 
d)P ,( I , I.I), 1'2(6,- 7.3) 

3. Sea u = (1, -- 3,2), v = (l, 1, O) Y w '" (2 , 2, -- 4). Encuentre 

a) Ilu + vii b) liui¡ + Ilvll e) 11 - 2ull + 211ull 

http://libreria-universitaria.blogspot.com



126 VECTORES EN LOS ESPACIOS BIDIMENSIONAL Y TRIDIMENSIONAL 

d) 113u - 5v + wl l 

4. Halle todos los escalares k tales que IIkvll = 3, en donde v = (l , 2,4). 

5. Verifique los incisos (b), (e), (f) y (g) del teorema 1, para u = (1, - 3, 7), v = (6, 
6,9), w = (- 8,1,2), k = - 3 Y 1 = 6. 

I 
6. Demuestre ~ue si v es diferente de cero, entonces IT~II v tiene norma l. 

7. Use el resultado del ejercicio 6 para hallar un vector de norma 1 que tenga la 
misma dirección que v = (1, 1, 1). 

8. Sea Po = (xo. Yo. zo) y P = (x. y. z). Describa el conjunto de todos los puntos 
(x. y . z) para los que IIp - Po 11 = 1. -

9. Pruebe geométricamente que si u y y son vectores en los espacios bidimensional 
y tridimensional, en tonces lIu + v 11 :s;;; lIu 11 + IIv 11 . 

10. Pruebe analíticamente los incisos (a), (e) y (e) del teorema l. 

11. Pruebe analíticamente los incisos (d), (g) y (h) del teorema l. 

12. Pruebe geométricamente el inciso (n del teorema l . 

3.3 PRODUCTO ESCALAR (PUNTO); PROYECCIONES 

En esta sección se presenta un tipo de multiplicación de vectores en los espacios bidimen
sional y tridimensional. Se establecen las propiedades aritméticas de esta multiplicación y 

se dan algunas aplicaciones. 
Sean u y v dos vectores diferentes de cero en los espacios bidimensional o tridimen

sional y supóngase que se h-an situado estos vectores de modo que sus puntos iniciales 
coincidan. Se dirá que el ángulo entre u y v es el ángulo () determinado por u y v que satis
face O :s;;; () :s;;; 7T (figura 3.18). 

Definición. Si u y v son vectores en los espacios bidimensional o tridimensional y () es el 
ángulo entre u y v, entonces el producto escalar (punto) o producto euclidiano interior 
u . " se define por 

L v .. 
v v u 

Figura 3.18 
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Ejemplo 5 

r (0, 2, 21 

(0,0, 1) 

y 

Figura 3.19 

u . v = { llu l ~ll vll cos e, si u -=1- o y v -=1- o 
siu=Oó v=O 

Como se muestra en la figura 3.19 , el ángulo entre los vectores u = (O, O, 1) Y v = (O, 2, 
2) es de 45°. Por tanto, 

Sean u = (UI, U2 , U3) Y v = (VI. V2 • V3 ) dos vectores diferentes de cero. Si, como en la fi· 
gura 3.20 , (J es el ángulo entre u y v, entonces la ley de los cosenos da 

-" Puesto que PQ = v - u, se puede volver a escribir (3.2) como 

o bien, 

- z 

/ 
Figura 3.20 

Q (VI. V2, V3 ) 

y 
~ 

(3 .2) 
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Al hacer la sustitución, 

y 

después de simplificar, se obtiene: 

(3.3) 

Si u = (UI, U2) Y v = (VI, V2) son dos vectores en el espacio bidimensional , entonces la 
fórmula que corresponde a (3.3) es 

Ejemplo 6 

Considérense los vectores 

u = (2, - 1, 1) y v = (I , I, 2) 

Hállese u . v y determínese el ángulo e ·entre u y v. 

Solución. 

También lIull = IIvll =V6, de modo que 

u . v 3 l 
cos () = ------. = --:-_ ._= = --

Ilullll"11 ";6 .,;'6 2" 

Por tanto , e = 60°. 

Ejemplo 7 

Hállese el ángulo entre un a de las diagonales de un cubo y una de sus aristas . 

Solución. Sea k la longitud de una de las aristas e introdúzcase un sistema de coordenadas 
como se muestra en la figura 3.2 1. 

Si se hace u. = (k, 0 , O), U2 = (0, k, O) Y U 3 = (0 , 0 , k), entonces el vector 

d = (". k. Id = u I + U 2 + u .\ 
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y 

V"(k, O, O) 

Figura 3.21 

es una diagonal del cubo. El ángulo e entre d y la arista UI satisface 

1 

J3 

Por tanto, 

() = cos -' l ( _ 1_) :::: 54 '44' 
• y3 

En el teorema que sigue se muestra cómo puede usarse el producto escalar para 
obtener información acerca del ángulo entre dos vectores; también se establece una im· 
portante relación entre la norma y el producto escalar. 

Teorema 2. Sean u y v vectores en el espacio bidimensional o en el tridimensional. 

a) 
b) 

v· v = IIvIl2 ;esdecir, IIvll = (v· V)I/2 ) 

Si u y v son vectf!res diferentes de cero y e es el ángulo entre ellos. entonces ~\ 1\ 

e es agudo 
e es obtuso 
e = .2!.. 

2 

si y sólo si 
si y sólo si 
si y sólo si 

U· v>O 
u' v<O 
u'v=O 

Demostracióll. 

a) Supuesto que el ángulo e entre v y ves O, se tiene 

v . v = I!vlll lvll cos O = Il vW cos O = IIvl12 
b) Dado ' qJe lIu 11 > O, IIv 11 > O Y u • v = lIu 11 IIv 11 cos e, u • v tiene el mismo signo que 
cos e. Supuesto que e satisface O .;;;;; () .;;;;; n, !l ángulo e es agudo si y sólo si cos e > O, 
() es obtuso si y sólo si cos () < O Y () = n/2 si y sólo si cos e = o. I 
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Ejemplo 8 

Si u = (1, - 2,3), v = (- 3,4,2) Y W = (3,6, 3), entonces 

u' v = (1)( - 3) + (-2)(4) + (3)(2) = -5 

v • W = (- 3)(3) + (4)(6) + (2)(3) = 21 

u' w = (1)(3) + (-2)(6) + (3)(3) = O 

Por tanto, u y v forman un ángulo obtuso, v y w forman un ángulo agudo y u y w son 
perpendiculares. 

En el teorema que se da a continuación se listan las propiedades aritméticas princi
pales del producto escalar. 

Teorema 3. Si u, v y w son vectores en el espacio bidimensional o en el tridimensional y 
k es un escalar, entonces 

a) u' v = v . u 
b) u • (v + w) = u • v + u • w 
c) k(u· v) = (ku) • v = u . (kv) 
d) v . v > O si v #- O Y v· v = O si v = O 

Demostración. Se probará (c) para vectores en el espacio tridimensional y se dejarán las de- . 
mostraciones que restan como ejercicios. Sean u = (u 1, uz, U3) Y v = (VI> vz, V3); entonces 

k(u • v) = k(Ul VI + U2V2 + U3V3) 

= (kU¡}Vl + (kU2)V2 + (kU3)V3 

= (ku) • v 

De modo análogo, k(u • v) = u . (kv) I 

Con base en el inciso b) del teorema 2, se defmen dos vectores u y v como ortogo
nales (escrito u 1 v) si u • v = O. Si se conviene en que eI'vector cero forma un ángulo de 
1r/2 con todo vector, entonces dos vectores son ortogonales si y sólo si son geométrica
mente perpendiculares. 

El producto escalar es útil en problemas en los que se tiene interés en "descomponer" 
un vector en una suma de vectores perpendiculares. Si u y v son vectores diferentes de 
cero en el espacio bidimensional o en el tridimensional, entonces siempre es posible es
cribir u como 

u = W1 + W2 

en donde Wl es un múltiplo escalar de v y W2 es perpendicular a v (figura 3.22). El vector 
Wl recibe el nombre de proyección ortogonal de u sobre v y el Wz es la componente de u 
ortogonal a v. 
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Figura 3.22 

Los vectores Wl Y W2 se pueden obtener como sigue. Debido a que Wl es un múl
tiplo escalar de v, se puede escribir en la forma Wl = kv. Por i.anto, 

. u = W¡ + W 2 = kv + W 2 (3.4) 

Al tomar el producto escalar de dos miembros de (3.4) con v y aplicar los teoremas 2 y 3, 
se obtiene f 

u . v = (kv + w2) • v = kllvW + W 2 • V 
v 

. 
Supuesto que W2 es el perpendicular a v, se tiene W2 • v = 0, de modo que por esta ~cua-
ción se llega a 

u'v 
k = TIVIr 

y como Wl = kv, se obtiene 

u·v 
W¡ = IIvl12V proyección ortogonal-de u sobre v 

"-
Al despejar W2 de u = w, + W2 da 

componente de u ortogonal a v 

Ejemplo 9 

Considérense los vectores 

u = (2, - 1, 3) Y v = (4, - 1, 2) 
) 

Ya que 

u '· v = (2}(4) + (-1)( -1) + (3)(2) = 15 

y 
01 
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la proyección ortogonal de u sobre v es 

u . v 15 (20 - 5 10) 
w¡ = IIvl1 2 V = 21 (4, - 1,2) = 7 ' 7 -' 7 

La componente de u ortogonal a v es 

(
20 - 5 10) ( - 6 - 2 11) 

w2 =u-w¡=(2,-1,3)- \7 '7 ' 7. = -7-'7'7 
¡ 

Como comprobación, es posible que el lector desee verificar que W2 perpendicular a v, 
mostrando que W2 • v = O. 

EJERCICIOS 3.3 

f\ 

". 1. Halle u • v para 

a) u = (1,2), v = (6, -8) b) u = (-7, - 3), v = (O, 1) 
e) u = (1 , - 3,7), v = (8, - 2, -2) d) u = (- 3, 1, 2), v = (4, 2, - 5) .' 

,J. 2. En cada parte del ejercicio 1, halle el coseno del ángulo (} entre u y v. 

u.-3. Determine si u y v forman un ángulo agudo, forman un ángulo obtuso o son 
ortogonales. 

a) u=(7,3,5),v=( - 8,4,2) 
e) u = (1, 1, 1), v = ( - 1, O, O) 

b) u=(6, 1,3),v = (4, 0, -6) 
d) u = (4, 1,6), v = (- 3, O, 2) 

.¡. 4. Halle la proyección ortogonal de u sobre v si: 

a) u = (2, 1), v = (- 3,2) 
e) u=( - 7,1,3),v=(5,0,1) 

b) u = (2,6), v = (- 9, 3) 
d) u = (O, O, 1), v = (8, 3, 4) 

d S. En cada uno de los incisos del ejercicio 4, halle la componente de u ortogonal a v. 

6. Verifique el teorema 3 para u = (6, - 1,2), v = (2, 7, 4)y k = ~ 5. 

7. Encuentre dos vectores de norma 1 que sean ortogonales a (3 , - 2). 

lS 8. Sean u = 0,2), v = (4, - 2) Y w = (6 , O). Halle : 

a}u'(7v+w) b} II(u· w) wll e) Ilull (v· w) d) IIlull v) . w 

9. Dé una explicación de por qué cada una de las expresiones siguientes no tienen 
significado. 

a} u· (v' w) 
~ .1 ,¡¡ 

b)(u' v + ~ 

'Y'/') 

" d} k' (u + v) 

10. Use vectores para hallar los cosenos de los ángulos interiores del triángulo con 
~ vértices en (- 1, O), (- 2, 1) Y O , 4 ). 
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11 . Establezca la identidad 

12. Establezca la identidad 

13. Halle el ángulo entre una de las diagonales de un cubo y una de sus caras . 

14. Los cosenos de dirección de un vector v en el espacio tridimensional son los nú
meroscos Q, cos ~ y cos 'Y, en donde Q , ~ Y 'Y son los ángulos entre v y los ej~s 
x , y y z positivos. Demuestre que si v = Ca, b , d, entonces cos Q =a/ya1 + b2 + c2 

• 

Halle cos ~ y cos 'Y. 

IS. Demuestr,e que si ves ortogonal a w} y W2. entonces v es ortogonal a k} w¡ 
+ k2W2 para todos los escalares k l y k 2 , 

16. Sean u y v vectcres diferentes de cero en el espacio bidimensional o en el tridi
mensional. Si k '" Ilull y 1 = IIvll , demuestre que el vector 

biseca el ángulo entre u y v. 

1 
11 = - - lb + lu) 

/.: ~ I 

3.4 PRODUCTO VECTORIAL (CRUZ) 

I 

,En muchas aplicaciones de los vectores a problemas de la geometría , física e ingeniería, 
se tiene interés en construir un vector en el espacio tridimensional que sea perpendicular 
a dos vectores dados . En esta sección se presenta un tipo de multiplicación vectorial que 
facilita esta construcción. 

Definición. Si u = (u ¡ • 112. 113) Y v = (VI. V2 , V3) son vectores en el espacio tridimensional, 
entonces el producto vectorial (cruz) u X ves el vector definido por 

o . ,con la notación de determinantes. 

u x " = (' 1 '~2 
" 

11.11· -1"' r .l 1', 
11.11. 1

11
' 

l' l' .1 , 
(3.5) 

OI3SFRVACION. Existe un patrón en la fórmula (3 .5) que es útil tener presente. Si se forma 
la matriz de 2 X 3 

[", 1', 

Ir] 3 

r .1 
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en donde los elementos del primer renglón son las componentes del primer factor u, y los 
del segundo renglón son las componentes del segundo factor v, entonces el determinante de 
la primera componente de u X v se obtiene al eliminar la primera columna de la matriz, el 
determinante de la segunda componente al eliminar la segunda columna de la matriz, y 
el determinante de la tercera componente. al eliminar la tercera columna de la matriz. 

Ejemplo 10 

Halle u X v, en donde u = (1,2, - 2) Y v = (3,0, 1). 

Solución. 

e ~-n 
u x v = (I~ -~I, - I~ -~I, I~ ~I) 

= (2, - 7, -6) 
¡ 

En tanto que el producto escalar (punto) de dos vectores es un escalar, el producto 
vectorial (cruz) es otro vector. El teorema que sigue da una relación importante entre el 
producto escalar y el vectorial y también indica que u X v es ortogonal tanto a u como a v. 

Teorema 4. Si uy v son vectores en el espacio tridimensional, entonces, 

a) u· (u x v) = O 
b) v· (u x v) = O 
e) Ilu x vl12 = IIul1211vll2 - (u . V)2 

(u x v es ortogonal a u) 
(u x v es ortogonal a v) 
(Identidad de Lagrange) 

a) u· (u x v) = (u1, U2' U3)· (U2V3 - U3V2, U3Vl - U1V3, UIV2 - U2Vl) 

= Ul(U2 V 3 - U3 V2) + U2(U3 V l - UIV3) + U3(UIV2 - U2Vl) 

=0 

b) Semejante a (a) 
c) Puesto que 

y 

IIul12 IIvl12 - (u . V)2 
=(U1

2 + U/ + U3
2
)(V/ + V/ + V3

2
) - (UIVl + U2V2 + U3V3)2 (3.7) 

Se puede establecer la identidad de Lagrange al "efectuar las multiplicaciones" de los se
gundos miembros de (3.6) y (3.7) Y verificar su igualdad. 
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Ejemplo 11 

Considérense los vectores 

u = (1, 2, -2) and v = (3, O, 1) 

En el ejemplo lOse demostró que 

u x v = (2, -7, -6) 

Debido a que 

u . (u x v) = (1)(2) + (2)( - 7) + ( - 2)( - 6) = O 

y 
} 

v . (u x v) = (3)(2) + (0)( - 7) + (1)( - 6) = O 

u X ves ortogonal tanto a u como a v, como lo garantiza el teorema 4. 
Las propiedades aritméticas principales del producto vectorial se listan en el teorema 

siguiente: 

Teorema 5. Si u, v y w son vectores cualesquiera en el espacio tridimensional y k es un es
calar cualquiera, entonces: 

a) u x v = - (v x u) 
b) u x (v + w) = (u x v) + (u x w) 
c) (u + v) x w = (u x w) + (v x w) 
d) k(u x v) = (ku) x v = u x (kv) 
e) u x O = O x u = O 
j)u x u=O 

Las demostraciones se deducen inmediatamente de la fórmula 3.5 y de las propiedades de los 
determinantes; por ejemplo, (a) se puede probar como sigue: 

Demostración. (a) Al intercambiar u y v en (3.5) se intercambian los renglones de los tres 
determinantes del segundo miembro de (3.5) y, en consecuencia, se cambia el signo de 
cada componente del producto vectorial. Por tanto, u X v = - (v X u). I 

Las demostraciones de los incisos restarrtes se dejan como ejercicios. 

Ejemplo 12 

Considérense los vectores 

i = (1, O. O) j = (0, 1, O) k = (O, 0, 1) 

Cada uno de estos vectores tienen longitud 1 y están a lo largo de los ejes de coordenadas 
(figura 3.23); éstos se conocen como vectores unitarios estándar del espacio tridimensional. 

\ 
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rz 

(0,0, 1) 

k 

Figura 3.23 

Todo vector v = (VI , V2, V3) en el espacio tridimension.al se puede expresar en términos de 
i , j y k, ya que se puede escribir 

Por ejemplo, 

(2, - 3, 4) = 2i - 3j + 41( 

De (3.5) se obtiene 

i x j = ( I~ ~I, - I~ ~I, I ~ ~I) = (0, 0, 1) = k 

El lector no debe tener problemas en obtener los siguientes resultados. 

i x i=j x j=k x k = O 

i x j = k, j x k = i, k x i = j 

j x i = - k, k x j = - i, i x k = - j 

El diagrama que sigue es ú ti! para recordar estos resultados. 

i 

o : 
Con referencia a este diagrama, el producto vectorial de dos vectores consecutivos al ir en 
el sentido de las manecillas del reloj es el vector que sigue sobre la circunferencia, y el 
producto vectorial de dos vectores consecutivos al avanzar en sentido contrario a las ma
necillas del reloj es el negativo del vector siguiente sobre la circunferencia. 

También conviene hacer notar que se puede representar simbólicamente un producto 
vectorial en la forma de un determinante de 3 x 3, 
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u X V = U¡ 

V¡ 

Por ejemplo, si u = (1, 2, - 2) Y v = (3, O, 1), entonces 

j 
u x v = 1 2 

3 O 

k 
- 2 = 2i - 7j - 6k 

1 

lo cual concuerda con el resultado que se obtuvo en el ejemplo 10. 

Observación. En general, no es cierto que u X (v X w) :-= (u X v) X w. Por ejemplo, 

i x (j x j) = i x O = O 
y 

(i x j) x j = k x j = - (j x k) = - i 

de modo que 

i x (j x j) 4 (i x J) x j 

137 

----

Por el teorema 4 se sabe que u X v es ortogonal tanto a u como a v: Si u y v son vecto
res diferentes de cero, se puede demostrar que es posible determin'lr la dirección de ti X v 
aplicando la "regla de la mano derecha"· siguiente (figura 3.24). Sea 8 el ángulo entre u y v, 
y supóngase que se hace girar u de modo que describa el ángulo 8 hasta que coincida con 

uxv 

Figura 3.24 

*Recuérdese que i en este texto , se convino en considerar sólo sistemas derechos de coordenadas. Si 
o;c hubieran utilizado sistemas izquierdos. a4uí se aplicaría la "rc¡!la de la milon izquierda". 
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v. Si se curvan los dedos de la mano derecha de modo que apunten en la dirección de rota
ción, entonces el pulgar apunta (aproximadamente) en la dirección de u X v. 

Quizás el lector considere instructivo practicar esta regla con los productos. 

i x j = k j x k = i k x i = j 

Si u y v son vectores diferentes de cero en el espacio tridimensional, entonces la 
norma de u X v tiene una interoretación geométrica útil. La identidad de Lagrange, dada 
.en el teorema 4, afirma que 

(3.8) 

. ~i (J denQta el ángulo entre u y v, entonces u • v = lIullllvll cos (J, de modo que se puede 
, . volver a escribir (3.8) como . 

Por tanto, 

Ilu X vl1 2 
= IIul12 IIvl12 - IIul12 IIvl12 cos2 e 
= IluW IlvW (1 - cos2 e) 

= IIul1211vl12 sen 2 e 

• 

(3.9) 

Pero l\vll sen (J es la altura del paralelogramo determinado por u y v (figura 3.2,S). Por 
consiguiente, por 10 expresado en (3.9), el área A de este paralelogramo está dada por 

A = (base)(,altura) = Ilullllvll sen e = Ilu x vII 

En otras palabras, la nonna de u X v es igual al área del paralelogramo detenninado 
por uy v. 

Ejemplo 13 

Hállese el área del triángulo determinado por los puntos P1 (2, 2, O), P2 (- 1, 0, 2) Y 
P3 (0, 4, 3). 

Figura 3.25 
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Figura 3.26 

SOlución. El área A del triángulo es 1/2 del área del paralelogramo determinado por los 
vectoresPlP2 y P1P3 (figura 3.26). 

Al aplicar el método analizado en el ejemplo 2 de la sección 3.1 ,P1P2 = (- 3, -2, 
2) Y P1P3 = (- 2,2,3). Se deduce que 

P1P2 X P1P3 = (- 10, 5, - 10) 

y, como consecuencia, 

A = tllp¡p2 x P 1P 3 11 = t(15) = 1f-

Inicialmente, se defmió un vector como un segmento rectilíneo dirigido, o flecha, 
en el espacio bidimensional o en el tridimensional; posteriormente, se introdujeron los 
sistemas de coordenadas y las componentes para simplificar los cálculos con vectores. 
Por tanto, un vector tiene una "existencia matemática" sin importar si se haya introducido 
o no un sistema de coordenadas. Además, las componentes de un vector no quedan ,deter
minadas sólo por el propio vector; también dependen del sistema de coordenadas que se 
elija. Por ejemplo, en la figura 3.27 se tiene indicado un vector fijo en.el plano, v, y dos 
sistemas diferentes de coordenadas. En el sistema de coordenadas xy, las componentes de 
v son (1 , Í), yen el sistemax'y' son (..Ji, O). 

Esto lleva a una pregunta importante acerca de la defmición dada de producto vec
torial. Puesto que se defmió el producto vectorial u X ven términos de las componentes 

-
Figura 3.27 
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de u y V, y como estas componentes dependen del sistema de coordenadas elegido, parece 
factible que dos vectores fijos u. y v podrían tener productos vectoriales diferentes en sis
temas diferentes de coordenadas. Por fortuna, éste no es .el caso. Para justificar esto, basta 
con recordar que: 

i) u X ves perpendicular tanto a u como a v. 
ii) La orientación de u X v se determina por la regla de la mano derecha. 

iii) lIu X vll= lIullllvll sen 8. 

Estas tres propiedades determinan por completo al vector u X v; las propiedades (i) y (ii) 
determinan la dirección, y la (iii) deterinina la longitud. Dado que estas propied¡¡.des 
dependen únicamente de las longitudes y posiciones relativas de u y v, y no del sistema 
derecho de coordenadas que se esté utilizando en particular, el vector u X v permanece 
inalterado si se introduce un sistema derecho diferente d.e coordenadas. Este hecho se 
describe al afirm¡¡r que la definición de u X v es independiente de las coordenados. Este 
resultado tiene gran importancia para los físicos .e ingenieros quienes, COn frecu.encia, 
trabajan con muchos sistemas de coorden¡¡das en el mismo problema. 

Ejemplo 14 

Considérense dos vectores perpendiculares u y v, cada uno de longitud 1 (como se mues
tra en la figura 3 .280). Si se introduce un sistema de coordenadas XYf. como se ve ,en la 
figura 3.28b, entonces 

u = (1 , O, O) = i y v = (O. 1, O) = j 

de modo que 

u x v = i x j = k = (O, 0, 1) 

Por otro lado, si se introduce un sistema de .coorden~das x'y'i', como ~e muestra en la 
figura 3.28c, entonces 

(a) 

v .-

u = (0, 0, 1) = k 

«J. O. 1) 

\J X v 

(b) 

y 

.Y 
* 

Figura 3.28 

v=JI,O,O)=i 

r 
(lJ. 1 O) 

u)o; \' 

.r ' 
;..--...,;..-_._--~ 

u 
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de modo que 

u x v = k x i = j = (O, 1, O) 

Pero en las figuras 3.28b·y e se ve con claridad que el vector (O, 0,1) del sistemaxyz es el 
mismo que el vector (0, 1, O) del sistema x'y' z'. Por tanto, se obtiene el mismo vector 
u X v, sea que se calcule con coordenadas del sistema xyz o con las coordenadas del sis
tema x'y'z'. 

I , 

EJERCICIOS 3.4 

1. Séan u = (2, - 11 3), v = (0,1,7) Y w = (1, 4, 5). Calcule: 

a) v x w 
d) (u x v) x (v x w) 

b) u x (v. x w) 

e) u x (v - 2w) 

c)(u x v) X W 
f) (u x v) - 2w 

2. En cada inciso, halle un vector ortogonal tanto a u como a v. 

a) u=(-7,3, 1) v = (2,0,4) 
b) u=(-I, - 1, -1) v=(2, 0, 2) 

3. En cada inciso, halle el área del triángulo que tiene los vértices p. Q y R. 

a) P(1, 5, -2) 
b) P(2,0, -3) 

I 

Q(O, 0, O) 
Q(I, 4,5) . 

R(3, 5,1) 
R(7, 2, 9) 

4 . Verifique el teoréma 4 para los vectores u = (l, - 5,6) Y v = (2, 1,2). 

S Verifique el teorema 5 para u = (2, 0, - 1), v= (6, 7, 4), w = (1,1, l)y k = - 3. 

6. ¿Qué es erróneo en la expresión u X v X w? 

7 .. Sean u = (-1, 3, 2) Y w == (1, 1, - 1). Halle todos los vectores x que satisfagan 
u X x = w. 

8 . Sean ti =(UI . U2. U3), v= (VI. V L • V3) Y w = (wI. W2. W3) . Demuestre que P 

LI) Uz 

:'1 u' (v x w) = r ¡;2 ) .1 

w) W 2 \\' .1 

9. Use el resultado del ejercicio 8 para calcular u' (v X w) cuando u = ( - ·1, 4,7), 
v = (6, - 7,3) Y w = (4, 0,1). 

10. Sean m y n vectores cuyas componentes en el sistema xyz de la figura 3 .28 son 
m=(O,O, l)yn=(O, 1,0). 

a) Halle las componentes de m y n en el sistema x'y'/ de la figura 3 .28. 
b) Calcule m X n utilizando las componentes en el sistema xyz. 
f') Calcule m X n utilizando las componentes en el sistema x'y'z ' . 
d) Demuestre que los vectores que se obtuvieron en (b) y (e) son los mismos. 
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? 11. Pruebe las siguientes identidades. 

1 

a) (u + kv) x v = u x v 
b) (u x v) • z = u . (v x z) 

12. Sean u, v y w vectores diferentes de cero en el espacio tridimensional,tales que 
ningún par de ellos son colineales. Demuestre que: I 

+- a) u X (v X w) se encuentra en el plano determinado por v y w (suponiendo que 
los vectores se sitúan de modo que tengan los mismos puntos iniciales). 

b) (u X v) X w se encuentra en el plano determinado por u y v. 

13. Pruebe que. x X (y X z) = (x • z)y - (x • y)z. Sugerencia. Pruebe primero el resul
tado en el caso en el que z = i = 0', 0, O), entonces cuando z = j = (0, 1, O) y, a 
continuación, cuando z = k = (0, 0, 1). Por último, pruebe para un vector arbi
trario z = (Zl , Z2, Z3), escribiendo z = Zl i + Z2j + Z3k. 

14. Pruebe los incisos (a) y (b) del teorema 5. 

15. Pruebe los incisos (e) y (d) del teorema 5. 

16. Pruebe los incisos (e) y (d) del teorema 5. 

3.5 RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO TRIDIMENSIONI'L 

En esta sección se usan los vectores para deducir ecuaciones de rectas y planos en el espacio 
tridimensional. A su vez, se utilizan estas ecuaciones para resolver algunos problemas bá
sicos de la geometría. 

En geometría analítica en el plano, se puede especificar una recta al dar su pendiente 
y uno de sus puntos. Análogamente, es posible determinar un plano en el espacio tridi
mensional al dar su inclinación y especificar uno de sus puntos. Un método conve\niente 
para describir la inclinación es especificar un vector (llamado normal) que sea perpendicu
lar al plano. 

Supóngase que se desea la ecuación del plano que pasa por el punto Po (xo , Yo, zo) 
y que tiene como normal al vector n = (a, b, e). Es evidente, en la figura 3.29, que el plano 
consta precisamente de aquellos puntos P (x, y, z) para los cuales el vector PoP es orto
gonal a n; es decir, para los que 

(3.10) 

dado que PoP = (x - xo, Y - Yo, z - zo), (3.l0) se puede volver a escribir como 

(3.11 ) 

A esta expresión se le da el nombre de forma punto-normal de la ecuación de un plano. 
l. 
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--
Figura 3.29 

Ejemplo 15 

Encuéntrese la ecuación del plano que pasa por el punto (3, - 1, 7) Y es perpendicular al 
vector n = (4, 2, - 5). 

Solución-:Por la expresión (3.11), una forma punto-normal es 

4(x - 3) + 2(y + 1) - 5(z - 7) = O 

Al realizar las multiplicaciones y agrupar los térnúnos, (3.11) se puede escribir en 
la forma 

ax + by + cz + d = O (3.12) 

en donde a, b c y d son constantes, y a, b yc no son todas cero. Como ilustración, la ecua
ción del ejemplo 15 se puede escribir como 

4x + 2y - 5z + 25 = O 

Según lo indica el teorema que sigue, toda ecuación que tiene la forma de (3.12) re
presenta un plano en el espacio tridimensional. 

Teorema 6. Si a, b, c y d son constantes, y a, b y c no son todas cero, entonces la gráfica 
de la ecuación 

es un plano que tiene al vector n = (a, b, c) como normal. 

Demostración. Por hipótesis, a, b y c no son todas cero. Supóngase, por el momento, que 
a "* O. Entonces la ecuación ax + by + cz + d = O se puede volver a escribir como a(x + 
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(dla)) + by + ez = O. Pero esto es una forma punto-normal del plano que pasa por el pun
to (- dla, O, O) Y que' tiene a n = (a, b, e) como una normal. 

Si a = O, entonces b *- O, o bien, e*- O. Con una modificación directa del argumento 
dado se manejarán estos otros casos. 

La ecuación (3.12) es una ecuación lineal en x, y y z; esta ecuación se conoce como 
forma general de la ecuación de un plano. 

Del mismo modo como las soluciones a un sistema de ecuaciones lineales 

ax + by = k¡ 

ex + dy = k2 

corresponden a puntos de intersección de las ff~ctas ax + by = k¡ yex + dy = k 2 en el 
plano xy, las soluciones de un sistema 

ax + by + ez = k I 

e/x + ey + f z = k2 

gx + hy + ;z = k3 

(3.13) 

corresponden a puntos de intersección de los planos ax + by + ez = k¡, dx + ey + fz == 
k2 Y gx + hy + iz = k3' 

En la figura 3.30 se han ilustrado algunas de las posibilidades geométricas cuando 
(3.13) tiene cero , una o una infinidad de soluciones. 

(a) (b) (e) 

(d) (e) (f) 
Figura 3.30 (a) Ninguna solución (tres planos paralelos). (b) Ninguna solución (dos planos 
paralelos). (e) Ninguna solución (tres planos sin intersección común). (d) Una infinidad 
de soluciones (tres planos coinciden tes). (e) Una infinidad de soluciones (tres planos que 
se intersecan en una recta). (f) Una lolución (tres planos que se intersecan en un punto). 
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Ejemplo 16 

Encuéntrese la ecuación del plano que pasa por los puntos PI (1,2, - 1) , P2 (2, 3, 1) Y 
P3 (3 , - 1,2). 

Solución. Debido a que los tres puntos se encuentran en el plano, sus coordenadas deben 
satisfacer la ecuación general ax + by + cz + d = O del propio plano. Por tanto , 

Al resolver este sistema da 

a = - ¡96 ( 

a + 2b - e + d = O 

2a + 3b + e + d = O 

3a - b + 2e + ti = O 

b = - /6( e =-h( 

Al hacer t = - 16, por ejemplo, se llega a la ecuación deseada 

9.\ + y - :5~ - 16 = O 

d=( 

Se observa que cualquier otra elección de t da un múltiplo de esta ecuación, de modo que 
cualquier valor de t * O sería igualmente apropiado. 

/ 

Solución alternativa. Supuesto que PI (1 ,2, - 1). P 2(2, 3, 1) Y P3(3 , - 1, 2) se encuentran 
en el plano, los vectores PI P 2 = (1 , 1, 2) yP I P 3 = (2, - 3 , 3) son paralelos al plano. Por 
tanto PIP2 X PIP3 =(9 , 1, - 5) es normal el plano, ya que es perpendicular tanto aPIP2 

como a Ip I P 3. Con base en esto y en el hecho de que PI "está en el plano, una fomla pun
to-normal para la ecuación del plano es 

9(.\: - 1) + (y - 2) - 5(z + 1) = O 

o bien , 

9x + J' - 5z - 16 = O 

Ahora se muestra cómo obtener ecuaciones para rectas en el espacio tridimensional. 
Supóngase que 1 es la recta en el espacio tridimensional que pasa por el punto Po(xo, Yo, 
zo) y es paralela al vector diferente de cero v=(a, b, e). Es obvio (figura 3.31) que 1 consta 
precisamente de aquellos puntos P (x, y, z) para los que el vector PoP es paralelo a v, es 
decir , para los cuales existe un escalar t tal que 

PoP = tv 

En témlinos de componentes, (3.14) se puede escribir 

(x - x o, y - Yo, z - zo) = lta, tb, te) 

• 

(3.14) 
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x 

Figura 3.31 

de lo cual se deduce que 

x =~o + tQ ~ 

Y- Yo + lb endo.nde-oo < t < +00 

Estas ecuaciones se denominan ecuaciones paramétricas para 1, ya que P(x, y, z) recorre la 
recta 1 a medida que el parámetro t varía de - 00 a + 00 • 

Ejemplo 17 

La recta que pasa por el punto (1, 2, - 3) y es paralela al vector v = (4 , 5, - 7) tiene las 
ecuaciones paramétricas 

Ejemplo 18 

x = 1 + 4t 

y = 2 + St en donde - 00 < t < + 00 

z = - 3 - 7t 

a) Hállense las ecuaciones paramétricas para la recta 1 que pasa por los puntos PI (2 , 
4, - 1) y P2(S, 0, 7). 

b) ¿En dónde se interseca la recta con el plano xy? 

_Solución. a) Ya que el vector p¡p2 = (3, - 4, 8) es paralelo a 1 y P I (2 , 4, - 1) está sobre 
1, la recta 1 está dada por 

x = 2 + 3t 

y = 4 - 4t en donde - 00 < t < + 00 

z = - 1 + 8t 
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b) La recta se interseca con el plano xy en el {Xlnto en el que z = - 1 + 8t = O; es decir, 
cuando t = 1/8. Al sustituir este valor de t en las ecuaciones paramétricas para I se 
obtiene como punto de intersección 

(s. y. :) = (18
9 

• .;. O) 

Ejemplo 19 

Hállense las ecuaciones paramétricas para la recta de intersección de los planos 

J\ + 21' - 4: - 6 = O y s - 31' - 2: - 4 = O 

Solución. La recta de intersección consta de todos los puntos (x, y, z) que satisfacen las 
dos ecuaciones del sistema 

Al resolver este sistema se llega a 

s = f~ + H-t 

3s + 21' - 4: = 6 

s - 3\ - 2: = 4 

Por tanto, las ecuaciones paramétricas para I son 

s = f i) + \~r 

: = r 

l' = - ti - 1
2
1 r en donde - x < t < + x: 

: = r 

En algunos problemas, se da una recta 

s = .\ 0 + ar 

l' = Yo + b1 en donde .- x: < 1 < + ce 

: = : (l + C1 

(3.15) 

y se tiene interés en encontrar los dos planos cuya intersección sea la recta dada . Supuesto 
que existe una infinidad de planos que pasan por la recta , siempre se tiene una infinidad 
de pares de esos planos. Para encontrar uos de esos planos, cuando a, b y e son todas di

ferentes de cero , se puede volver a escribir cada ecuación dada en (3 .15) en la forma 

s - Xo - --= 1 
a 

J' - Yo = 1 

b 
z - Zo 
- - -=1 

e 

Al eliminar el parámetro t se llega a la conclusión de que la recta consta de todos los pun
tos (x, y, z) que satisfacen las ecuaciones 

x - Xo y - Yo z - Zo 
a =-b-=-c-
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conocidas como ecuaciones simétricas para la recta. Por tanto, es posible concebir la recta 
como la intersección de los planos 

x - Xo y - Yo 

a b 
y 

.1' - Yo z - Zo 
b e 

o como la intersección de 

x - Xo z - Zo Y - Yo Z - 20 

a e 
y 

h e 

y así sucesivamente. 

Ejemplo 20 

Hállense dos planos cuya intersección sea la recta 

x = 3 + 2e 

y = - 4 + 7 e en donde - -í~ < e < + 'l. 
Z = l + 3t 

Solución. Debido a que las ecuaciones simétricas para esta recta son 

x - 3 y+ 4 z- 1 

es la intersección de los planos 

o, lo que es equivalente , 

x - 3 
2 

2 7 3 

y+ 4 

7 
y 

7x - 2y - 29 = O y 

y+ 4 

7 

z- I 

3 

3y - 7z + 19 = O 

(3.16) 

Es posible obtener otras soluciones si se eligen pares diferen tes de ecuaciones en (3 .16). 

EJERCICIOS 3.5 

1. En cada inciso, halle una forma punto-normal de la ecuación del plano que pasa 
por P y tiene a n como una normal. 

a) P(2, 6, 1); n = (1 , 4,2) 
e) P(l , O, O) ; n = (O, 0,1) 

b) P( -1, -1,2); n = (-1 ,7, 6) 
d) P(O, O, O); n = (2,3, 4) 

2. Escriba las ecuaciones. de los planos del ejercicio I en la forma general. 
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3. Halle una forma punto-normal de: 

a) 2.\' - 31 ' + 7:: - 10 = O b) .\ + 3::=0 

4. En cada inciso , halle una ecuación para el plano que pasa por los puntos dados. 

a) \ -- 2, 1. 1) 
b) (3, 2, 1) 

(0, 2.3) 
(2, 1. - 1) 

(1.0. - 1) 
(- 1. 3. 2) 

5. En cada inciso, halle las ecuaciones paramétricas para la recta que pasa por P y 
es paralela a n. 

a) PL2. 4. 6); n = (1. 2. 5) 
e) PI!. 1. 5): n = (O. O. l) 

b) P( - 3.2. - 4) : n = (5. - 7. - 3) 

d) P(ll. O. O): n = (1. 1. 1) 

6. Halle las ecuaciones simétricas para la recta de los incisos (a) y (b) del ejercicio 5. 

7. En cada inciso, halle las ecuaciones paramétricas para la recta que pasa por los 
puntos dados. 

a) (6. - 1.5). (7.2. - 4) b) (O. O. Ol.(-l. - 1.-1) 

8. En cada inciso, halle las t!cuaciones paramétricas para la recta de intersección 
de los planos dados. 

a) - 2.\' -;- 31' + 7: + 2 = O 
b) 3.\' - 5.1' + 2:: = O 

y 
y 

.\' + 2.1' - 3:: + 5 = O 
:: =0 

9. En cada inciso, halle las ecuaciones para los dos planos cuya intersección es la 
recta dada . 

.\' = ,:\ + "¡r 
a) .1' = - 7 + 2r - x< r<+ x 

- 6 - r 

.\' = 5r 
b) .r=3r 

:: = 6r 
- X <I<+oo 

10. Halle las ecuaciones para d plano xY . el plano xz y el plano )'z. 

11. Demuestre que la recta 

.\' = 0 

.1' = 1 - :x; < 1 < + x 

:: = 1 

a) está en el plano 6x + 4y -- 4z = O 
b) es paralela al plano 5x -- 3y + 3z = 1 Y está debajo de él. 
c) es paralela al plano 6,x + 2,v - 2z = 3 Y está arriba de él. 

12. Halle el punto de intersección de la recta 

.\ - 4 = 51 

.1'+2=1 

; - 4 = - 1 

y el plano 3x - y + 7z + 8 = O. 
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13. Halle un plano que pase por el punto (2 , - 7, 6) Y sea paralelo al plano 

Ss - 2.r + ;: - 9 = O. 

14. Demuestre que la recta 

x - 4 = 2t 

y =- 1 

Z + 1 = - 4t 

es paralela al plano 3x + 2y + z - 7 = O. 

15. Demuestre que las rectas 

x + 1 = 41 

y - 3= 1 

z - I =O 
y 

-%< 1 < + % 

s + 13 = 121 

y.- 1 = 61 

Z - 2 = 31 

se intersecan. Encuentre el punto de intersección . 

16. Halle una ecuación para el plano determinado por las rectas del ejercicio 15. 
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4 
Espacios vectoriales 

4.1 ESPACIO EUCLIDIANO 11 DIMENSIONAL 

La idea de usar parejas de números para localizar puntos en el plano}' ternas para localizar 
puntos en el espacio tridimensional se concibió por primera vez con claridad a mediados del 
siglo XVII. A fines del siglo XIX, matemáticos y físicos empezaron a darse cuenta que no 
era necesario quedarse en las ternas. Se reconoció que los conjuntos ordenados de cuatro 
números (al , a2 , a3 , a4) se podían considerar como puntos en el espacio "tetradimen
sional" , los conjuntos ordenados de cinco números (a 1 , a2 , . . . , as) como puntos en el 
espacio "pentadimensional", etc, Aun cuando la concepción geométrica no se extiende 
más allá del espacio tridimensional, es posible extender muchas ideas conocidas más allá 
de tal espacio, trabajando con propiedades analíticas o numéricas de puntos y vectores, en 
lugar de las propiedades geométricas. En esta sección se precisan más estas ideas. 

Definición. Si 11 es un entero positivo, entonces una n-ada ordenada es una sucesión de n 

números reales (al , a2, . .. , a,l ). El conjunto de todas las /loadas ordenadas se conoce como 
espacio n dimensional y se denota por RIl. 

Cuando 11 = 2, o bien. 3, es común usar los términos " pareja ordenada" y "terna ordenada", 
en lugar de 2-ada y 3-ada ordenadas. Cuando 11 = 1, cada n-ada ordenada consta de un nú
mero real y, por tanto, R I se puede concebir como el conjunto de los números reales. 
Para este conjunto, es común escribir R en lugar de R I 

• 

Es posible que el lector haya encontrado, en el estudio del espacio tridimensional, 
que el símbolo (a \. a2. a3) tiene dos interpretaciones geométricas diferentes. Puede inter
pretarse como un punto, en cuyo caso al , a2 Y 03 son las coordenadas (figura 4.10) o se 
puede interpretar como un vector, en cüyo caso al, a2 ya3 son las componentes (figura 
4. 1 b). Por tanto, se concluye que una ¡¡-ada ordenada (al, 02, ... , an ) se puede concebir 
como un "punto generalizado" o como un "vector generalizado" -desde el punto de vista 
matemático, la distinción no tiene importancia. Por consiguiente, se tiene libertad de des
cribir la S-ada (-2. 4, O, 1, 6) como un punto en R S o como un vector en R S 

• Se hará uso 
de ambas descripciones. 
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i 

(a ) 

Figura 4.1 

Definición Se dice que dos vectores u = (U¡, U2 , .•• , Un) Y V = (VI, 1'2, . • . , Vn) en Rn 
son iguales si 

L1 1 = L"l , U 2 = (; 2' . . . , Un = L"n 

La suma u + V se define por 

u + v = (U I + (;1 ' U2 + 1:2 ' .. . , Un + Vn) 

y sik es cualquier escalar, el múltiplo escalar ku se define por 

ku = (kul ,.ku2 , ... , kun) 

Las operaciones de adición y muItip.\icación escalar dadas en esta definición se denominan 
operaciones estándar sobre Rn. 

Se define el vector cero en Rn como el vector 

o = (0, O, .. . , O) 

Si u = (u 1, U2, . .. , un) es un vector cualquiera en Rn, entonces el negativo (o inverso 
aditivo) de u se denota por - u y se liefine por 

- u = ( - ulo - U2 , "" -Un) 

Se define la sustracción de vectores en Rn por v - u = v + (-u) o, en términos de 
las componentes, 

v - u = v + (-u) = (VI , V2," " vn ) + ( - L/I, -U2 , " " -Un) 

= (VI - U lo V2 - U2 , . . . , Vn - Un) 

En el teorema que sigue se listan las propiedades aritméticas más importantes de la 
adición y la multiplicación escalar de vectores en Rn. Todas las demostraciones son fáciles 
y se dejan como ejercicios. 

Teorema 1. Si u = (u¡, Uz , ... ,un), V = (v¡, V2, .. . , vn) y W =(w¡. W2,"" wn)son 
I'ectores en R" y k Y 1 son escalares, entonces: 
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a) u + v = v + u 
b) u + (v + w) = (u + v) + w 
::) u + O = O + u = u 
d ) u + (-u) = O,esdecir.u - u = O 
e) k(lu ) = (kl)u 
f) k(u + v) = ku + kv 
g) (k + [)u = ku + lu 
h) lu = u 

153 

Con este teorema se pueden manipular los vectores en Rn sin expresarlos en tér
minos de componentes, casi de la misma manera como se manipulan los números reales. 
Por ejemplo, para despejar x en la ecuación vectorial x + u = v, se puede sumar - u a am
bos miembros y proceder como sigue : 

(x + u) + ( - u) = v + ( - u) 

x + (u - u) = v - u 

x + O = v - u 

x = v - u 

El lector encontrará de utilidad nombrar los incisos del teorema I que justifican cada uno 
de los pasos en este cálculo. 

A fin de extender las nociones de distancia, norma y ángulo hacia Rn , se principia 
con la generalización siguiente del producto escalar sobre R 2 y R 3 (sección 3.3). 

Definición. Si u = (UI. U2 , .. . , un) y V = (VI. V2 , . .. , vn) son vectores cualesquiera en 
Rn, entonces el producto euclidiano interior u . v se define por 

Obsérvese que cuando n = 2, o bien, 3, el producto euclidiano interior es el produc
to escalar ordinario (sección 3.3). 

Ejemplo 1 

El producto euclidiano interior de los vecto res 

u = ( - 1, 3, 5, 7) y v = (5 , - 4, 7, O) 

u . v = ( - 1 ¡( 5) + (3)( - 4) + (5)(7) + (7)(0) = I X 

En el siguiente teorema se listan las cuatro propiedades' aritméticas principales del 
producto euclidiano interior. 
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Teorema 2. Si u, v y w son vectores en Rn y k es un escalar cualquiera, entonces: 

(a) u· v = v . u 
(b) (u + v) . w = u • w + v • w 
(e) (ku)' v = k(u . v) 

(d) v· v ~ O. Además, v . v = O si y sólo si v = O 

Se probarán los incisos (b) Y (d) Y se dejan las demás demostraciones como ejercicios. 

Demostración (b). Sean u = (UI, U2, .. . , un), v = (VI, V2, . .. , vn) y W =(WI ' W2," " wn ). 
Entonces 

(u + v) . W = (u I + V I ' U2 + V2' .. . , u" + v,,) . (w¡ , W 2 , . .. , w,,) 

= (u¡ + L'¡}II ' ¡ + (u z + [2 )WZ + .. . + (u" + [ ")11',, 

= (1I¡H'¡ + U ZH' 2 + . .. + u"w,,) + ( V ¡IV¡ + V2 11' 2 + ... + L'"II',,) 

= U'W + V'W 

v· v = v~ +v~ + . .. +v~ ~ O . Además, laigualdadsecumplesiysólosivl = V2 = . .. = 
vn = O; es decir, si y sólo si v =.(). 

Ejemplo 2 

El teorema 2 permite efectuar los cálculos con los productos euclidianos interiores casi de 
la misma manera como se efectúan con los productos aritméticos ordinarios. Por ejemplo, 

(3u + 2v) . (4u + v) = (3u) . (4u + v) + (2v) . (4u + v) 

= (3u) . (4u) + (3u) . v + (2v) . (4u) + (2v) . v 

= 12(u' u) + 3(u . v) + ~(v . u) + 2(v . v) 

= 12(u'u) + II(u'v) + 2(v'v) 

El lector debe determinar cuáles incisos del teorema 2 se aplicaron en cada paso. 

Por analogía con las conocidas fórmulas en R 2 y R 3 
, se define la norma euclidiano 

(o longitud euclidiano) de un vector u = (u 1, U2 , . . . , Un) en Rn por 

Ilull = (u . U)1 /2 = Jui + u~ + ... + u; 

De modo análogo, la distancia euclidiana entre los puntos u =(U¡, 112 ,' .. , u lI ) Y v =(1'1' 

V2 , .. . , vn) en Rn se define por 
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Ejemplo 3 

Si u = (1 , 3, - 2, 7) y } = (0 ,7,2,2) entonces 

y 

d(u, v) = .J(l - Of + (3 - 7)2 + ( -=-2 - 2)2 + (7 - 2f = j58 

Puesto que se trasladaron tantas conocidas ideas del espacio bidimensional y tridi
mensiona~ es común referirse a Rn , con las operaciones de adición, multiplicación escalar 
y producto interior que se han definido aquí, como espacio euclidiano n dimensional. 

Se concluye esta sección haciendo notar que muchos autores prefieren usar la nota

ción matricial 

[
Ul] U2 

u = 

~" 
en lugar de la notación horizontal u = (Ul , U2 , ... , un), para denotar los vectores en Rn. 
Esto se justifica por el hecho de que las operaciones matriciales 

U2 U2 U2 + V2 

[
Ul] [Ul] [Ul + Ul] 

u + v = . + . = . 

~n ~n Un ~ U" 

[
Ul] [ kUI] ku = k ~ 2 = ~U 2 

U" kU n 

producen lbs mismos resultados que las operaciones vectoriales 

u + v = (Ul , Uz, .. . , un) + (Ul, Uz, . .. , Un! = (U l + Ul' Uz + uz, . .. , Un + Un) 

ku = k(u ¡, u2, . . . , Un! = (ku l, ku z, ... , ku,,) 

La única diferencia es que, en uno de los casos, los resultados se presentan verticalmente, 
mientras que en el otro se presentan en forma horizontal. En diversas ocasiones se usarán 
las dos notaciones. Sin embargo, de aquí en adelante, las matrices de n X I se denotan por 
medio de letras negritas minúsculas. Así entonces, un sistema de ecuaciones lineales se es
cribirá 

A x = b 

en lugar de AX = B como antes. 

http://libreria-universitaria.blogspot.com



156 ESPACIOS VECTORIALES 

EJERCICIOS 4.1 

1. Sean u = (2,0, - 1, 3), v = (5,4, 7, -1) Y w = (6 , 2,0, 9). Halle: 

(a) u - v 

(d) 3(u - 7v) 
(b) 7v + 3w 
(e) - 3v-8w 

(e) -w + v 
(f) 2v - (u + w) 

2. Sean u, v y w los vectores del ejercicio 1. Encuentre el vector x que satisfaga 
2u - v + x = 7x + w. 

3. Seanul = .(- 1, 3,2, 0),U2 =(2,0,4, - I),u3 = (7, 1, 1,4),yu4=(6,3, 1,2). 
Encuentre los escalares el. e2, C3 Y C4 tales que Cl Ul + t2 U2 + e3 U3' + C4 U4 = 
(0, 5, 6, - 3). 

4. Demuestre que no existen los escalares Cl. e2 Y C3 tales que CI (1, 0, -2, 1) + 
C2 (2, 0, 1, 2) + ('3(1, -2, 2, 3) = (1,0, 1, O) . 

5. Calcule la norma euclidiana de v cuando 

(a) v = (4. - 3) (b) v= (1. - 1.3) (e) v = (2, 0.3, - 1) (d) v = (- 1. 1. 1,3,6) 

6. Seanu=(3,0, 1,2), v = (-1,2,7, - 3)yw =(2,0, 1,1). Halle 

(a) lIu + .vll 

(d) 113u - 5v + wll 

(b) Ilull + Ilvll 

1 
(e) lR] w 

(e) 11- 2ull + 211ull 

(f) IIII ~II "'11 

7. Demuestre que si v es un vector diferente de cero en Rn, entonces Ojllvll)v 
tiene norma l. 

8. Encuentre todos los escalares k tales que IIkvll = 3, en donde v = (- 1,2, O, 3). 

9. Halle el producto euclidiano interior u • v cuando: 

(a) u = ( -- I ,3),v = (7, 2) (b) u = (3. 7. 1). " = (- 1. O. 2) 
(e) u = (I. - I ,2.3).v = (3. 3, -6. 4) (d) u = (1.3. 2.6. - 1). = (O. O. 2, 4. 1) 

10. (a) Halle dos vectores en R 2 con norma euclidiana 1, cuyos productos euclidianos 
interiores con (- 2, 4) sean cero. 
(b) Demuestre que existen una infinidad de vectores en R 3 con norma euclidiana 
1, cuyo producto euclidiano interior con (-1 , 7,2) es cero. 

11. Halle la distancia euclidiana entre u y v cuando: 

(a) u = (2. - 1). v = (3. 2) (h)u = 11.1. - 1l., = (2.6. 11) 
(e ) u = (2,O, 1.3).v = ( - I, 4. ó,ó) (d) u = (ó. O. 1. 3.01. " = ( - 1. 4. 2. ~. _,) 

12. Establezca la identidad 

para los vectores en Rn . Interprete este resultado geométricamente en R 2 
, 
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13. Establezca la identidad 

para los vectores en Rn . 

14. Verifique los incisos (b), (e), (f) y (g) del teorema 1, cuando u = (1, O, - 1,2 ), 
v = (3 , - 1, 2, 4), w = (2, 7, 3, O), k = 6 Y 1== -2. 

1 S. Verifique los incisos (b) Y (c) del teorema 2 para los valores de u, v, w y k del 
ejercicio 14 

16. Pruebe desde el inciso (a) hasta el (d) del teorema 1. 

17. Pruebe desde el inciso (e) hasta el (h) del teorema 1. 

18. Pruebe (a) y (c) del teorema 2. 

JO\ 

4.2 ESPACIOS VECTORIALES GENERALES 

En esta sección se generaliza todavía más el concepto de vector. Se enuncia un conjunto 
de ~iomas que, si son satisfechos por una clase de ¿Objetos, a estos objetos se les da el 
nombre de " yectores". Los axiomas se eligen por medio de la abstracción de las propieda
des más importantes de los vectores en Rn; como consecuencia, los vectores en Rn automá
ticamente satisfacen estos axiomas. Por tanto , este nuevo concepto de vector incluye tanto 
a los que se dieron con anterioridad como a muchas nuevas clases de vectores. 

Definición. Sea V un conjunto arbitrario de objetos sobre los cuales se definen dos opera
ciones, la adición y la multiplicación por escalares (nÚIn eros reales) . Por adición se entien
de una regla para asociar, con cada pareja de objetos u y y en V, un elemento u + Y, llamado 
suma de u y v; por multiplicación escalar se entiende una regla para asociar, con cada esca
lar k y cada objeto u en V, un elemento ku , llamado múltiplo escalar de u por k . si los 
axiomas siguientes son satisfechos por todos los objetos u, Y, w en V y todos los escala
res k y 1, entonces V recibe el nombre de espacio vectorial ya los objetos en V se les denomi
na vectores: 

(J) Si u y Y son objetos en V, entonces u + v está en V. 
(2) u+v = v+u 
(3) u + (v + w) = (u + v) + w 
(4) Existe un objeto O en V tal que O + u == u + O = u para todo u en V 
(5) Para cada u en V, existe un objeto - u en V, conocido como negativo de u, tal que 

u + (- -u) = (- u) + u == O. 
(6) Si k es cualquier número real y u es cualquier objeto en V, entonces ku está en V 
(7) k(u + v) '~ ku + kv 
(8) (k+l)u = ku+/u 
(9) k(!u) == (kl)(u) 

(10) lu = u 

El vector O del axioma 4 se conoce como vector cero para V 

http://libreria-universitaria.blogspot.com



158 ESPACIOS VECTORIALES 

Para algunas aplicaciones es necesario considerar espacios vectoriales en los que los 
escalares son números complejos en lugar de números reales. Tales espacios vectoriales se 
conocen como espacios vectoriales complejos. Sin embargo, en este texto, todos los esca
lares que se utilicen serán reales. 

El lector debe tener presente que, en la definición de espacio vectorial, no se especi
fica la naturaleza de los vectores ni la de las operaciones. Cualquier clase de objetos que se 
desee puede servir como vectores; todo lo que se requiere es que se satisfagan los axiomas de 
los espacios vectoriales. Los ejemplos que siguen dan cierta idea de la diversidad de espacios 
vectoriales posibles. 

Ejemplo 4 

El conjunto V == Rn , con las operaciones estándar de adición y multiplicat:ión escalar defi
nidas en la sección anterior, es un espacio vectorial. Los axiomas 1 y 6 se deducen de las de

finiciones de las operaciones estándar sobre Rn ; los axiomas restantes se deducen del 
teorema l. 

Ejemplo 5 

Sea V cualquier plano que pasa por el origen en R 3
. A continuación se demuestra que los 

puntos en V forman un espacio vectorial bajo las operaciones estándar de adición y multi
plicación escalar para vectores en R 3 

. 

Por lo que se acaba de ver en el ejemplo 4, se sabe que el propio R 3 es un espacio 
vectorial bajo estas operaciones. Por tanto, los axiomas 2,3,7,8,9 Y 10 se cumplen para 
todos los puntos en R 3 y, como consecuencia, para todos los pu"ntos en el plano V. Por 
consiguiente, sólo es necesario demostrar que se satisfacen los axiomas 1,4, 5 Y 6. 

Supuesto que el plano V pasa por el origen, tiene una ecuación de la forma 

us + hr + e: = O (4.1) 

, 
(teorema 6 del capítulo 3). Por tanto, si u == (u 1, U2 , 11)) Y v == (VI, v2 , V3 ) son puntos en 
V, entonces au I + bU2 + CU3 == O ya vl + bV2 + CV) == O. Al sumar estas ecuaciones da 

En esta igualdad se afirma que las coordenadas del punto u + v =(UI + VI, U2 + V2, U3 

+ V3) satisfacen (4. 1); por tanto, u + v se encuentra en el plano V. Esto prueba que se sa
tisface el axioma l. Al multiplicar toda la expresión au I + bU 2 + CU3 == O por - 1 da 

a( - u¡) + h( - U2) + ("( - ud = O 

Como consecuencia, - u = (- u l , - u2 , - U3) está en V. Esto estab lece el axioma 5. Las ve
rificaciones de los axiomas 4 Y 6 se dejan como ejercicios. 

Ejemplo 6 

Los puntos de una recta V que pasa por el origen en R J form an un espacio vectorial bajo 
las operaciones estándar de adición y multiplicación escalar para los vectores en R 3 

. 
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El argumento es semejante al que se usó en el ejemplo 5 y se basa en el hecho de que 
s puntos de V satisfacen ecuaciones paramétricas de la forma 

X = (/f 

J" = hr 

::: = ct 

sección 3.5). Los detalles se dejan como ejercicio. 

Ejemplo 7 

El conjunto V de todas las matrices de m X n con elementos reales,junto con las operacio
nes de adición matricial y multiplicación escalar, es un espacio vectorial. La matriz cero de 

X n es el vector cero O, y si u es la matriz A de m· X n , entonces la matriz - A es el vector 
- u del axioma 5. La mayoría de los axiomas restantes se satisfacen en virtud del teorema 
_ de la sección 1.5 .. Este espacio vectorial se denota por el símbolo Mmn . 

ea Vel l-0djU nto de las funciones con valor real definidas sohre toda la recta real. Si f = 

[(x ) y g = g(x) son dos de esas funciones y k es cualquier número real, se define la fun
ión suma f + g y el múltiplo escalar hf por 

(f + g)(x) = I( x ) + U( x ) 

(H)(x ) = "(( x ) 

En otras palabras, el valor de la función f + g en x se obtiene al sumar los valores de f y g 
en x (figura 4.2a) . De manera análoga, el valor de kf en x es k multiplicada por el valor de 
f en x (figura 4.2b). El conjunto Ves un espacio vectorial bajo estas operaciones. 

El vector cero en este espacio es la función constante cero, es decir, la función cuya 
gráfica es una recta horizontal que pasa por el origen. La verificación de los axiomas res
tantes es un ejercicio. 

Figura 4.2 
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f'iaun4.3 

Ejemplo 9 

Sea Vel conjunto de todos los puntos (x, y) en R 2 que se encuentran en el primer cua
drante ; es decir, tales que x ;;;;. O Y y ;;;;' O. El conjunto V no es un espacio vectorial bajo las 
operaciones estándar sobre R 2

, puesto que no se satisfacen los axiomas 5 y 6. Para ver este 
hecho, obsérvese que v == (l, 1) está en V, pero (-l)v == - v = ( -1 , - 1) no lo está (fIgu
ra 4.3). 

Ejemplo 10 

Supóngase que V consta de un solo objeto, el cual se denota por O, y se define por 

O + () = () 

/..:0 = (1 

para todos los escalares k. Se comprueba con facilidad que se satisfacen todos los axiomas 
de los espacios vectoriales. A este espacio se le da el nombre de espacio vectorÚlI cero. 

A medida que se avance, se agregan a la lista más ejemplos de espacios vectoriales. 
Se concluye esta sección con un teorema que da una lista útil de propiedades de los vectores. 

Teorema 3. Sea V un espacio vectorial, u un vector en Vy k un escalar; entonces: 

(u) Ou = O 
(h) "O = O 
(e) ( - I)u = - u 

(d) Si ku = O, entonces k = O o bien, u = 11 

Demostración. Se probarán los incisos (a) y (e) y se dejan las demostraciones de los incisos 
restantes como ejercicios. 
(a) Se puede escribir 

()u + ()u = (O + O)u 

= Ou 

(Axioma 8) 

(Propiedad del número O) 
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Por el axioma 5, el vector Ou tiene un negativo, -Ou. Al sumar este negativo a los dos miem
bros de la expresión anterior se obtiene 

[Ou + OuJ + (-Ou) = Ou + ( - Ou) 
I 

o bien, , 
Ou + [Ou + ( - Ou) ] = Ou + ( - Ou) (Axioma 3) 

o bien, 

(Axioma 5) 

o bien, 

Ou = O (Axioma 4) 

(e) Para demostrar que (- l)u = - u, debe demostrarse que u + (-I)u = O. A fin de ver 
que esto es cierto, obsérvese que I 

u + ( - l )u = l u + ( - 1)u (Axioma 10) 

= (1 + (-I))u (Axioma 8) 

= Ou (Propiedad de los números) 

= O (inciso a anterior) 

EJERCICIOS 4.2 

En los ejercicios 1 al14 sa da un conjunto de objetos junto con las operaciones de adición y 
multiplicación escalar. Determine cuáles de los conjuntos son espacios vectoriales bajo las 
operaciones dadas. Para aquéllos que no lo son, liste todos los axiomas que no se cumplen. 

1. El conjunto de todas las ternas de números reales (J; y, z) con las operaciones 
(x, y, z) + (x', /, Z',) = (x + x', y + y ' , z + Z') Y k(xy, z) = (kx, y, z). 

2. El conjunto de todas las ternas de números reales (x, y, z) con las operaciones 
(x , y, z) + (x', .1" , z',) = (x + x', y + y', z + Z') Y k(x, y, z) = (0,0, O). 

3. El conjunto 'de todas las parejas de números reales (x, y) con las operaciones 
(x, y ) + (x' , .1") =(x +X', y + y') Y k(x, y) = (2ky; 2ky). 

4. El conjunto de todos los números reales x con las operaciones estándar de adi
ción y multiplicación. 

.J 

5. El conjunto de todas las parejas de números reales de la forma (x, O) con las 
operaciones estándar sobre R 2 

. 

6. El conjunto de todas las parejas de números reales de la forma (x, y), en donde 
x ;;;. 0, con las operaciones estándar sobre R 2

. 
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7. El conjunto de todas las n-adas de números reales de la forma (x, x, . . . , x) con 
las operaciones estándar sobre Rn. 

8. El conjunto de todas las parejas de números reales (x, y) con las operaciones 
(>; y.) + (x', y ') = (x + x' + 1, Y + y' + 1) Y k(x, y) = (kx, ky ). 

9. El conjunto de todos los números reales positivos x con las operaciones x + x' 
=xx ' y kx =xk . 

10. El conjunto de todas las matrices de 2 X 2 de la forma 

con la adición matricial y la multiplicación escalar. 

11. El conjunto de todas las matrices de 2 X 2 de la forma 

con la adición matricial y la multiplicación escalar. 

12. El conjunto de todas las funciones con valor real! definidas en todo punto sobre 
la recta real y tales que f( 1) = O, con las operaciones definidas en el ejemplo 8. 

13. El conjunto de todas las matrices de 2 X 2 de la forma 

[
a a + h] 

a + b h 

con la adición matricial y la multiplicación escalar. 

14. El conjunto cuyo único elemento es la luna. Las operaciones son la luna + luna 
= luna y k(luna) = luna, en donde k es un número real. 

15. Pruebe que una recta que pasa por el origen en R j es un espacio vectorial bajo 
las operaciones estándar sobre R 3 . 

16. Complete los detalles faltan tes en el ejemplo 5. 

17. Complete los detalles que faltan en el ejemplo 8. 

18. Pruebe el inciso (e) del teorema 3. 

19. Pruebe el inciso (d) del teorema 3. 

20. Pruebe que un espacio vectorial no puede tener más de un vector cero. 

21. Pruebe que un vector tiene exactamente un negativo. 
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4.3 SUBESPACIOS 

Si V es un espacio vectorial, entonces ciertos subconjuntos de V forman por sí mismos 
espacios vectoriales bajo la adición vectorial y multiplicación escalar defmida sobre V. En 
esta sección se estudia con todo detalle esos subconjuntos. 

Definición. Un subconjunto W de un espacio vectorial Ves un subespacio de V, si Wes a sí 
mismo un espacio vectorial bajo la adición y multiplicación escalar definidas sobre V 

Por ejemplo, las rectas y planos que pasan por el origen son subespacios deR 3 (ejem
plos 5 y 6). 

En' general, se deben verificar los diez axiomas de los espacios vectoriales para de
mostrar que un conjunto W, con la adición y la multiplicación escalar, forma un espacio 
vectoriaL Sin embargo, si W es part~ de un conjunto mayor V del que ya se sabe que es un 
espacio vectorial, entonces no es necesario verificar ciertos axiomas para W porque se " here
dan" de V. Por ejemplo, no se necesita verificar que u + v = v + u (axioma 2) para W, 
porque esto se cumple para todos los vectores en V y, como consecuencia, para todos los 
vectores en W. Otros axiomas heredados por W de V son : 3, 7, '8 , 9 y 10. Por tanto , para 
demostrar que un conjunto W es un subespacio de un espacio vectorial V, sólo es necesa· 
rio verificar los axiomas 1, 4, 5 y 6. El siguiente teorema hace ver que incluso se puede ha
cer caso omiso de los axiomas 4 y 5. 

Teorema 4. Si W es un conjunto de uno o más vectores de un espacio vec torial V, entonces 
W es lIn subespacio de V si y sólo si se cumplen las condiciones siguientes: 

(a) Si u y v son vectores en W, entonces u + v eStá en W 
(b) Si k es un escalar cualquiera y u es cllalquier vector en W, entonces ku está en W. 

[Las condiciones (a) y (b) a menudo se describen diciendo que fiJ es cerrado bajo la 
adición y es cerrado bajo la multiplicación escalar.] 

Demostración. Si Wes un espacio de V , entonces se satisfacen todos los axiomas de los 
espacios vectoriales ; en particular, se cumplen los axiomas 1 y 6. Pero éstas son precisamen
te las condiciones (a) y (b) . 

Recíp rocamente, supóngase que se cumplen las condiciones (a) y (b). Como estas 
condiciones son los axiomas 1 y 6 de los espacios vectoriales, sólo se necesita demostrar 
que W satisface los ocho axiomas restantes. Los ax iomas 2,3, 7, 8, 9 Y 10 son satisfechos 
automáticamente por los vectores en W, dado que son sátisfechos por todos los vectores 
en V. Por tanto, para completar la demostración, basta con verificar que los axiomas 4 y 5 
son satisféchos por W. 

Sea u cualquier vector en W. Por la condición (b) , ku está en W para todo escalar k. 
Al hacer k = O, 'se deduce que Ou == O 'está en W, y al hacer k = -1, se concluye 'que (~l )u 
= - u está en' W. - I . ' ' 

Todo espacio vectorial V tiene al menos dos subespacios. El propio V es un subespa
cio y el conjunto {O }que sólo consta del vector cero en Ves otro subespacio denominado 
suhespacio cero. Los ejemplos que siguen suministran ilustraciones menos triviales de sub
espacios. 
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Figura 4.4 

Ejemplo 11 

En el ejemplo 5 de la sección 4.2 se demostró que todos los vectores en cualquier plano 
que pase por el origen de R 3 forman un espacio vectorial ; es decir, los planos que pasan 
por el origen son subespacios de R 3

. También se puede probar este resultadp de manera 
geométrica, aplicando el teorema 4. 

Sea W cualquier plano que pasa por el origen y supóngase que u y v son vectores 
cualesquiera en W. Entonces u + v debe estar en W porque es la diagonal del paralelogra
mo determinado por u y v (figura 4.4), y ku debe estar en W, para cualquier escalar k, 
porque ku está sobre una recta que contiene a u. Por tanto, W es un subespacio de R 3

• 

OBSERVAClON. Puede aplicarse un argumento geométrico , como el de este ejemplo, pala 

demostrar que las rectas que pasan por el origen son subespacios de R 3 . Es posible d\!mos
trar (ejercicio 20, sección 4.5) que los únicos subespacios de R 3 son : {O }, R 3

, las rectas 
que pasan por el origen y los planos que pasan por el origen. También, los únicos subes

pacios de R 2 son: {O}, R 2 Y las rectas que pasan por el origen. 

Ejemplo 12 

Demuéstrese que el conjunto W de todas las matrices de 2 X 2 que tienen ceros en la dia
gonal principal es un subespacio del espacio vectorial M22 de todas las matrices de 2 X 2. 

Solución. Sean 

[
O 

A-
a 2 ! 

. [0 B -
- b

2
! 

dos matrices cualesquiera en W y k un escalar cualquiera. Entonces 

[
O 

kA = 
- ka 2 , 

y A+B = [ ° a2! + b 2 ! 

Debido a que kA y A + B tienen ceros en la diagonal principal, están en W. Por consiguien
te, W es un sub espacio de M21 . 
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Ejemplo 13 

Sea n un entero positivo y supóngase que W consta de la función cero y de todas las fun
ciones polinómicas que tienen un grado";; 11 ; esto es, todas las funciones expresables en la 
forma 

(4.2) 

en donde ao , ... , an son números reales. El conjunto W es un subespacio del espacio vec
torial de todas las funciones con valor real analizadas- en el ejemplo 8. Para ver esto, sean 
p y q los polinomios 

p(x) = ao + a l x + . . . + a/lx/l 

y 

(](.\) = /J o + blx + . .. + h/lx/l 

Entonces, 

(p + q)(x) = p(x) + (](x) = (<l o + bol + (al + bl)x + . .. + (a" + b/l)x" 

y 

(kpl(x) = kp(.') = (ktlo) + (ka I ).\' + . . . + (ka/l).\" 

tienen la forma dada en (4 .2). Por tanto, p + q y kp están en W. El espacio vectorial W de 
este ejemplo se denota por el símbolo Pn . 

Ejemplo 14 

(Para los lectores que hayan estudiado Cálculo.) 
Recuérdese, por lo visto en Cálculo, que si f y g son funciones continuas y k es una cons
tante, entonces f + g y kf son funciones continuas. Se concluye que el conjunto de todas 
las funciones continuas es un subespacio del espacio vectorial de todas las funciones con 
valor real. Este espacio se denota por C(- XI, + (0) . Un ejemplo íntimamente reiacionado 
es el espacio vectorial de todas las funciones que son continuas sobre un intervalo cerrado 
a ..;; x ..;; b. Este espacio se denota por C(a, b J .• 

Ejemplo 15 

Considérese un sistema de 111 ecuaciones lineales en 11 incógnitas 

0IIX I + (/12'\2 + .. . + (/11l.\n = b l 

(/21 X 1 + (/22'\2 + ... + a2n.\/I = h2 
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o bien, en notación matricial , Ax == b. Se dice que un vector* 

[
SIl S2 

s = . 

'~ 1I 

en Rn es un vector solución del sistema si XI == SI, X2 ==S2" " ,Xn == Sn es una :solución 
de tal sistema. En este ejemplo se demostrará que el conjunto de vectores solución de un 
sistema homogéneo es un subespacio de Rn. 

Sea A x == O un sistema homogéneo de m ecuaciones lineales en n incógnitas, W el 
conjunto de vectores solución, y s y s' vectores en W. Para demostrar que W es cerrado ba
jo la adición y la multiplicación escalar, se debe demostrar que s + s' y ks también son vec
tores solución, en donde k es un escalar cualquiera. Supuesto que s y s' son vectores solu
ción se tiene , 

As = O y As' = O 

Por tanto, 

A(s + s' ) = As + As' = O + O = O' 

y 

..1(I\s) = k(As) = 1\0 = O 

En estas ecuaciones se muestra que s + s' y ks satisfacen la ecuación A x == O. Por tanto, 
s + s' y ks son vectores solución. 
El subespacio W de este ejemplo se denomina espacio solución del sistema A x == O. 

En muchos problemas se da un espacio vectorial V y es importante hallar el subespa
cio "más pequeño" de V que contenga un conjunto especificado de vectores {VI, v2 , ... 

, vy } . La definición que sigue proporciona la clave para la construcción de tales subespacios. 

Defini"ción. Se dice que un vector w es una combinación lineal de los vectores VI, V2' .. . , 

v; si se puede expresar 'en la forma 

w = k l VI + k2 v2 + . . . + k,v, 

en donde k 1 , k 2 , • •• , k y son escalares. 

Ejemplo 16 

Considérese los vectores u == (1 , 2, - 1) Y v == (6, 4, 2) en R 3 . Demuéstrese que w == (9, 2, 
7) es una combinación lineal de u y v y que w' == (4, - 1, 8) no es comb inación lineal de 
u y v. 

"'En este ejemplo se está usando la notación matricial para los vectores en Rn 
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Solución. Para que w sea una combinación lineal de u y v, deben existir los escalares k¡ y 
k 2 tales que w = k 1 U + k 2 v; es decir, 

(9, 2. 7) =k¡( 1.2. - 1) + k2(6.4.2) 

o bien, 

Al igualar las componentes correspondientes se obtiene 

k l + 6k 2 = 9 
2k l + 4k 2 = 2 

-k l + 2k 2 = 7 

Si se resuelve este sistema se llega a k 1 = - 3, k2 = 2, de modo que 

w = - 3u + 2\" 

De manera "análoga, para que w' sea una combinación lineal de u y v, deben existir 
los escalares k l y k 2 tales que w' = k l U + k 2 v; es decir, 

(4. - 1. 8) = k l (1. 2. - 1) + k2(6. 4, 2) 

o bien, 

Al igualar las componentes correspondientes da 

k l + 6k 2 = 4 

2k l + 4k 2 = -1 

-k l + 2k 2 = 8 

Este sistema de ecuaciones es inconsistente (verifíquese) , de modo que no existen esos 
escalares. Como consecuencia, w no es una combinación lineal de u y v. 

Definición. Si VI, V2 , . • . , vr son vectores en un espacio vectorial V y si todo vector en V 
es expresable como una combinación lineal de VI, V2 , • •• , v" entonces se dice que estos 
vectores gel/eran a V 

Ejemplo 17 

Los vectores i = (l, 0, O), j = (O, 1, O) Y k = (O, O, 1) generan aR 3 porque todo vector (a, 
b. e) en R 3 se puede escribir como 

(a, h, e) = oi + hj + ck 

'la cual es una combinación lineal de i,j y k. 
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Ejemplo 18 

Los polinomios 1, x , X
2

, . .• , xn generan al espacio vectorialPn (véase el ejemplo 13) da
do que cada polinomio p en Pn se puede escribir como 

p = ao + al x + ... + a.x· 

la cual es una combinación lineal de 1, x, X2, ••. , xn . 

Ejemplo 19 

Determínese si VI = (1,1,2), V2 =(1, 0,1) Y V3 =(2, 1,3) generan aR 3
. 

Solución Se debe determinar si un vector arbitrario b = (b 1, b2 , b3 ) en R 3 se puede ex

presar como una combinación lineal 

de los vectores VI, V2, Y V3. Si se expresa esta ecuación en términos de componentes da 

o bien, 

o bien, 

k¡ + k2 + 2k3 = b¡ 

k¡ + k3 = b2 

2k¡ + k 2 + 3k3 = b3 

Por consiguiente, el problema se reduce a determinar si este sistema es o no consisten
te para todos los valores de b 1 , b2 Y b 3. Por los incisos (a) y (d) del teorema 13 de la sec
ción l. 7, este sistema será consi~tente para todos los valores de b ¡, b2 Y b 3 si y sólo si la 
matriz de los coeficientes . 

es inversible. Pero det(A) = O (verifíquese), de modo que A no es inversible y, como con
secuencia, VI, "2 Y V3 no generan a R 3

• 

En general, un conjunto dado de vectores {v I , V2 , . • . , v, } en un espacio vectorial V 
puede generar o no a V. Si lo genera, entonces todo vector en Ves expresable como una 
combinación lineal de VI, V2, .•. , v" y si no lo genera, entonces algunos vectores se pue
den expresar mediante tal combinación, mientras que otros no. El siguiente teorema indi-
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ca que si se agrupan todos los vectores en V que son expresables como combinaciones 
lineales de VI , V2, ... , Vy, entonces se obtiene un subespacio de V. Este subespacio se de
nomina espacio lineal generado por {VI, V2 ' . . • , vr } , o más simplemente, espacio generado 
por {VI, v2 , •. • , vr } . 

Teorema 5. Si VI, v2 , . . . , vr son vectores en un espacio vectorial JI, entonces: 

(a) H conjunto W de todas las combinaciones lineales_de VI' V2 . .• , Vr es un subespa
cio de V. 

(b) W es el subespacio más pequeño de V que contiene a VI, V2 ' ... , v" en el sentido de 
que cualquier otro subespacio de . V que contenga a VI , V2 , . .. , Vr debe contener a W 

Demostración. 

(a) Para demostrar que W es un sub espacio de V, debe probarse que es cerrado ba
jo la adición y la multiplicación escalar. Si u y V son vectores en W, entonces 

y 

en donde el , e 2 ,"" c r, k l , k 2 , • . . , kr son escalares. Por tanto , 

u + V = (el + k¡}v I + (e2 + k2)V 2 + ... + (cr + kr)vr 

y, para cualquier escalar k, 

ku = (kel)v I + (kc 2 )V 2 + ... + (kc,)v r 

Así entonces, u + v y ku son combinaciones lineales de VI, v2 , ... , Vr y, como consecuen
cia, están en W. Por consiguiente, W es cerrado bajo la adición y la multiplicación escalar. 

(b) Cada vector vi es una combinación lineal de VI , V2 , . . . , Vy, puesto que es po si
b le escrib ir, 

Vi = Ov I + Ov 2 + ... + 1 V j + .. . + Ov r 

Por tanto, el subespacio W contiene a cada uno de los vectores VI, V2 , . . . , v, . Sea W' 
cu alquier otro subespacio que contenga a VI, V2 , .. . , vr . Dado que W' es cerrado bajo la 
adición y multiplicación escalar, debe contener todas las combinaciones lineales 

de \ ' ¡ , V2 ,·· · ,V r ; 

por tanto, W' contiene a cada vector de W 

El espacio lineal W generado por un conjunto de vectores S = { VI , V2 , ... , vr } 

se denota por 

lin (S) () bien, lin {VI, V2 , . . . , vr } 
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b) 

Figura 4.5 

Ejemplo 20 

Si VI Y V2 son vectores no colineales en R 3 con puntos iniciales en el origen, entonces 
Iin {VI, V2}, el cual consta de todas las combinaciones lineales k l VI + k2V2 , es el plano 
determinado por VI y V2 (figura 4.5a). 

De modo análogo, si V es un vector diferente de cero en R 2 o R 3
, entonce's lin {v }, 

el cual es el conjunto de todos los múltiplos escalares kv, es la recta detenninada por v 
(figura 4.5b). 

EJERCICIOS 4.3 

1. Aplique el teorema 4 para determinar cuáles de los siguientes son subespacios 
de R 3

. 

(a) todos los vectores de la forma (a, O, O); 
(b) todos los vectores de la forma (a, 1, 1); 
(e) todos los vectores de la forma (a, b, e), en donde b = a + e; 
(d) todos los vectores de la forma (a, b, e), en donde b = a + e + 1. 

2. Aplique el teorema 4 para determinar cuáles de los siguientes son subespacios 
de Mu . 

(a) todas las matrices de la forma 

[
(/ hl 
e di 

en donde a, b, e, y d son enteros 
(b) todas las matrices de la forma 

[(/ h] 
e " 

en donde a + d == O 
(e) todas las matrices A de 2 X 2 tales que A == A t 
(d) todas las matrices A de :1 X :1 tales que det(A) = O 
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3. Aplique el teorema 4 para determinar cuáles de los siguientes son subespa
ciosdeP3 ' 

(a) todos los polinomios ao + a¡x + a2x2 + a3x3 para los que ao = O 
(b) todos los polinomios ao + a¡ x + a2x2 + a3x3 para los que ao + a¡ + a2 

+a3 =0 
(e) todos los polinomios ao + a¡x -+ a2x2 + a3x3 para los que ao. al. a2 Y 

a3 son enteros 
(d) todos los polinomios de la forma ao + a¡x, en donde ao yal son números 

reales. 

4. Aplique el teorema 4 para determinar cuáles de los siguientes son subespacios 
del espacio de todas las funciones con valor real, f, definidas sobre toda la recta 
real 

(a) todas las f tales quef(x)':;;:; O para toda x; 
(b) todaslasftalesquef(O) = O; 
(e) todas las f tales que feO) = 2; 
(d) todas las funciones constantes; 
(e) todas las f de la forma k 1 + k 2 sen x, en donde k I Y k 2 son números reales. 

S. ¿Cuáles de las siguientes son combinaciones lineales de u = (1 , - '1, 3), Y v = 
(2, 4, O)? 

(a) (3,3,3) (b)(4,2,6) (c)(J,5,6) (d)(O, O, O) 

6. Exprese los siguientes como combinaciones lineales de u = (2, 1,4), v = (1, - ), 
3) Y w = (3, 2, 5). . 

(a) (5, 9, 5) (b) (2, O, 6) (e) (O, O, O) (d) (2,2,3) 

7. Exprese los siguientes como combinaciones lineales de PI = 2 + x + 4x2 , P2 = 
l -:x + 3x2 y P3 = 3 + 2x + 5x2. 

(a) 5 + 9x + 5x2 (b)2+6x2 (e) O (d) 2 + 2x + 3x2 

8. ¿ Cuáles de las siguientes son com binaciones lineales de 

(a) [~ ~J 

A = [ 1 
- 1 

[-1 7J (b) 5 1 

~JB = [~ ~J ' Y c = [~ 
[O 0J [ 6 (e) O O (d) _ g 

-2J .) 

- 2 . 

9. En cada inciso determine si los vectores dados generan a R 3. 

(a) VI = (1 , 1, \), v2 = (2, 2. O). v} = (3 , O, O) 
(b) V I = (2, - \ , 3), V 2 = (4, 1, 2), v3 = (X, - 1, g) 

(e) VI = (3 , 1, 4), v2 = (2, - 3,5), v.l = (5 , - 2, lI), v4 = (1 , 4, - 1) 
(u) VI = (1 ,3, 3), v2 = (1 , 3, 4), v.l = (1 , 4,3 ), v4 = (6, 2.1) 

10. Determine cuáles de los siguientes están en el espacio generado por 

y 

(a) cos 2, (e) 1 (u) sen .\ 
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11. Determine si los siguientes polinomios generan a P2 

PI = 1 + 2x - X2 

P3 = 5 + 4x - X2 

P2 = 3 + Xl 

P4 = - 2 + 2x - 2X2 

ESPACIOS VECTORIALES 

12. Sean VI = (2, 1, 0, 3), V2 = (3, - 1, 5, 2) Y V3 = (- 1, 0 , 2, 1). ¿Cuáles de los si
guientes vectores están en !in {VI, v2, V3 }? 

(a ) (2. 3. - 7, 3) (b) (0. 0, O. O) (e) (1, 1, 1, 1) (d) ( -4. 6, - 13.4) 

1 3. Halle una ecuación para el plano generado por los vectores u = (1, 1, - 1) Y V = 
(2, 3, 5) 

14. Halle las ecuaciones paramétricas para la recta generada por el vector u = (2, 
7, - 1). 

15. Demuestre que los vectores solución de un sistema no homogéneo consistente 
de In ecuaciones lineales en n incógnitas no forman un subespacio de R". 

16. (Para los lectores que hayan estudiado Cálculo.) Demuestre que los siguientes 
conjuntos de funciones son subespacios del espacio vectorial del ejemplo 8. 
(a) todas las funciones continuas en todo punto ; 
(b) todas las funciones diferenciables en todo ¡Junto ; 
(e) todas las funciones diferenciables en todo punto que satisfacen f' + 2f = O. 

4.4 INDEPENDENCIA LINEAL 

Por lo estudiado en la sección 4.3, se sabe que un espacio vectorial Ves generado por un 
conjunto de vectores S = {VI , v2, .. . , Vr } , si cada vector en Ves una combinación lineal 
de VI, V2 ' . . . , Vr . Los conjuntos generadores resultan útiles en una gran diversidad de pro
blemas ya que, a menudo, es posible estudiar un espacio vectorial V estudiando primero 
los vectores en un conjunto generador S y, a continuación, extendiendo los resultados 
hacia el resto de V. Por tanto, conviene mantener el conjunto generador S tan pequeño 
como sea posible. El problema de encontrar los conjuntos generadores más pequeños para 
un espacio vectorial depende de la noción de independencia lineal , la cual se estudia en esta 
sección. 

Si S = {vI , v2 , •• • , Vr l es un conjunto de vectores, entonces la ecuación vectorial 

tiene al menos una solución, a saber, 

k2 = O . . . . . /.:, = O 

Si esta es la única solución, entonces S recibe el nOlllbre de conjunto /ü¡ea/mellle il1l!epl'n

diente. Si hay otrassolllciones entonces se d ice qlleSes un conjunto/inl'a/ml'llll' depel/diel/
te. 
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Ejemplo 21 

El conjunto de vectores S = {VI , V2 , V3 }, en donde VI = (2,0.1, 0,3), V2 = (1 ,2,5 , - 1), 
V3 = (7, - 1, 5, 8) es linealmente dependiente , ya que 3v¡ + V2 - V3 = O. 

Ejemplo 22 

Los polinomios PI = 1 - X , P2 :-o 5 + 3x - 2x2 y P3 = I + 3x - X2 forman un conjunto 
linealmente dependiente en P2 ya que 3PI - P2 + 2p3 = O. 

Ejemplo 23 

Considérense los vectores i = (1 , O, O), j = (O, 1, O) Y k = (O , O, 1) en R 3 
. En términos de 

componentes, la ecuación vectorial 

se convierte en 

k¡(1 , O, O) + k2(0, 1, O) + k3(0, 0, 1) = (O, O, O) 

o , lo que es equivalente, 

Por tanto, k¡ = O, k 2 = O, k 3 = O; como consecuencia, el conjunto S = {i, j, k }es lineahnen
te independiente. Es posible aplicar un argumento semejante para demostrar que los vec
tores e l = (1, O, O, . .. , O), e2 = (O, 1, O, ... , O), .. . , en = (0, O, 0 , . . . ,1) forman un 
conjunto linealmente independiente en Rn . 

Ejemplo 24 

Determínese si los vectores 

VI = (1 , - 2, 3) V 2 = (5, 6, -1) v3 = (3, 2,1 ) 

forman un conjunto linealmente dependiente o linealmente independiente. 

Solución En términos de componen tes, la ecuación vectorial 

queda 

kl(l , - 2, 3) + k 2(5 , 6, - 1) + ")(3, 2, 1) = (0, O, O) 

o, lo que es equivalente 
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Al igualar las componentes correspondientes da 

k 1 + 5k 2 + 3k 3 = O 

- 2k 1 + 6k 2 + 2k 3 = O 

3k 1 - k2 + k3 = O 

ESPACIOS VECTORIALES 

Por tanto, V1, V2 Y V3 forman un conjunto linealmente dependiente si este sistema tiene 
una solución no trivial, o bien, un conjunto linealmente independiente si tienen sólo la so
lución trivial. Al resolver este sistema se llega a 

Como consecuencia, el sistema tiene soluciones no triviales y V1 , V2 Y V3 forman un con
junto linealmente dependiente . De modo alternativo, se pudo haber demostrado la existen
cia de soluciones no triviales sin resolver el sistema, demostrando que la matriz de coeficien
tes tiene determinante cero y, como consecuencia, no es inversible (verifíquese) . 

El término "linealmente dependiente" sugiere que los vectores "dependen" uno del 
otro de alguna manera . Para ver que , en efecto, este es el caso, supóngase que S = {V1, v2 , 

••• , Vr }es un conjunto linealmente dependiente, de modo que la ecuación vectorial 

tiene una solución diferente de k¡ = k 2 = .. . = k r = O. Para ser específicos, supóngase 
que k 1 *" O. Al multiplicar ambos miembros por l /k 1 Y despejar V 1 , se llega a 

Así entonces, V 1 se ha expresado como una combinación lineal de los vectores restantes 
v2 , ••• , vr . Se deja como ejercicio demostrar que un conjunto con dos o más vectores es 
linealmente dependiente si y sólo si al menos uno de los vectores es una combinación lineal 
de los vectores restantes. 

Los dos ejemplos que siguen dan una interpretación geométrica de la dependencia 
lineal en R 2 y R 3

. 

Ejemplo 25 

Dos vectores, V 1 Y v2 , forman un conjunto linealmente dependiente si y sólo si uno de los 
vectores es un múltiplo escalar del otro. Para ver por qué, supóngase que S = {v1 , V2 }es 
linealmente dependiente. Supuesto que la ecuación vectorial k j v j + /\2 v2 = O tiene una 
solución diferente de k 1 = k2 = O, esta ecuación puede reescribirse como 

ó 

Pero esto afirma que v1 es un múltiplo escalar de v2 , o bien, que v2 es múlt iplo esca lar de 
v1 • La rec íproca se deja como ejercicio. 
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z z z 

y y 

x 

(a) lb) (e) 

Figura 4.6 (a) Linealmente dependientes. (h) Linealmente dependientes. ( e) Linealmente 
independientes. 

Se deduce que dos vectores en R 2 o en R 3 son linealmente dependientes si y sólo si están 
sobre la misma recta que pasa por el origen (figura 4.6). 

Ejemplo 26 

Si VI, V2 Y V3 son tres vectores en R 3
, entonces el conjunto S = {VI, v2 , V3 }es linealmen· 

te dependiente si y sólo si los tres vectores están en el mismo plano que pasa por el origen, 

cuando los vectores se colocan con los puntos iniciales en el origen (figura 4.7). Para esto, 
recuérdese que VI, V2 Y V3 son linealmente dependientes si y sólo si al menos uno de los vec
tores es_ una combinación lineal de los dos restantes o, lo que es equivalente, si y sólo si al 

menos uno de los vectores está en el espacio generado por los dos restantes. Pero el espacio 
generado por dos vectores cua lesquiera en R 3 es una recta que pasa por el origen, un pIa
no que pasa por el origen, o bien, el propio origen (ejercicio 17). En todo caso, el espacio 
generado por dos vectores en R 3 siempre está en un plano que pasa por el origen. 

Se concluye esta sección con un teorema que indica que un conjunto linealmente 
independiente en Rn puede contener cuando más n vectores. 

Teorema 6. Sea S = {VI, V2 , • .. , Vr }un conjunto de vectores en R". Si r > n. entonces S 
es linealmente dependiente. 

(a ) lb) (e) 

Figura 4.7 (a) Linealmente dependientes. (h) Linealmente dependientes. (e) Linealmente 
independientes. 
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Demostración Supóngase que 

VI = (v I l' ¡; 12 , ... , V I n) 

V2 =- (V2 1, V22 , . . . , V 21l ) 

Considérese la ecuación 

Si, como se ilustró en el ejemplo 24, se expresan los dos miembros de esta ecuación en tér
minos de componentes y, a continuación, se igualan las componentes correspondientes, se 
obtiene el sistema 

v llk¡ + v 2¡k 2 + . . . + v r¡k r = O 

V ¡ 2k l + V22k 2 + .. . + v r2k r = O 

Este es un sistema homogéneo de n ecuac iones en las r incógnitas k ¡, . . . , k,. Supuesto 
que r > n, con base en el teorema l de la sección) .3 , se deduce que el sistema tiene solu
ciones no triviales. Por tanto, S = {VI, v2 , ... , vr }es un conjunto linealmente dependiente . 

En particular, en este teorema se afirma que un conjunto en R 2 
, con más de dos vec

tores, es linealmente dependiente, y que un conjunto en R 3 
, con más de tres vectores, es 

linealmente dependiente. 1 

EJERCICIOS 4.4 

1. Dé una explicación de por qué los siguientes conjuntos de vectores son lineal
mente dependientes. (Resuelva este problema por simple obse~ación.) 

(a)u, = (1. 2) y u1 = (-3, - 6)enR 1 

(b) u, = (2, 3), U1 ~ ( - 5, 8). U J = (6, 1) enR1 

(e) p, = 2 + 3x - ,2 Y Pl = 6 + 9:< - 3.\2 en p 2 

[1 3' - [- 1 
(d) A = J y B = 

2 O - 2 

2. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores en R 3 son linealmente depen
dientes? 

(a) (2, - l' . 4). (3 , 6. 2), (2, 10. - 4) 

(b) (3,1 , 1), (2 , - 1. 5), (4. (l , - 3) 

(e) (ri, O. - 1). (1. ). 4) 
(d) (1. 3, ]J. (O. 1. 4J. (5. 6. 3J. (7, 2. - 1 J 
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3. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores en R 4 son linealmente depen
dientes? 

(a) (1 , 2, 1, - 2), (O, - 2, - 2, O). (0,2, 3, 1 l, (3. O, - 3.6) 
(b) (4, - 4,8, O), (2,2, 4, O), (6, O. O, 21. (6.3. - 3, O) 
(e) (4,4, O, O), (O, O, 6. 6), (- 5, O. 5, 5) 
(d) (3, O, 4, 1), (6,2, - 1,2), ( - 1, 3.5, 1), (-3,7, 8, 3) 

4. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores en P2 son linealmente depen
dientes? 

(a) 2-x+4x2, 3 +6x+2x2• 2 + 10,-4,2 
(b) 3 + , + , 2, 2 - , + 5,2. 4 - 3,2 
(e) 6 - ,2 , 1 + x + 4,1 
(d) 1 + 3.\ + 3.\2, X + 4x 2

, 5 + 6, + 3.,2, 7 + 2, - ,2 , 
5. Sea V el espacio vectorial de todas las funciones con valor real definidas sobre 

la recta real completa. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores en V son 
linealmente dependientes? 

(a) 2.4 sen 2 x, cos 2 x 
(e) l ,sen x sen 2x 
(e) (1 + X)2 , x" + 2x, 3 

(b) x, eos x 
(d) eos 2x, sen2 x. cos2 x 
(f) O. x, X 2 

6. Supóngase que VI, V2 Y V3 son vectores en R 3 que tienen sus puntos iniciales 
en el origen. En cada inciso, determine si los tres vectores están en un plano. 

(a) VI = (1 , O. - 2). V2 = (3. L 2). " 3 = (1 , - L O) 
(b) "1 = (2, - 1. 4), "2 = (4, 2.3), \ ' 3 = (2, 7, - 6) 

7. Suponga que VI, V2 Y V3 son vectores en R 3 que tienen sus puntos iniciales en 
el origen. En cada inciso, determine si los tres vectores están en la misma recta. 

(a) VI = (3. - 6,9). v2 = (2, - 4,6), v3 = (1,1,1) 
(b) V I = (2, - 1, 4), v1 = (4, 2. 3). "3 = (2. 7. - 6) 
(e) \ ' 1 = (4. 6. 8), "1 = (2. 3,4), v 3 = ( - 2, - 3. - 4) 

8. ¿Para cuáles valores de A los vectores que siguen forman un conjunto lineal
mente dependiente en R 3 ? 

VI = (io . - 1, - 1), V 2 = (- 1. io , -1), V 3 = (-1, -1, io) 

9. Sea S = {v 1, V 2, •. . , V n } un conjunto de vectores en un espacio vectorial V. 
Demuestre que si uno de los vectores es cero, entonces S ~s linealmente depen
diente. 

10. Si {VI, V2, V3 } es un conjunto linealmente independiente de vectores, demues
tre que {VI, V2 }, {VI, V3 } , {V2, V3 }, {VI }, { V2 } Y {V3 } son también conjun
tos linealmente independientes. 

11. Si S = {VI, V2, ... , vn } es un conjunto linealmente independiente de vectores, 
demuestre que todo conjunto de S con uno o más vectores también es lineal
mente independiente. 
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12. Si {VI' V2, V3 } es un conjunto linealmente dependiente de vectores en un espa
cio vectorial V, demuestre que {VI, V2' V3, V4 } también es linealmente depen
diente, en donde V4 es cualquier otro vector en V. 

13. Si {VI , V2 , •• • , vr } es un conjunto linealmente dependiente de vectores en un 
espacio vectorial V, demuestre que {VI, V2, . • . , vr + l ' .. . ,vn} también es 
linealmente dependiente , en donde vr+ 1" . , vn son otros vectores cuales
quiera en V. 

14. Demuestre que todo conjunto con más de tres vectores tomados de P2 es lineal
mente dependiente. 

15. Demuestre que si {v I , V2 } es linealmente independiente y V 3 no está en lin {v I , 

V2 } , entonces {VI, V2 , V3 } es linealmente independiente. 

16. Pruebe que un conjunto con dos o más vectores es linealmente dependiente si y 
sólo si al menos uno de los vectores es expresable como una combinación lineal 
de los valores restantes. 

17. Pruebe que el espacio generado por dos vectores en R 3 es una recta que pasa por 
el origen, un plano que pasa por el origen, o bien, el propio origen. 

18. (Para los lectores que hayan estudiado Cálculo.) Sea V el espacio vectorial de las 
funciones con valor real definidas sobre la recta real completa. Si f, g Y h son 
vectores en V, las cuales son doblemente diferenciables, entonces la función 
w = w(x) definida por 

{(X) Y( :':) h(x) 

Iv(X ) = F (x ) y '(x ) h'(x) 

j"(x ) q " (x) h" (O\) 

se conoce como wronskiano de f, g Y h, Pruebe que f, g Y h forman un conjun
to linealmente independiente si el wronskiano no es el vector cero en V [es decir, 
w (x) no es idénticamen te cero] . 

19. (Para los lectores que hayan estudiado Cálculo.) Utilice el wronskiano (ej erci
cio 18) para demostrar que los siguientes conjuntos de vectores son linealmen
te independientes. 

(a) 1, x, eX (b) sen x, cosx, x sen x (d) 1, X, X2 

4.5 BASE Y DIMENSIDN 

Por lo común, se concibe una recta como un espacio unidimensional, un plano como uno 
bidimensional y el espacio que lo rodea a uno como tridimensional. El objetivo princi· 
pal de esta sección es precisar esta noción intuitiva de dimensión . 

Definición. Si Ves cualquier espacio vectorial y S = {VI, V2, . • . , Vr } es un conjunto fini · 
to de vectores en V, entonces S se denomina hase para V si ' 
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(i) S es linealmente independiente; 
(ü) S genera a V. 

Ejemplo 27 

179 

Sean el "" 0, 0,0, ... , O), e2 = (O, 1,0, . .. ,O), .. . ,en = (0,0, O, . .. , 1). En el ejem
plo 23 se señaló que S = {el, e2, ... , en } es un conjunto linealmente independiente en 
R n. Dado que cualquier vector v = (VI' V2, ..• , vn ) en R n se puede escribir como v = V I e2 
+ V2e2 + ... + vnen , S genera a R n y, por tanto, es una base. Esta base se conoce como 
base estándar para Rn. 

Ejemplo 28 

Sean VI = (1, 2, 1), V2 = (2 , 9, O) y V3 = (3,3,4). Demuéstrese que el conjunto S = {VI, 

V2, V3 } es una base paraR 3
. 

Solución. Para demostrar que S genera a R 3 
, es necesario demostrar que un vector arbitra

rio b = (b l , b 2 , b 3 ) se puede expresar como combinación lineal 

de los vectores en S. Al expresar (4.3) en términos de las componentes da 

o bien, 

o bien, 

/.:1 + 2/.: 2 ;+- 3/.: 3 = b1 

2/.: 1 + 9/.: 2 + 3k3 = b2 

/.:1 + 4/.: 3 = b3 

(4.3) 

(4.4) 

Por tanto, para demostrar que S genera a V, se debe demostrar que el sistema (4.4) tiene 
una solución para todas las elecciones de b = (b¡, b2 , b 3 ). Para probar que S es linealmente 
independiente, es necesario demostrar que la única solución de 

(4.5) 

esk 1 =k 2 =k3 =0. 
Como se hizo antes, si (4.5) se expresa en términos de las componentes, la verifica

ción de la independencia se reduce a demostrar que el sistema homogéneo 

k 1 +2k2 +3k 3 =O 

2/.: 1 + 9k 2 + 3k 3 = O 

/.:1 + 4k 3 = O 

(4.6) 
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tiene únicamente la sulución tri vial. Obsérvese que los sistemas (4.4) y (4.6) tienen la mis
ma matriz de coeficiente. Así entonces, por los incisos (a) , (b) Y (d) del teorema 13 de la 
sección l. 7, es posible probar simultáneamente que S es linealmente independiente y que 
genera a R 3

, demostrando que la matriz de coeficientes 

de los sistemas (4.4) Y (4.6) es inversible. Puesto que 

1
I 

det(A) = 12 
I 

; 1 

2 3 
9 3 

° 4! 

- 1 

por el teorema 6 de la sección 2.3, se concluye que A es inversible. Por consiguiente, S es 
una base para R 3 . 

Ejemplo 29 

El conjunto S = {l, x, xZ , ... ,xn } es una base para el espacio vectorial P n que se intro
dujo en el ejemplo 13. Por lo vis to en el ejemplo 18, los vectores en S generan a Pn . A fin 
de ver que S es linealmente independiente, supóngase que alguna combinación lineal de 
vectores en S es el vector cero, esto es, 

Co + e 1x + ... + C"X" == O (4.7) 

se debe demostrar que eo = el = ... = en = O. Con base en lo visto en el Algebra , un po
linomio diferente de cero de grado n tiene cuando más n raíoes distintas. Dado que (4.7) 
es una identidad, todo valor de x es una raíz del primer miembro. Esto implica que el =e2 
= ... = en = O; por otra parte, eo + el x + . .. + enxn podría tener cuanqo más n raíces . 
Por tanto, el conjunto S es linealmente independiente . 

La base S de este ejemplo se conoce como base estándar para Pn . 

Ejemplo 30 

Sean 

-[0 0J M4 -
O l 

El conjunto S = {MI, M z, M 3 , M4 } es una base para el espacio vectorial M 22 de matrices 
de 2 X 2. A fin de ver que S genera a MZ2 , nótese que un vector (matriz) típico 
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se puede escribir como 

[~ ~J=a[~ ~J + b[~ ~J +c [~ ~J + d[~ ~J 
= aMI + bM 2 + c.\1 3 + dM 4 

Para verificar que S es linealmente independiente , supóngase que 

.% decir, 

Entonces, 

[
a bJ = rO 0J 
e d LO O 

Por tanto, a = b = c = d = O de modo que S es linealmente independiente. 

Ejemplo 31 

Si S = {VI, V2, . ' .' , Vr } es un conjunto linealmente independiente en un espacio vectorial 
V, entonces S es una base para el subespacio lin(S), ya que S es independiente y, por defi
nición de lin(S), S genera a lin(S). 

Se dice que un espacio vectorial diferente de cero V es de dimensión finita si contie
ne un conjunto finito de vectores {VI, V2, . .. , VII } que fonna una base. Si no existe un 
conjunto de este tipo, se dice que Ves de dimensión infinita. Además, se considera el es
pacio vectorial cero como de dimensión filúta, aun cuando no tiene conjuntos linealmente 
independientes y, como consecuencia, no tiene base . 

Ejemplo 32 

Por lo visto en los ejemplos 27, 29 y 30, R", PI! Y M 22 son espacios vectoriales de dimen
sión tlnit a. 

El siguiente teorema suministra la clave hacia el concepto de dimensión para espacios 
vectoriales. Con base en él se obtendrán algunos de los resultados más importantes del ál
gebra lineal. 

Teorema 7. Si S = {VI, V2 , . . . , VI! } es una base para un espacio vectorial V, entonces 
todo conjullfo COIl más de n vectores es linealmente dependiente. 

Demostración Sea S' = {WI, W2 , .. . , W m } cualquier conjunto de m vectores en V, en 
donde ni > 11. Se desea demos! rar que S' es linealmente dependiente . Supuesto que S = {VI I 

V2' .. . , VI! } es una base, cada w¡ se puede expresar como una combinación lineal de los 
vectores en S, por ejemplo, 
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W¡ = a¡¡v¡ + a l ¡v1 + . . . + ClIl¡V Il 

W 1 = a¡lv¡ + C/ 11V2 + .. . + all1vIl (4.8) 

Para demostrar que S' es linealmente dependiente, se deben hallar los escalares k 1, k 2 , •.• , 

km, no todos cero, tales que 

(4.9) 

Al aplicar las ecuaciones dadas en (4.8), (4.9) se puede volver a escribir como 

(k¡CI¡¡ + k 2a¡2 + . .. + k",a¡",)v¡ 

+ (k¡C/ 2 ¡ + k 2C1 z2 + . . . + k",a2",)v 2 

Por tanto, el problema de probar que S' es un conjunto linealmente dependiente se redu
ce a demostrar que existen k ¡, k 2, .. . , km, no todos cero, que satisfacen 

u¡¡k¡ + UI 2k 2 + . .. + u¡",k", = O 

u2¡k¡ + a22k2 + . .. + uzmkm = O 
(4.10) 

Dado qúe (4.10) tiene más incógnitas que ecuaciones, la demostración queda completa, 
ya que el teorema 1 de la sección 1.3 garantiza la existencia de soluciones no triviales. I 

Como consecuencia, se obtiene el resultado siguiente : 

Teorema 8. Dos bases cualesquiera para un espacio vectorial de dimensión finita tiene el 
mismo número de vectores. 

Demostración. Sean S = {v¡, V2, .. . , vn } Y S' = {WI, W2' ... , W m } dos bases para un 
espacio vectorial de dimensión finita V. Dado que S es una base y S' es un conjunto lineal
mente independiente, el teorema 7 implica que m';;:; n. De modo análogo, dado que S' es 
una base y S es tinealmente independiente, también se tiene n .;;:; m. Por tanto, m = n. I 

Ejemplo 33 

La base estándar para Rn contiene n vectores (ejemplo 27). Por consiguiente, toda base 
para Rn contiene n vectores . 

Ejemplo 34 

La base estándar para Pn (ejemplo 29) contiene n + I vectores; así entonces, toda base 
para Pn contiene n + 1 vectores. 
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El número de vectores en una base para un espacio vectorial de dimensión finita es 
una cantidad en particular importante. Por el ejemplo 33, toda base para R 2 tiene dos 
vectores y toda base para R 3 tiene tres vectores. Ya que R 2 (el plano) es intuitivamente 
bidimensional y R 3 es intuitivamente tridimensional, la dimensión de estos espacios es 
igual al número de vectores que se tienen en sus bases. Esto sugiere la siguiente definición: 

Definición. La dimensión de un espacio vectorial de dimensión fInita V se defme como el 
número de vectores en una base para V. Además, por definición, el espacio vectorial cero 
tiene dimensión cero. 

Por lo que se vio en los ejemplos 33 y 34, RIl es un espacio vectorial de dimensión n 
y Pn es un espacio vectorial de dimensión n + l . 

Ejemplo 35 

Determínese una base y la dimensión para el espacio de soluciones del sistema homogéneo 

.2X¡ + .2X2 - X " + x" = O 

- .\¡ - .\ 2 + 2s" - 3.\ .. + S" = O 

Solución En el ejemplo 8 de la sección 1.3 se demostró que las soluciones están dadas por 

s¡=-S-{ 

Por tanto, los vectores solución se pueden escribir como 

Xl - s - r 
s, s 

lo cual demuestra que los vectores 

-1 

I 

l¡ = O 

O 

O 

-s 

~ 

O + 
O 

O 

y 

-( 

O 
-( = s 

O 

- 1 

- 1 

-1 

O 

O 
O 

O 

V 2 = -1 

O 

-1 

O 

+ ( -1 

O 

generan el espacio de soluciones. Dado que estos vectores también son linealmente indepen
dientes l verifíquese), {VI, V2 } es una base, y el espacio de soluciones es bidimensional. 

En general, a fin de demostrar que un conjunto de vectores {VI, V2, .. . , Vn }es una 
base para un espacio vectorial V se tiene que demostrar que los vectores son linealmente 
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independientes y que generan a V. Sin embargo, si se sabe de antemano que V tiene di
mensión n (de modo que {VI, V2, ' .. , vn } contiene el número correcto de vectores para 
tener una base) entonces basta con verificar la independencia lineal, o bien, la generación 
-- la condición restante se satisfará automáticamente. Este es el contenido de los incisos 
(a) y (b) del teorema siguiente. En el inciso (c) de este teorema se afirma que todo conjun
to lineabtlente independiente forma parte de alguna base para V. 

Teorema 9. 

(a) Si S = {VI, v2 , _ . . , Vn } es un conjunto de n vectores linealmente independientes en 
un espacio V de dimensión n, entonces S es una base para V. 

(b) Si S = {v 1, V2, .. . , vn } es un conjunto de n vectores que genera un espacio V de 
dimensión n, entonces S es una base para V. 

(c ) Si S = {VI , V2, _ _ , vr } es un conjunto linealmente independiente en un espacio V 
de dimensión n y r < n, entonces se puede I}grandar S hasta formar una base para V; 
es decir, existen los vectores vr +¡, _ .. , vn tales que {VI, V2 , . . . , V" vy+¡ , . . _ , 

vn } es una base para V. 

Las demostraciones se dejan como ejercicios. 

Ejemplo 36 

Demuéstrese que VI = (- 3, 7) Y V2 = (S, S) forman una base para R2_ 

Solución. Dado que ninguno de los vectores es un múltiplo escalar del otro, S = {VI, V2 } 

es linealmente independiente. Puesto que R2 es bidimensional, S es una base para R 2 con 
base en el inciso (a) del teorema 9 . ' 

EJERCICIOS 4.5 

1. Dé una explicación de por qué los conjuntos siguientes de vectores no son bases 
para los espacios vectoriales que se indican. (Resuelva este problema por simple 
observación. ) 

(a) U 1 = (1, 2), U 2 = (O, 3), U 3 = (2, 7) para R2 

(b) U 1 = ( -1 , 3, 2), U 2 = (6, 1, 1) para R3 

(el P I = 1 + .'( + X2, P 2 = X - 1 para P 2 

(d) A = G ~J B = [ 6 
- 1 ~J e = [~ ~l 

D = [! ~J E=C 2 ~J para M 2 2 

2 ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores son bases para R 2
? 

(a l (2. 1). (3. Ol (bl (4. 1 l, ( - 7, - 8) (e) (0, OUI, 3) (u) (3,9), ( - 4, - 12) 
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3. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores son bases para R 3 ,? 

(a) (1, O, O), (2 , 2, O), (3,3 , 3) 
(e) (2 ~ - 3, 1), (4, 1, 1), (0, - 7, 1) 

(b) (3 , 1, - 4), (2, 5. 6), (1 , 4, 8) 
(d) (1 , 6, 4), (2, 4, - 1),( - 1, 2,5) 

4. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores son bases para P2 ? 

(a) 1 - 3.\ + 2X 2, 1 + x + 4X 2. 1 - 7.\ 
(b) 4 + 6x + X 2, - 1 + 4.\ + 2 X 2, 5 + 2x - X2 

(e) 1 + x + X2 , X + X2 , X2 

(d) - 4 + x + 3x 2
, 6 + 5x + 2x 2

, 8 + 4x + X2 

5. Demuestre que el conjunto siguiente de vectores es una base para Mzz . 

[ O -IJ 
- 1 O ' [ O -8J 

- 12 -4 ' 

6. Sea Vel espacio generado por VI = cos2 
X, V2 = sen2 x V3 = cos 2x. 

(a) Demuestre que S = {VI, V2' V3 } no es una base para V. 
(b) Halle una base para V. 
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En los ejercicios 7 al 12 determine la dimensión del espacio de soluciones del sistema que 
se da y encuentre una base para él. 

7. X I + X 2 - X 3 = O 
- 2x 1 - X 2 + 2x) = O 

- X I + X 3 = O 

8. 3x I + X 2 + X 3 + X 4 = O 
5x I - X 2 + X, - X4 = O 

9. X I - 4 X2 + 3x) - X 4 = O 
2x I - SX2 + 6x) - 2X4 = O 

10. x l -3x 2 + X3= 0 
2x 1 - 6x 2 + 2x 3 = O , 
3x I - 9 X 2 + 3x 3 = O 

11. 2x I +X2+ 3x)= 0 12. x + y + z = O 
X I + 5x 3 = O 

X2 + X3 = O 
3x + 2y - 22 = O 
4x + 3y - :; = O 
óx + 5y + :; = () 

13. Determine bases para los subespacios de R 3 que siguen: 

(a) El plano 3x - 2y + 52 = O 
(b) El plano x - y = O 

x = 2t 
(e) Larectay= - t - oo<t<+oo 

2 = 4t 
(d) Todos los vectores de la forma (a, b. e), en donde b = a + e 

14. Determine las dimensiones de los siguientes subespacios de R 4 
. 

(a) Todos los vectores de la forma (a. b. c. O) 

J 

(b) Todos los vectores de la forma (a. b, e, d), en donde d = a + b y e = a - b. 
(e) Todos los vectores de la forma (a, b. e, d), en donde a = b = (' = d 
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15. Determine la dimensión del subespacio de P3 que consta de todos los polino
miosao +a¡x +a2x2 +a3x3 , paraloscualesao =0. 

16. Sea {v¡, V2, V3 } una base para un espacio vectorial V. Demuestre que {u¡, U2 , 
U3 } también es una base, en donde U¡ = V¡, U2 = V¡ + V2 Y U3 = v¡ + V2 + V3. 

17. Demuestre que el espacio vectorial de todas las funciones con valor real defini
das sobre la recta real completa es de dimensión infinita. (Sugerencia. Suponga 
que es de dimensión finita y que su dimensión es n y obtenga una contradicción 
al producir n + 1 vectores linealmente independientes.) 

18. Demuestre que un subespacio de un espacio vectorial de dimensión finita es de 
dimensión finita. 

19. Sea V un sub espacio de un espacio vectorial de dimensión finita W. Demuestre 
que dim( V) ~ dim( W) (Sugerencia. Por lo visto en el ejercicio 18, Ves de dimen
sión finita.) 

20. Demuestre que los únicos subespacios de R 3 son rectas que pasan por el origen, 
planos que pasan por el origen, el sub espacio cero y el propio R 3. (Sugerencia. 
Por lo visto en el ejercicio 19, los subespacios de R 3 deben ser de dimensión 0, 
dimensión 1, dimensión 2, o bien, de dimensión 3.) 

21. Pruebe el inciso (a) del teorema 9. 

22. Pruebe el inciso (b) del teorema 9. 

23. Pruebe el inciso (e) del teorema 9. 

4.6 ESPACIO DE RENGLONES V COLUMNAS DE UNA MATRIZ; RANGO; 
APLICACIONES PARA HALLAR BASES 

En esta sección se estudian ciertos espacios vectoriales asociados con las matrices. Los re· 
sultados suministrarán un procedimiento sencillo para encontrar bases, reduciendo una ma· 
triz apropiada a una forma escalonada en los renglones. 

Definición. Considérese la matriz de m X n 

l
lll 1 

A = 1121 

1I~" 1 

lI

lll

1 ll l " 

11,:"" 

Los vectores 

rlll == (0"'1 ' lI1I/ 2 ' . . . . ",",,) 
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formados a partir de los renglones de A se conocen como vectores renglón de A, Y los vec
tores 

formados a partir de las columnas de A se llaman vectores columna de A El subespacio de 
Rn generado por los vectores renglón es el espacio de renglones de A, y el subespacio de 
Rm generado por los vectores columna es el espacio de columnas de A. 

Ejemplo 37 

Sea 

A = [~ -1 ~J 
Los vectores renglón de A son 

r 1 = (2, 1,0) y r2 = (3 , -1,4) 

y los vectores colurrmas de A son 

y 

El teorema siguiente ayuda a encontrar bases para los espacios vectoriales; su demos
tración se difiere hasta el final de la sección 

Teorema 10. Las operaciones elementales sobre los renglones no cambian el espacio de 
renglones de una matriz. 

Con base en este teorema se deduce que el espacio de renglones de una matriz A per
manece inalterado al red ucir\a hasta una forma e'scalonada en los rengkmes. S.in embargo, 
los vectores renglón diferentes de cero de una matriz en la forma escalonada en los renglo
nes siempre son lineales independientes (ejercicio 17), de modo que estos vectores renglón 
diferentes de cero forman una base para el espacio de renglones Así entonces, se tiene el 
s igu ie n te resultado : 

Teorema 11. I,os vectores renglón diferentes de cero en una forma escalonada en los ren
glones de una matriz A forman una base para el espacio de renglones de A. 

Ejemplo 38 

Encuéntrese una base para el espacio generado por los vectores 
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188 ESPACIOS VECTORIALES 

VI =(1. - 2.0,0, 3) V 2 = (2, - 5, - 3, -2, 6) 

V4 = (2, 6, 18,8, 6) 

V ) = (0, 5, 15. 10, O) 

Solución El espacio generado por estos vectores es el espacio de renglones de la matriz 

[~ 
- 2 
- 5 

5 

6 

° - 3 
15 

18 

° -2 
10 

8 

Al poner esta matriz en forma escalonada en los renglones se obtiene (verifíquese): 

[~ 
- 2 ° ° ~l l 3 2 

° l l O' 

° ° ° OJ 

Los vectores renglón diferentes de cero en esta matriz son 

W I = (1 , - 2,0,0, 3) W 2 = (O, 1, 3, 2, O) W J = (O. 0, 1, 1, O) 

Estos vectores forman una base para el espacio de renglones y, como consecuencia, una 
bas~ para el espacio generado por VI , V2, V3 Y V4. ' 

OBSERVACION. Se han estado escribiendo los vectores renglón de una matriz en notación 
horizontal, y los vectores columna en notación vertical (matricial), debido a que esto pare· 
ce más natural. Sin embargo, no hay razón alguna de por qué no puedan escribirse los vec
tores renglón en notación vertical y los vectores columna en notación horizontal, si así 
resulta conveniente. 

Teniendo en cuenta esta observación, es evidente que, excepto por un cambio de 
notación vertical a horizontal, el espacio de columnas de una matriz es el mismo que el 
espacio de renglones de su transpuesta. Por tanto, si se desea, se puede encontrar una base 
para el espacio de columnas de una matriz A, encontrando una base para el espacio de 
renglones de A t y, a continuación, regresando a la notación vertical. 

Ejemplo 39 

Hállese una base para el espacio de columnas de 

() 

4 
-" 
4 

" 
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Solución. Al transponer se obtiene 

3 
2 
5 

189 

y al realizar la reducción hacia una forma escalonada en los renglones se llega a (verifí
quese) 

Por tanto, los vectores (1, 3, O) Y (O, 1, 2) forman una base para el espacio de renglones 
de Ato, lo que es equivalente, 

y 

fonnan una base para el espacio de columnas de A. 

En el ejemplo 38, se aplicó la reducción en los renglones a fin de encontrar una base 
para el espacio generado por un conjunto de vectores. Sin embargo, ese método puede 
producir vectores base que no se encuentren entre los vectores del conjunto original. Ahora 
se muestra cómo producir una base que sea un subconjunto del conjunto dado de vectores. 
La idea es eliminar vectores del conjunto dado que sean combinaciones lineales del resto, 
dejando en consecuencia un conjunto de vectores linealmente independientes que generen 
el mismo espacio que el conjunto original de vectores . El método, el cual se aplica única
mente a vectores en Rn , se explica por medio de un ejemplo. 

Ejemplo 40 

Encuéntrese un subconjunto de los vectores 

VI = (1, - 2, 0, 3), V2 = (2, - 5, - 3, 6) 

V 3 = (0, 1, 3, O), v4 = (2, -1,4, - 7), Vs = (5, - 8, 1,2) 

que forme una base para el espacio generado por estos vectores 

Solución. Se principia por resolver la ecuación vectorial 

(4.11) 

-------Al sustitu ir las componentes y, a continuación, igualar las componentes correspondientes 
de los dos miembros de (4.1 1) se llega al sistema homogéneo 
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C1 + 2c 2 + 2c4 + 5cs = O 

- 2c I 5c2 + C3 - c4 -8cs =0 

- 3c2 + 3c3 + 4c4 + Cs = O 

3c I + 6e2 - 7('4 + 2es = O 

Al obtener este sistema por la eliminación de Gauss-Jordan se obtiene (verifíquese): 

el = - 25 - t, e2' = s - t, es = t (4.12) 

en donde s y t son arbitrarios, Sustituyendo (4.12) en (4.11), se obtiene 

(-25 - t)v I + (5 - t)v 2 + sV 3 - tV4 + tv s = O 

10 cual se puede volver a escribir como 

(4.13) 

Ya que s y t son arbitrarias, es posible hacer s = 1, t = O y, entonces s = O, ["= 1 Esto con
duce a las ecuaciones de dependencia 

-2vI + v2 + v3 = O 

- VI - v2 - V4 + Vs = O 
(4.14) 

Con estas ecuaciones se pueden expresar los vectores V3 Y Vs como combinaciones linea
les de los vectores precedentes (es decir, los vectores con subíndices menores) Se obtiene 

V3 = 2v I - v2 

Vs = VI + v2 + v4 
( 4.15) 

lo cual indica que es posible descartar V3 Y Vs del conjunto original, sin afectar el 'espacio 
generado . 

A continuación se demuestra que los vectores restantes VI, V2 Y V4 son linealmente 
independientes y, por tanto, forman una base para el espacio generado por VI, V2, V3, V4 

Y Vs- Si 

, 
entonces (4.11) se cumple con e3 = O yes = O Por tanto (4.12) se cumple con s = e3 = O 
y t = es = O. A partir de las ecuaciones restantes en (4.12), se deduce que 

C1 = 0, 

10 cual prueba que VI, V2 Y v 4 son linealmente independientes . 

OIlSFRV ¡\CION. Aun cuandp se omite la demostración. se puede demostr<lr que después de 
aplicar las ecuaciones de dependencia, a fin de 'climinar aqucllos vecforcs que dependen de 
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los precedentes, los vectores restantes siempre serán linealmente independientes. P : con
siguiente, no es necesario verificar la independencia como se hizo en el último ejemplo. 

El teorema que sigue es uno de los resultados más fundamentales del álgebra lineal. 
La demostración se deja hasta el final de esta sección. 

Teorema 12. Si A es una matriz cualquiera, entonces el espacio de renglones y el espacio 
de columnas de A tienen la misma dimensión. 

Ejemplo 41 

En el ejemplo 39 se vio que la matriz 

A = [~ 
o 
2 
4 

tiene un espacio de columnas bidimensional. Por consiguiente, en el teorema 12 se afirma 
que el espacio de renglones también es bidimensional. Para comprobar que, de hecho , este 
es el caso, se reduce A a una forma escalonada en los renglones , obteniendo (verifíquese) 

o 
1 

O 

Dado que esta matriz tiene dos renglones diferentes de cero, el espacio de renglones de A 
es bidimensional. 

Definición. La dimensión del espacio de renglones y columnas de una matriz A se conoce 
como rango de A. 

Por ejemplo, la matriz A de los ejemplos 39 y 41 tiene rango 2. 
El siguiente teorema agrega tres resultados más a los del teorema 13 de la seccióli 

1.7 Y del teorema 6 de la sección 2.3. 

Teorema 13. Si A es una matriz de n X n, entonces las proposiciones que siguen son equi
valentes. 
(a) A es inversible. 
(b) 
(e) 

(d) 
(e) 

(1) 
(g) 
(h) 

A x = O tiene únicamente la solución trivial. 
A es equivalente, respecto a los renglones, a In . 
A x = b es consistente para toda matriz b de n X l . 
det(A) *" O 
A tiene rango n 

l . os vectores renglón de A son linealmente independientes. 
¡,os vectores columna de A son linealnzente independientes. 

Demostración. Se demostrará que (e), (1), (g) y (h) son equivalentes, prohando la sucesión 
de implicaciones (e) => (f) => C~) ~ (h) => (e) . 

Esto completa la demostración puesto que ya se sabe que (e) equivale a (a), (b) , (d) y (e). 
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(e) ~ (j) Supuesto que A es equivalente, respecto a los renglones, aln y In tiene n renglones 
diferentes de cero, el espacio de renglones de A es de dimensión n, por el teorema 11. Por 
consiguiente, A tiene rango n. 

(j) ~ (g) Supuesto que A tiene rango n, el espacio de renglones de A es de dimensión n. 
Ya que los n vectores renglón de A generan el espacio de renglones de A , por el teorema 9 
de la sección 4.5 se concluye que los vectores renglón de A son linealmente independientes. 

(g) ~ (h) Supóngase que los vectores renglón de A son linealmente independientes. Así 
entonces, el espacio de renglones de A es de dimensión n. Por el teorema 12, el espacio 
de columnas de A también tiene dimensión n. Dado que los vectores columna de A generan 
el espacio de columnas, los vectores columna de A son linealmente independientes, con 
base en el teorema 9 de la sección 4.5. 

:h) ~ (e) Supóngase que los vectores columna de A son linealmente independientes. Por 
tanto, el espacio de columnas de A tiene dimensión n y, como consecuencia, el espacio de 
renglones de A , por el teorema 12 , también es de dimensión n. Esto significa que la fonna 
escalonada en los renglones reducida de A tiene n renglones diferen tes de cero, es decir, 
todos los renglones son diferentes de cero. Como se hizo notar en el ejemplo 24 de la sec
ción 2.3, esto implica que la forma escalonada en los renglones reducida de A esln . Así 
entonces, A es equivalente, respecto a los renglones, a In · I 

Es interesante hacer notar que el teorema 13 reúne todos los ternas principales que 
se han estudiado hasta aquí: matrices, sistemas de ecuaciones, determinantes y espacios 
vectoriales. 

Se concluye esta sección con un resultado adicional acerca de los sistemas de ecua
ciones lineales. Considérese un sistema de ecuaciones lineales 

Ax = b 
o, lo que es equivalente , 

al/ljf.\lj fh
l 
j Q2/1 .\2 h2 

lm/l ~ /I = lm U m 2 

Al hacer la multiplicación de las matrices que se encuentran en el primer miembro, se pue
de volver a escribir este sistema como 

1(/11 Xl + (/12 '\2 + ... + a 1/1.\/I] fhl j 
a 2 1 Xl + 0 22 .\: 2 + ... + a2/1.\/I h2 

_:/ml.\1 + lm2.\2 + ... + }I/lIt'\/I - hit, 
o bien , 

f

a
11

] fa 12 j flll/1j fh
1j (/ 2 1 a22 (/2/1 h1 

.\1 . +'\2 , +"' +'\/1' = . 

:'",1 :'11/2. :1", 11 ¡JIU 
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Dado que el primer miembro de esta ecuación es una combinación lineal de los vectores 
columna de A . se deduce que el sistema A x = b es consistente si, y sólo si, b es una combi
naciónlíneal de los vectores columna de A . Por tanto , se tiene el útíl teo rema que sigue : 

Teorema 14. Un sistema de ecuaciones lineales Áx = b es consistente si y sólo si b está en 
el espacio de columnas qe A. . 

OPCIONAL 

Demostración del teorema 10. Supóngase que los vectores renglón de una matriz A son r, , 
r2 , . .. , rm y que se obtiene B a partir de A , efectuando una operación demental sobre 
los renglones . Se demostrará que todo vector en el espacio de renglones de B también está 
en el espacio de renglones de A e , inversamente , que todo vector que está en el espacio de 
renglones de Á está en el espacio de renglones de B. Entonces es posible concluir que A y 
B tienen el mismo espacio de renglones . 

Considérese las posibilidades. Si la operación sobre los renglones es un intercamb io 
de los mismos , entonces B y A tienen los mismos vectores renglón y . como consecuencia, el 
mismo espacio de renglones. Si la operación sobre los renglones es la multiplicación de 
uno de ellos por un escalar, o la adición de un múltiplo de uno de los renglones a otro , en
tonces los vectores renglón r' 1 , r'2 . .. , r'm de B son combinaciones lineales de r; , r2 , . . . , 
rm ; por consiguiente , están en el espaCio de renglones de A. Dado que un espacio vectorial 
es cerrado bajo la adición y la multiplicación escalat , todas las combinaciones lineales de 
r'l , r '2 , ... , r' n1 también estarán en el espacio de renglones de A. Por tanto , cada vector 
del espacio de renglones de B está en el espacio de renglones de A. 

Supuesto que B se obtiene a partir de A al efectuar una operación sobre los renglo
nes, se puede obtener A a partir de B, efectuando la operación inversa (sección 1.7). Por 
consiguiente , el argumento que se da Indica que el espacio de renglo nes de A está conte
nido en el espacio de renglones de B. 

OPCIONAL 

Demostración del teorema 12. Denótense los vectores renglón de 

la" 
(11 2 a,. ] 

A = (/21 (1 22 a 2" 

~"'l (1", 2 ~m" 
por r "r2,· · ·, r", 

Supóngase que el espacio de renglones de A tiene dimensión k y que S = {b, , b. , . . . ,b" } 
es una base pa ra el espacio de renglones, en donde b i = (b;, , b¡., "" bln) ' Supuesto 
que S es tina base para el espacio de renglones, cada vector renglón se puede expresar co
mo una combinación lineal de b l , b1 , . . . , b" ; por tanto, 
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r¡ = c¡¡b¡ + C¡2b2 + ... + Clkbk 

r 2 = c2¡b¡ + C22b2 + ... + C2kbk 
(4.16) 

Ya que dos vectores en R" son iguales si y sólo si las componentes correspondientes son 
iguales, se pueden igualar las j - ésimas componentes de cada lado de (4.16), para obtener 

a¡j = c¡¡b¡j + C ¡ 2b2j + ... + clkb kj 

a2j = c2¡b¡j + C22 b 2j + ... + C2kb kj 

0 , 10 que es equivalente, 

l

G¡j] lC¡lJ lC12] lClk] a" ~ b'l e" + b'l e" + .. . + b,¡ e" 

G m} Cm l Cm2 Cmk 

(4.17) 

El primer miembro de esta ecuación es elj- ésimo vector columna de A y i = 1,2, .. . , n 
es arbitrario; por tanto , cada vector columna de A está en el espacio generado por los k 
vectores del segundo miembro de (4.17). Por consiguiente, el espacio de columnas de A 
tiene dimensión ~ k. Ya que 

k = dim (espacio de renglones de A) 

se tiene 

dim (espacio de columnas de A) ~ dim (espacio de renglones de A). (4-.18) 

Supuesto que la matriz A es completamente arbitraria, se aplica esta misma conclusión a 
A t , es decir, 

dim (espacio de columnas de A t ) ~ dim (espacio de renglones de A t) (4.19) 

Pero al transponer una matriz se convierten las columnas en renglones y los renglones en 
columnas de modo que 

espacio de columnas A t = espacio de renglones de A 

y 

espacio de renglones de A t = espacio de columnas de A 

Por tanto, (4.19) se puede volver a escribir como 

dim (espacio de renglones de A) ~ dirn (espacio de columnas de A) 
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Con base en este resultado y (4.18) se concluye que 

dim (espacio de renglones de A) = dim (espacio de columnas de A) I 

EJERCICIOS 4.6 

1. Liste los vectores renglón y los vectores columna de la matriz 

[~ 
-1 

5 

4 

o 1] 
7 -1 

2 7 

195 

En los ejercicios 2 al 5 halle : (a) una base para el espacio de renglones; (b) una base para 
el espacio de columnas ; (e) el rango de la ~atriz. 

2. [~ 3. [i 
2 

- :] 
4 [ ; 

1 2 

i1 
- 3J 4 O 1 
- 6 

O -8 3 

1 - 3 2 2 

O 3 6 O _ J 

5. 2 - 3 - 2 4 4 

3 -3 " 6 6 3 

5 -3 10 10 5 

6. Halle una base para el subespacio de R " generado por los vectores que se dan . 

(a) (1 , 1, -4, -3), (2, 0,2, - 2), (2, -1,3,2) 
(b) ( - 1, 1, -2, O), (3, 3. 6, O), (9, O, 0, 3) 
(e) (1, 1, O, O), (O, O, 1, 1), (- 2, O. 2, 2), (O, - 3, O, 3) 

7. Verifique que el espacio de renglones y el espacio de columnas tienen la misma 
dimensión (como lo garantiza el teorema 12). 

l 
2 
3 

(a) 1 

- 3 

O 

- 4 
2 

2 
- 1 

3 

-2 

3 

2 

5 

1 

5 

En los ejercicios 8 al 9, aplique el método del ejemplo 40 para: (a) encontrar un subcon
junto de los vectores que forme una base para el espacio generado por los propios vectores; 
(b) expresar cada Vi que no esté en la base como una combinación lineal de los vectores base. 

8. v¡ = (l , - 1, 5, 2), v2 = (- 2, 3, 1, 0), v3 =(4, - 5, 9, 4), v4 = (0, 4, 2, -3), vs 

= (-7.1 8.2, -8) 

9. v¡ = (1 , 0, 1, 1), v2 = ( - 3, 3, 7, 1), v3 =(- I, 3, 9, 3), v4 = (-5, 3, 5, - 1) 
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lQ. En Q4Qª inci~o , ~n~uel'\tfe \Wª l:las~ p&fa ~l ~spaQio g~ renglQnes q\1e Qonste por 
completo de v~ctores rengl,ón , y. enCl\entre l\na base Da!'!!' el esp¡¡,ciQ de cqll\mn¡is 
que c,onste ~ompleta.men~e c\1il vectores CQ\Yffinéj, . 

l' 
~ 4 6 

'J ",[-: - ~ - 4 -:] lb) .2 = 1 3 
6 \~ 

<"' 
-* -5 9- 3 o I ~ 
Q - , 

•• • (a) Si A es Una. matri~ de 3 x :1 , 4c4á\ e~ el valo r f!1á~imQ pQsil'¡le para el ran~o 
d~ A? 

(o) Sl A es \,lna matriz de m X n, ~c;uál e~ el valor máximo posible Paf¡¡ e) fan, 
~o g~.4 1 

t ~ . En cad", lnC;isg, d~tef!nj.pe ~! b ~stá eft él espaoiQ ele \!pll,\mnas. de A. Si lo está, 
e>\PfeSe q comQ \,lpa combinación 1m e"'! de los veetqres, QO!llmna. 

(a) A = [~ 

( b) A= [~ 

(c) A = l- ': 
- 1 

3J [-2J -6 :b = lO 

-4l [OJ J, b -
-g . - 1 

- 1 

1 

- 1 

13, (ª) Prveoe qUe ~j A es l\pa mªtri¡; 4e 3 X ,51 entQn§es IOIl VtilQtOfeS ºº!¡.¡mna d(,\ 
A son linealmente dependientes. 

(b) Pru~b~ q,ue si A (tS, una matri~ d~ ~ 't 3, entQn9.e~ \Qs 't~ctQl'es l'~f\~Ql\ d~ A 
son line!!'lmente gepe\1diel'lte~ , 

14. Pr\1ebe que si A ~s una matriz que nO es Quadractª, entonces los VeQtQre!¡ renglón 
de A, o bien, lo!¡ vectQre~ QQ14m\1ª ge,4 ~Qn UIll~ªI!Jlente ctePen~Hen~e:l , 

1$. Sea 

Pruebe: A tiene rango 2 si y sólo si \1no Q mái'\ de lQ& c;let~rnÜ.\1ant~~ 

¡all a1 21. ¡all (/ 131,I(ll ! (/ 131' 
a2 \ (/2 2 a2 1 (/ 23 ,(/22 a2 ] , 

es diferente a cero , 

16. Pruebe que un sistema de eCl,lacione& A X; = ~ es \!onsi~tente si 't sólo si el rango 
de SU matriz aumentada es igual al rango de A . 

17. PT\iebe el teorema 11 , 
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18. Ptuebe que los ved ores renglÓn de uña rtlatrít ínVérslblé A de I~ X n fotman 
Una base pará R" , 

4.'1 ESPACiOS DE PRODUCtOS INTÉRIORES 

En la sétciM 4.1 se estüdió el ptodütto euclidiano interioi' sobre el espaCio vettbiial R;¡ . En 
esta S(lc¡;j6n se intfoduce la fiOci(jn de úfi prodUcto inteñot sobre un espadó vectorial ar
bitrario . Cómo cOI1SeCUetléÍá de lú qUe se vea; se \)odra definir COh todo significadó las no
ciones de ángulG , longitud y distanda en espaéios veétótHiles más generales. 

En el teoteítla ;2 de la slkdón 4.1 , se reunieron las propiedades mas importantes del 
producto euclidiano interior. Én Un espadó vectorial general , Un pruduGto mtéfiór se 
definé llütOI1'íátillamente aplíeartdo éstás propiedades cdlliO áXíOfi\ás. 

Deflfiídófi. Un jlrOtlúéfo fnté;;o; sobre un espado vectorial JI es Una tU'ñeion qUe asóda 
Uf\' nUfi\eró real .( ti . v » con cada parej a dé Vectores \J y ven Ji; dé tal maneta qUe se 'sa
tlsfacért los axiomas sigüientes ptit todó!! lbS veétótes u, \i y w en V y todos tós escalares le. 

(l) < u, \) == ( \. u) 
(2 ) <ti 4- \ . ,,) "" ( u. \\) "f ( \. \\) 

(3) ( kll. \'> == k ( li. \) 
(4¡ ( l . \) ~ O ¡ltld ( " \) = O 

SI Y s610 ~ ¡ \ '= O 

(axiOlña de simetría) 
(axiofria de aditiVidád) 
(aXioma de hOtñQ~éfi~íélád) 
(aidoffia de pOsitividaél) 

Un espacio veetorial cOn un \)rodúcto interior sé ~ohoée como éspiícm de prodútl'9s litte
r/Ófes. 

LaS siguietHes propiedades ádicionale~ sé dedUcen de ihlfietHató a partir de l(¡)s ~Uá· 
tro axiomas de los prodUctos interiores: 

(il ( O. \) == ( l . O) == O 
(il) ( 11. \ 4- \\) == <ti. \) + ( ti. \\) 

ti I i ) ( ti. 1, \) == k < ti, \) 
Se probara (H) y se déjal1 ~i) tí (iH) cómo ejercidos. 

Ejemplo 42 

( ti. \ + \\ ) == <- \ + \l . ü) 

= ( \ . ti ) + ( \\, u) 

"" ( \J. \) 4- ( ti, n ) 

(por simetrla) 

(pOi' llditividad) 

(pot sifiíetría) 

Sean u == (it¡ ¡ Ui; .•• ¡ 1111 ) Y v =(VI ; V2 " •• , ))") ;el producto eudidianointeriot<u, v> 
= u • v'" 11 1 1' 1 + 11 2 jj2 + ... + tli¡ Vil satisface todos los axiólÚas del producto interior; por 
lo ex['resado en él teorélha 2 de la sección 4.1 . 

Ejempló 43 

Si ti == (aj , Il i ) Y v == (tj ¡ 1 1'2) son vectores en R2 ; entortces 
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define un producto interior. A fin de verificarlo, nótese primero que si se intercambian u 
y v en esta ecuación, entonces el segundo miembro permanece inalterado. Por tanto, 

( u, y) = ( Y, u) 

SiW:::(WI , W2),entonces 

( u + Y, w) = 3(u¡ + ¡;¡)w¡ + 2(U2 + V2 )W2 

= (3u¡ lV¡ + 2U2W2) + (3 ¡; ¡w¡ + 2V2W2) 

= ( u, w) + ( Y, w) 

lo cual establece el segundo axioma. 

A continuación , 

( ku, y) = 3(ku¡)¡;¡ + 2(ku 2)¡;2 

= k(3u¡¡;¡ + 2U2¡;2) 

= k( u, y) 

lo cual establece el tercer axioma. 

Por último, 

( Y, y) = 3v¡¡;¡ + 2¡;2[;2 = 3¡;i + 2d 

. Obviamente, < v, v >::: 3vi + 2v~ ;;;. O. Además < v, v >::: 3v; + 2v~ ::: O si y sólo si VI ::: 
V2 ::: O; es decir, si y sólo si v::: (VI, v2 ) ::: O. Por tanto, se satisface, el cuarto axioma. 

El producto interior de este ejemplo es diferente del producto euclidiano interior 
sobre R 2 

; esto indica que un espacio vectorial puede tener más de un producto interior. 

Ejemplo 44 

Si 

y 

son dos matrices cualesquiera de 2 X 2, entonces la fórmula que sigue define un producto 
interior sobre M22 (verifíquese) : 

Por ejemplo, si 

y 

entonces 

( U, V ) = 1( - 1) + 2(0) + 3(3) + 4(2) = 16 
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Ejemplo 45 

Si 

y 

son dos vectores cualesquiera en P2 , entonces la siguiente fórmula define un producto in
terior sobre P2 (verifíquese): 

Ejemplo 46 

(Para los lectores que hayan estudiado Cálculo). 
Sean p = p (x) y q = q (x ) dos polinomios en PIl y defínase 

( p, q) = f p(x)q(x) dx (4.20) 

en donde a y b son números reales fijos cualesquiera tales que a < b. Se demostrará que 
(4 .20) define un producto interior sobre P", 

(1) ( p. q) = lb p(xlq(x)dx = lb q(x)p(x)dx = ( q, p) 
a t i 

lo cual prueba que se cumple el axioma 1. 

(2) ( p + q. s ) = Jb (¡¡(xl + (1(X))5(X)dx 
, 1 

JI> I'b 
= p(.Y)s(.Y) d.Y + J q(.Y)s(x) d.Y 

11 11 

= ( p. s ) + ( q. s ) 

lo cual prueba que se cumple el axioma 2. 

(3) ( kp. q) = Jb kp(.Y)q(.Y)d.Y = k rb 
p(.Y)q(x)dx = k( p, q ) 

ti Ja 
lo cual prueba que se cumple el axioma 3 . 

(4) Si P = P (x) es cualquier polinomio en PIl , entonces p2 (x) ~ O para toda x; por 
tanto, 

Además , dado que p2 (x) ~ O y los polinomios son funciones continuas, f: p2 (x) dx = O 
si y sólo si p (x) = O para toda x que satisface a « x « b. Por tanto , < p, p > = f~ p2 (x)dx = 
O si y sólo si p = O. Esto establece el axioma 4 . 

Conviene hacer notar que los argumentos dados aquí sólo se pueden aplicar para de
mostrar que el espacio vectorial e [ a, b 1 analizado en el ejemplo 14 es un espacio de pro
ductos interiores bajo el producto interior 
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fb 
<f, g) = J" jt't }g(.'()clx 

Si U 'J '" son vectores, diferentes de cero en R 3, entonces u • v = ¡Iu 11 ['IV Ilcas 8, en 
donde ~ es el ángwo, entre u Y' v (secc!ón 3.3). Si se elevan al cuadrado los dos mic:ITi!:irós 
de' esta desigualdad! y¡ se aplican las relaciones Hu W ::; u • u, Hv I ~2 = V • V Y e:as1 e ~ 1, se 
n\!,)tiene 'a' desigualdad 

EH el siguiente: twrema se muestra: (jiue esta desigualdad se puede gencrnlizaF hacia cual· 
quier espacio de pmdu:dQ,s. interiores .. La desiglilaldad restante . conocida cOfflodesigwldad 
d'e Cauehy-Schwarz, pennne introducir las nociones de lQITgituQ y ángulo él1 cualquier 
espado de prodUctos; interiores. 

Tef)fml~ JS. (lJe!.igpalÓQtl ele Qucñy.Schwon*) Si uy vson lIectoresenun espaciodepm
cAtet.os, inteffip,res Y, en.lances. 

De"'ff'()~rr.cm Se adwie.lite de antemanQ d lec:tOlT que la demostración aqu,i presentada de.
pende d~ \!l<JIl cutif~lo Btáil,ij perQ sin motivación alguna. Si u = 0, entonces < u. \i > = < u, 
ti:> "" Q), de mMQ qu.e e'riótntemente , Fa igualdladi se cumple'. Supóngase' whoFa l!.J.t1e· u '* O. 
SUfII"::' <' 11, ~:>. b ::1 2 < tl'. V. >. t: =- <. Vi" V! > 'i t cualq;u.ier númeJQ Fe~t Por d e'lAfíoma dé' 
PQsitiviGadl. el pro41u:ct.Q int.erior de tuaIqu,ieF "lector poi si mismo Sie11lpFC es FfQ' Ffegativo'. 
fuF tan1€Jl. 

(!) ~ <flu -+ '1), ~tQ + ll}} = <u, ui t2 + 2( u. v) e + <v, v) 

= at2 + bt -+ e 

!ita de:sigJl~ impIka C\}\11e e:f poFmQmlÍo1 ti;..ua,t'l¡átic..o al 1 -t be "* e no' tie);le 'aliees, reates" (1 

bi~n. tiealt \lU ra;iz .ep«;~.ida. PQ-lI tantC)), 8.1!J di1CI1imm\Ullte debe satisla~eF bl - 4ac ~ O. 
Al1 (!-xJaresall'1i ~ y t: e0 té'vliFÚJ1W>,&¡ de lJ '1 w da, 4 <: u" V' >41 - 41 < Ui, Ui> <. v,. v > ~ 0';. o. de 
~ eq¡uivaf.ente, <: 11:, Vi :>2 ~ <. v. Ui :> <: v. v,- >. I 

$ . , =;- (1;61 . ~ •. ..• Ni",) '1' Vi = (V't. Ji,!, . .. • V-,.} SDR f!.i(!)s,vutmcs, euak'sq¡llIie.ra, enRn , e'o
tli1I\«S, fa! d'e~ig¡¡afd'ac¡) €f«' Caucl\j-$cl\wlHz ap;lkacfa a u Y! V' da JlWf tesulta dQ' 

*'AU/lUstitt I~Q~ (~/fI di«j¡ Q;I/..uehy' ~JJU&~-}>8S7l»_ A. \leCl:é~,e,eJtIsideV'dd'«)leom'O d pa~~e. d'cta,ná'fisi's, modc'p
RQ> (lla1eh,y, ~wió a, J)Q-Retl ail €:lÍífuul\)¡ sob.l'ct bases ma1íematl<ias, t'i'fmcs;¡ f~ ue jl)ll:!'HlJIlafiQ' dlt! l{l¡s.Il~~~b~)'I1<ts 
}.' pa'il> v.aJt0s 'IIlP-s \ID¡ di e~i1iQ. pGE !tUS pel4cicn,e~) p~~t¡j(¡ aSl 
H¡-m1lllMÁma1fdú,~StllCw.fII'~ na:4i3l- t9,Z~ ). Matcm·á,ric@ at«lmaJl:. 
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EJERCICIOS 4.7 

1. Calcule < u, v > aplicando el producto interior del ejemplo 43. 

(a) u '" (2. -1), v == (- 1, 3) 
(e) u = (3, 1), v == (- 2, 9) 

(b) u = (O, OJ. v = (7, 2) , 

(d) u == (4, 6). v = (4, 6) 

2. Repita el ejercicio 1 aplicando el producto euc\jdiano interior sobre R 2. 

3. Calcule < u, v " aplicando el producto interior del ejémplo 44. 

[
, :2 -IJ (a) u == J 7 [ a 4J v ~ 

- 1 Z (b) tí =[ 1 2] 
- 3 5 

, [4 6J v = o 8 

4. Calcúle < p, q ::> apHCándo el producto intetior del ejemplo 45 . 

(a) p == - 1 + 2.t + x t 

(b) p = ~j, + ~,t -+ J¡;2 

q == 2- 4x2 

q == 2 + 4x - 2xl 

201 

5. Sean U == (u 1, u 2 J Y V' == (VI , Vi). Demuestre que las sigUientes expresiones son 
prqductQf< inténofci sobre R2 

• . 
(a) ( u, v) = 6u jv¡ + 2utvz 
(o) ( u,. t ) = LU,V I + U ZV ) + Ujil2 + 2Ui{)t 

6. Sean u == (Uf, Ut, U3) Y V' == (V'I ' V2 , V .. ) . Determine cuáles de las expresiones si
guientes SOn productos, interiQr~s, sobre R 3

• Para las que no lo sean, liste los 
axiomas que no se cumplen . 

(a) ( u. v) == u( v¡ + U3Uj 

(b) (u i v) == ufur + u~úf + uiúJ 
(e) ( u, v) = 2u 1v) -+ U ZV2 + 4uJ v} 
(d) ( u, t) = u )v¡ - uiil ]. + UjVl 

y 

Determine si < U" JI :> '" Ur V I + UZ v'J + Ullfí + U4V4 es un producto interior 
sobreMtt . 

g .. Sean p = p (x) y q =q (x) polinomios en P2' Demuestre que < p; q " = p (O) q 
(0:) + p (1 (2Jq(t/2) + p(l)q( 1) es, un productó interior sobre 1'1 . 

9. Ve.rifiqtie la d:esigualdad de Cauchy-Schwarz para 

(a) u == (2, 1) Y v z (1" - 3), aplicando el producto Ínterior del ejemplo 43 . 
{fJ,)\ U == (2,1 , 5}y Y=(l .-3,4), aplicando el producto euclidiarto interíor 

fl: ) u = I ' r
-- 1 21 
. (, ). , 

y V = .. [
1 01 
J 3 

aplicando el prúduGto InteJ'ior dd ejemplo 44 

http://libreria-universitaria.blogspot.com



202 ESPACIOS VECTORIALES 

(d) p = 1 + 2x + X 2 y q = 2 - 4x 2
, aplicando el producto interior del ejemplo 

45. 

10. Suponga que R 2 tiene el producto euclidiano interior. Aplique la desigualdad 
do Cauchy-Schwarz a los vectores u = (a. b), v = (cos (J , sen (J) para demostrar 
que la cos (J + b sen (J j2 ~a2 ,_+ b2. 

11. Pruebe que si < u, v> es cualquier producto interior, entonces < O, v> =< v, O > 
=0 . 

12. Pruebe que si < u, v > es cualquier producto interior y k es un escalar cualquie-
ra , entonces < u. kv > = k < u, v > . . 

13. Demuestre que se cumple la igualdad en la desigualdad de Cauchy-Schwarz si y 
sólo si u y v son linealmente dependientes. 

14. Sean el. e2 Y e3 números reales positivos y suponga que u = (u 1 , U2. U 3) Y v = 
(VI . V2. V3 ) . Demuestre que < u , v > =elul VI + 'e 2u2v 2 + e 3u3v3 es un pro
ducto interior sobre R 3 

. 

15. Sean e l. e2 • . .. • en números reales positivos y suponga que u = (UI . U2 .' 

un) y v = (VI . V2 • ... • v n ) . Demuestre que < u, v > = e l UI VI + C2u2V2 + ••• 
+ enunvn es un producto interior sobre Rn . 

16. (Para los lectores que hayan estudiado Cálculo). Aplique el producto interior 

<p, q) = f I p(x )q(x )dx 

para calcular < p, q > para los vectores p = p (x) y q = q (x) en P~ . 

(a) p = 1 - x + X2 + 5x 3 

(b) p = x - 5x 3 

q = x - 3 X 2 

q = 2 + 8 X 2 

17. (Para los lectores que hayan estudiado Cálculo). Aplique el producto interior 

<r, g) = fol f (x )y(x) dx 

a fin de calcular < f, g > para los vectores f = f(x) y g = g (x) en C [O , 1]. 

(a) f = cos 2rrx 
(b) f = x 

rr 
(c) r = tan - x 

4 

g = sen 2rrx 
g = (:" X 

g = t 

18 . (Para los lectores que hayan estudiado Cálculo) . Sean.r (x) y g (x) funciones 
continuas sobre [O , 1] . Pruebe que 
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(Sugerencia . Aplique la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el producto interior 
del ejercicio 17). 

4.8 LONGITUD Y ANGULO EN LOS ESPACIOS DE 
PRODUCTOS INTERIORES 

En esta sección se aplica de desigualdad de Cauchy-Schwarz para desarrollar las nociones 
de longitud , distancia y ángulo en los espacios de productos interiores generales. 

Definición. Si Ves un espacio de productos interiores, entonces la norma (o longitud) 
de un vector u se denota por "u 11 y se defme por 

Además , la distancia entre dos puntos (vectores) u y v se denota por d (u, v) y se define 
por 

d(u, v) = lIu- vII 

Ejemplo 48 

Si u = (u 1 . U 2 • . . .• un) Y v = ( V I . V 2 • • •• • vn) son vectores en Rn con el producto eucli
diano interior, entonces 

Ilull = <u, U) I /2 = .)uT + u ~ + .. . + u~ 

y 

Obsérvese que éstas son precisamente las fórmulas para la norma y distancia euclidianas 
analizadas en la sección 4.1. 

Ejemplo 49 

Supónga se que R 2 tiene el producto interior < u, v > = 3u 1 VI + 2 U 2 V 2 ana lizado en el 
ejemplo 43 . Si u = (I , O) Y v = (O, 1) entonces 

Ilull = <u, u) 1/ 2 = [ 3( 1)( 1) + 2(OJ(O)] 1/ 2 = J3 
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y 

t/(u, v) == Ilu - vii == «(1; -1)\ (1; ~ 1)1 /2 

== [3(1)(1) + 2( = 1)( =;. 1¡Ji I.1 == JS 

Es iifiportálHe tener presente qUe la noma y lá distanda dependen del jjroduoto in, 
terior qUe se ésté usando. Si se clhnbia el p~ductó interior. entonces cambiañ las normas 
y las distancias entre los vectores. Po' ejemplo. si R 2 tiéfié el ¡;roduutd eucJidlafio Ifltédbf, 
entonces la northa del vectOr 11 del ejemplo pte¡;eclente es j, y la distáfWia entre ti y V és 
vI. 

tri esté momento, elltwtóf púdría Objetar el U!it:) que ge está ha.c\~ndb de lbs térm-¡. 
nos longitud y distan(¡ia para las cantidades <: ti; ti :>1/2 y IIU = v Ií. Aun éUáhdü estas f6r; 
mulas definidoras surgen por imitación con las f6rlhUlas dadas en k 2 y ¡?'3, lbS fe$ultados 
singulares qUé sé obtUvieron én el ejemplo 49 dan lugar a ólérla dúda aCérca de 'Ió adecua
do de estliS defínidonés. Después de tbdo_1 Sé féc¡ulefé Una gfllrtlmagifuHil6n pilfa afirmlít 
que la longitud del vector U == (1, Q) es v'3. A contírtuaci6fi se dan alguhós átgüifllHHQS lln 
apoyo de éstas definiciones. 

A través de los añús; los mí1térttáticos hart detertfiinado ¡as que sé considetan cómo 
las propiedades más importantes de la jgflgittlu y la dJlitllfitiiü euclldianás en R?, y R 3 es-
tas ptopiedades se listán en la figura 4.8. . 
El teorema que sigue justifica las défitllclohés qUe se dañ dé I1blTi'lá Y distancia en los es' 
pacios de prodUctos irttei'iotes. 

Teorema t 6. Si Ves un espadu de JH'oductos Interiores, éHtcHici!s la HOrma I i ti 11= <: ti; ti >1/2 
y la distancia d (ti; y) ;: Ilu ~ vii satisfaCt'n todas/as propiedades QUé' se liStan (In la llgu,ra 
4,8. 

Se probará la pfopiedªd L4 y se dejan las demostraciones de la!! partes testan tés to
mo ejétdcios. AnteÍl de itlldar la dílrttoSfracion, Conviene haéer Mtar que la desigUaldad 
dé éauéhy-Schwal'tz 

.. . ~ .. ._- ___ o --- ",_0'- -- . - ,- .. ~,- _____ . .- - -
Ptoplef/ádM M$ictls Ptd¡jiédfJdiH; /jáSiéBs 
dé ia longitud fié ia d/s tancia 

-- ~ - :¡: - _. -- . ~.:.;.:.' - .. ~ " - - --
_. . .-- - - - - - - ~_*r_ • _ • 

_._~ -

LI. 11 0 11 ~o DI, dlu. v) Z O 

L2. Ilull = 0 si V s610 SI 11=0 m. "lu. v) == d si y s610 SI ti "" v 

Ll. II"ull = 1"1110 11 D3. d(u. v) == d(v. 11) 

L4. Ilu + vii::; Ilull + IIvll D4. tI(U. v) ~ li(u. w) -F tI(\\'. ,.¡ 
(desigualdad dei triángulo) (d!isigUaidad del ttiánguiú) 
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~ p\.!eO~ ¡;sqibir en varias for-ma$ aIternativa§, Pue§tQ que lIu 112 
;¡:;¡ < u, u :> y Ilv II~ ;::: 

< v, v ;>, se puede escribir como 

Ilu + vll ~ = <u + v, u + v) 
= ( y, u) +- 2( u, v) + (V, v> 
:'% ( u, u> + 21(1,1, v>1 + <v, v) 
:$ ( u, u) + ~lIullllvll 9= ( v, v) 
~ ilull? + 211ullllvll + 11"11 2 

=; (lIul l + Ilvlll~ . 

Al tOfTlílf l¡¡s rªice~ cuadradas d!l l , 

lIu + vii :$ 11 1.111 + Ilvll, I 

(4.21 ) 

(4.22) 

(por 4,22) 

8.n R2 
Q R~, el r¡;su!t¡¡do que se aC/lb,a de prQtm expreSll el conocido hecho geQmó, 

triGo de Que ICl ~uma de las long¡tude~ de dos de IQS laoos de YO triángulo es /11 menos tan 
grande como la longitud del tercer lado (figura 4.9), 
. Supóngase que y y V son veQtores diferentes de, liero en un e~p¡¡QÍo de productQS in
teriore~ JI , La desigUaldad de Cauchy·Sc,;hwar~, como se da en (4 .2 1), se puede escribir 
como 

( U.,v»~ 

IJUrn ~ I 
f 

--~---. 
-~I. I\!II 

Figura 4.9 
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o , de modo equivalente, 

( u, v) 
- 1 S:MH S: 1 

Como consecuencia de este resultado, existe un ángulo único (} tal que 

<u. v) 
ces O = 110 11 "vII y (4.23) 

Se define (} como el ángulo entre los vectores u y v. Obsérvese que en R 2 o R 3 
, con 

el producto euclidiano interior, (4 .23) concuerda con la fórmula común para el coseno 
del ángulo entre dos vectores diferentes de cero (sección 3.3 del capítulo 3). 

Ejemplo 50 

I 

Encuéntrese el coseno del ángulo (J entre los ~ectores 

u = (4, 3, 1, - 2) y v = ( - 2, 1,2, 3) 

en donde el espacio vectorial es R 4 
, con el producto euclidiano interior. 

Solución. 

Ilull = J36 Ilvll = JT8 y ( u, v) = -9 

de modo Que 

9 3 
cos O = - - --- = - --==--= 

J36J T8 J30J2 

Ejemplo 51 

Si M22 tiene el producto interior dado en el ejemplo 44, entonces el ángulo entre las ma
trices 

y 

es n/2, puesto que 

U · V 1(0) + 0(2 ) + 1(0) + 1(0 ) 
cos () = -- - -- = ----- ... - --_.- -- _._- - - = O 

I\ llulllIVl1 IIUIIIIVII 
f· 

Si u y v son vectores dif€rentes de cero tales que < u, v > = 0 , entonces, con base en 
(4 .23), se deduce que cos (J = ° y (J = n/2. Esto sugiere I ~ siguiente terminologia . 
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Definición. En un espacio de productos interiores, se dice que dos vectores u y v son orfo
gonales si < u, v> =: O. Además, si u es ortogonal a cada vector en un conjunto W, se dice 
que u es ortogonal a W. 

Conviene hacer hincapié en que la ortogonalidad depende de la selección del producto 
interior. Dos vectores pueden ser ortogonales con respecto a un producto interior pero no 
con respecto a otro. 

Ejemplo 52 

(Para los lectores que hayan estudiado Cálculo). 
Supóngase que P2 tiene el producto interior 

<p, q ) = f I p(x)q(x) dx 

que se analizó en el ejemplo 46, y sea 

p = x, 

Entonces, 

fl 2 fl 3 <p, q ) = xx dx = x dx = O 
- 1 - I 

Debido a que < p, q > =: 0, los vectores p =: X y q =: X2 son ortogonales en relación con el 
producto interior dado. 

Se concluye esta sección con una generalización interesante y útil de un conocido 
resultado. 

Teorema 17. (Teorema de Pifágoras generalizado). Si u y v son vectores ortogonales en un 
espacio de productos interiores, entonces 

Demostración. 

Ilu + vl1 2 = «u + v), (u + v) = Il uW + 2<u, v) + IIvl12 
= IIul12 + IIvl12 I 

Nótese que en R 2 o R 3
, con el producto euclidiano interior, este teorema se reduce 

al teorema ordinario de Pitágoras(figura 4 .10). 
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Fipra 4.10 

EJERCICIOS 4.8 

1 , Supóngase que R 'Z ti~nlil el prpdu¡:to in tenor <;: u, v >:;: 3u 1 VI + 2u 2 l' 2 ,en donde 

~ P; (!J\. u.) y V "" (vI' ¡, ?, ). Halle IIw 11 cuando 

.. 
(a) w = ( = 1, 3) (b) w ~ (6, 7) (e) w = (0,1) (d) w s (O, O) 

2, Repita !i!! ejercicio 1 utilizando el pfoduct<;> euclidiano interior sobre R 2
, 

3. Suponga q4e P~ ílene el produ<;;tD interior del Iiljemplo 45 , Balle \lp 11 cl.\!lndo 

(a) p "" - 1 + 2x + x 4 

4 , Suponga que Mn tiene el producto interior dlill ejemplo 44. Halle !lAII cuando 

-[-1 7J 
(ti) A = ~ 2 (b) A ~ [0 0J . ° ° 

S. Supon~ que 8,'1, tiene el pro9ucto interior del ejercicio J. Encuentre d (x , y) 
cuando 

J' 

(a) x = ( - 1, 4), Y = (2, 5) (b) x ~ (3, 9), Y = (3, 9) 

6. Repita el e.ierQicio 5 utUizando el producto euclidiano interior sobre R 7. . 

7 , Suponga qtle Pl tiene el Pro9ueto interior del ejemplo 45 , B aile d (p, q) cuando 

p = ;2 - .\ + x ', 

8. Suponga que M 22 tiene 111 prodUcto interior del ejemplo 44. BaIle d (A. B) 
cuandQ 

(\1) A = [~ n B = [-5 0J 
7 - 3 

¡-6 J 1 
(b) A = . . 

. 2 I 
/1 = [

tí 3, 
; 1 
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, 
9. Suponga que R 2

, R 3 Y R 4 tienen el producto euclidiano interior. En cada in
ciso, encuentre el coseno del ángulo entre u y v. 

(a) u = (1 , - 3), v = (2. 4) (b) u = ( - 1, O), v = (3, 8) 
(e) u = ( - 1, 5, 2), " = (2. 4. -9) (d) u = (4, 1, 8), v = (1, O, - 3) 

(e) u={l ,0.1.0).v=( - 3. -3. -3. -3) (f) u = (2, 1, 7, -1), v = (4, O. O, O) 

10. Suponga que P2 tiene el producto interior del ejemplo 45. Halle el coseno del 
ángulo entre p y q. 

(., p = -· 1 + 5.\: + 2.\:2 
(b; p =.\: - X2 

q = 2 + 4.\: - 9.\:2 

q = 7 + 3.\: + 3.\:2 

11. Suponga que M 22 tiene el producto interior del ejemplo 44. Halle el coseno del 
ángulo entre A y B. 

(a) A = [2 6J 
1 - 3 

(b) A = [ 2 4J 
-1 3 

B=e ~J 
B=[ - ~ ~J 

12. Suponga que R 3 tiene el producto euclidiano interior, ¿Para cuáles valores de 
k se tiene que u y v son ortogonales? 

(a) u = (2. 1. 3) 
(b) u = (k , k, 1) 

,- =(i.7.k) 
v = (k. 5.6) 

13. Suponga que P2 tiene el producto interior del ejemplo 45. Demuesire que p == 1 
- x + 2x 2 y q = 2x + X2 son ortogonales, 

14. Suponga que M22 tiene el producto interior del ejemplo 44. Determine cuáles 
de las matrices que se dan son ortogonales a 

I 

A = [ 2 1] 
-1 3 

[
- 1 0J 

(a) ~ 2 (b) [~ -:J (e) [~ ~J (d) G ~J 
15. Suponga que R 4 tiene el producto euclidiano interior. Halle dos vectores de 

norma I ortogonales a todos los vectores u = (2, 1, - 4, O), v = (- 1, - 1, 2, 2) 
yw=(3,2,5,4). 

16. Sea V un espacio de productos interiores. Demuestre que si w es ortogonal tan
to a UI como a U2 , es ortogonal a k 1 U 1 + k 2 U2, para todos los escalares k I Y 
k 2 • Interprete este resultado geométricamente en R 3 

, con el producto euclidia
no interior. 

17. Sea V un espacio de productos interiores. Demuestre que si w es ortogonal a ca
da uno de los vectores Ul , U2 , •.. , Ur, entonces es ortogonal a todo vector en 
lin {UI , U2, . . . , Ur }. 
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18. Sea V un espacio de productos interiores . Demuestre que si u y v son vectores 
ortogonales en V tales que Ilull= Ilvll= 1, entonces Ilu-v!I = -J2. 

19. Sea V un espacio de productos interiores. Establezca la identidad 

para los vectores en V. 

20 . Sea V un espacio de productos interiores. Establezca la identidad 

<u. \) = ±!lu + \11 1 
- ±ilu - \111 

para los vectores en V. 

2l. Sea {VI, V2, ... , vr } una base para un espacio de productos interiores V. De
muestre que el vector cero es el único vector en V que es ortogonal a todos los 
vectores de la base. 

22. Sea v un vector en un espacio de producto s interiores V. 

(a) Demuestre que el conjunto de todos los vectores en V ortogonales a v for
ma un subespacio de V. 

(b) Describa el subespacio geométricamente en R 2 Y R 3 con el producto eucli
diano interior. 

23, Pruebe la generalización siguiente del teorema 17. Si VI, V2 , . . . , vr son vecto
res ortogonales por pares en un espacio de productos interiores V, entonces 

24. Pruebe las siguientes partes del teorema 16 . 

(a) parte L 1 
(e) parte D2 

(b) parte L2 
(f) parte D3 

(c) parte L3 
(g) parte D4 

(d) parte DI 

25. Aplique métodos vectoriales para probar que un tr iángulo inscrito en un CÍrcu
lo y que tiene a uno de los diámetros como lado debe ser un triángulo rectángulo. 
(Sugerencio. Exprese los vectores iR y Be de la figura que sigue en términos 
de u y v.) 
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26. (Para los lectores que hayan estudiado Cálculo). Suponga que e [O, 1T] tiene el 
producto interior 

(r. g) = fo" ((\")g(\") d\" 

. y que fn = cos nx (n = 0, 1, 2, ... ). Demuestre que si k =1= /, entonces fk y f l 
son ortogonales con relación al producto interior dado. 

4.9 BASES ORTONORMALES; PROCESO OE GRAM-SCHMIDT 

En muchos problemas referentes a espacios vectoriales, la selección de una base para el es
pacio ~e hace según convenga al que lo resuelve. Naturalmente, la mejor estrategia es ele
gir la base a fin de simplificar la solución del problema a la mano. En los espacios de pro
ductor interiores, el mejor procedimiento a menudo es elegir una base en la que todos los 
vectores sean ortogonales entre sí. En esta sección se muestra cómo es posible construir 
esas bases. 

Definición. Se dice que un conjunto de vectores en un espacio de productos interiores es 
un conjunto ortogonal si todas las parejas de vectores distintos en el coniunto son ortogo
nales. Un conjunto ortogonal en el que cada vector tiene norma 1 se conoce como orto
normal. 

Ejemplo S3 

Sea 

El conjunto S = {VI, v2 , V3 les ortonormal si R 3 tiene el producto euclidiano interior, 
ya que 

y 

Ejemplo S4 

Si v es un vector diferente de cero en un espacio de productos interiores, entonces, por la 
propiedad L3 de la figura 4.8, el vector 

1 

IN1
v 
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tiene norma 1 , d3do que 

IIR vi i = II!TI Ilvll = 1 

Este proceso de muItiplic3r un vector diferente de cero v por el recíproco de su longitud, 
a fin de obtener un vector de norma 1, se denomin3 flormalizociófl de v. 

El interés de encontrar bases orto normales para espacios de productos interiores es, 
en parte, motívada por el teorema que sigue, el cual muestl1 q~e es excepcionalmente 
sencillo expresar un vector en términos de una base ortonormal. 

. 
Teo.reQllJ t8. Si S = {VI. Vl', ... ,"n les una base orto normal para un espacio de produc
tos interiores Vy u es <:ua/quier vector en V, entonces 

f)emostra.ción. Supuesto que S = {VI, V2, .. . . , VII les una base, un vector u se puede 
expresar eola forma 

Se completa la demostración al demostrar que k¡ = < u, VI > para i = 1,2, ... ,f¡. Para 
cada vector v} en S se tiene 

<u, v;) = <k,v , + k2v2 + ," + k.v. , v¡) 

= k, <v" ,,¡) + k2<v2 , vi l + .. , + kn< v~ , Vi ) 

Dado qtle S= {VI, V2' • .. , V" } es un CQojl,m,to o(tooormal,. se tlene 

y ir) #- i 

Por tanto, la ecuación anterior se simplifica hasta 

<u, v¡) = ki • 

Ejemplo 55 

Sea 

VI = (0,1 , O), V2 = (- t O, ~ ) , V3 = ( ~, O,~ ) 

Es fácil comprobar que S = {VI , v~, V3. } es una base ortono(mal para R 3 
, con el produc

to euclidiano interior. Exprésese el vector u = (I, 1, 1) como una combinación lineal de 
los vectores en S. 

Solución. 

y 
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Por tanto ; por el teorema 18, 

es decir, 

A partir de este ejemplo, debe ser evidente la utilidad del teorema 18, si se tiene 
presente que, para las bases no ortonormales, por lo común es necesario resolver un sis
tema de ecuaciones para expresar un "ector en términos de una base . 

Teorema 19. Si S = {VI' V2 , •• • • v" } és Lin conjunto ortoxollal de \'ectores diferentes de 
cero en un esptlCio de productos interioré$, entonces S es Unealmente independiente. 

Demostración. Supóngase que 

(4.24) 

Para demQstrar qu~ S = {VI, V2 • •• , • j VII } es linealmente independiente. se debe probar 
quek l =k2 =. · ··=k,,=O. 

Para cada Vi en S, conbase en (4.24) se deduce que 

o; de modo equivalente, 

Por la ortogonalidad de S, < VI' Vi > :: O cuando j -::f=;, de modo que esta ecuación se reduce a 

Ya que se supone que los vectores en S son diferentes de cero, < Vi, VI > -::f= O. por el axio' 
ma de positividad para los productos interiores. Por tanto, k¡ = O. Ya que el sUbíndice i 
es arbitrario. se tiene k l =kj = •• '. ='k" =O ; por tanto, Ses linealmente independiente. 

EjemptoS6 

Eii el ejemplo 53 se demostró que 

forman un conjunto orto normal con respecto al producto euclidiano interior sobre R j 
. 

Por el teorema 19, estos vectores forman un conjunto linealmente independiente. Por tan
to. ya que R 3 es tridimensional. S= {VI, Vl, V] } es una base ortonormal para R 3

. 
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Ahora se considera el problema de construir bases ortonormales para espacios de 
productos interiores. La demostración del resultado preliminar siguiente se analiza en 
los ejercicios que están al fmal de esta sección. 

Teorema 20. Sea V un espacio de productos interiores y {VI, "2, ... , Vr } un conjunto 
ortononnal de vectores en V. Si W denota el espacio generado por VI , "2' .... , ·vr, en
tonces todo vector u en V se puede expresar en la fonna 

u = \VI + \V 2 

en donde WI está en W y W2 es urtogonal a W al hacer 

(4.25) 

y 

(4.26) 

(Véase la fil(Ura 4.11 en donde se tiene una ilustración en R 3.) 
Con la motivación de la figura 4.11, a W Ise le da el nombre de proyección ortogo

nal de u sobre W y se denota por proYwU' El vector W 2 = u - proywU se conoce como 
componente de u ortogonal a W. 

Ejemplo 57 

Supóngase que R 3 tiene un producto euclidiano interior y 2ue W es el subespacio genera
do por los vectores ortonormales VI = (O, 1, O) Y v2 = (-") , O,~) La proyección orto
gonal de u = (1, 1, 1) sobre W ~s 

prpyw ·u = ( u, "1 >"1 + ( u, "2>"2 
= (1)(0, 1, O) + (-ti( -!, O,!) 

= (2
4
S ' 1, -ls ) 

El componente de u ortogonal a Wes 

u - proYw u = (1,1,1) -:- (2
4
S' 1, -ls) = m, 0, m 

Obsérvese que u - proywu es ortogonal tanto a VI como a V2, de manera que este vector 
es ortogonal a cada vector en el espacio W generado por V I Y V2 , como debe ser. 
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u2-proy /, Uz t-L--------- i. 
U ~ I 

V~ I 
I 

• W¡ 

VI 

Figura 4.12 

Ahora se tienen los elementos necesarios para probar el resultado principal de esta 
sección. 

Teorema 21. Todo espacio de productos interiores diferente de cero y de dimensión fini
ta tiene ulla base ortol1onnal. 

Demostración. Sea V cualquier espacio de productos interiores diferente de cero y con 
dimensión 11 , y supóngase que S = {u¡! u2, ... . , u1¡ } es cualquier base para V. La suce
sión siguiente de pasos produce una base ortonormal {VI, V2 , . .. VII} para V 

Paso l. Sea V¡ == u¡ /11 U¡ 11. El vector VI tiene norma 1. 

Paso 2. Para const ruir un vector V2 de nonna 1 que sea ortogonal a VI , se calcula la com
ponente de U2 ortogonal al espacio W¡ generado por V¡ y, a continuación , se nor
maliza ; es decir , 

'0, = U 2 - proYl,o¡ U 2 = u2 - ( u2 - "I >'o¡ 
- lIu2 - proYl, , u2 11 IIu2 - (u2 - "1 >"111 

(figura 4.12). Por supuesto. si U2 - < U2, v¡ > VI = O, no se puede llevar a cabo 
la normalización . Pero esto no puede suceder ya que entonces se tendría 

lo cual afirma que u2 es un múltiplo de UI , Y contradice la independencia lineal 
delabaseS= {UI , U2 , . . . , un }. 

Paso 3. Para construir un vector V3 de norma 1 que sea ortogonal tanto a VI como a V2 ' se 
calcula la componente de U3 ürtogonal al espacio W2 generado por VI y V2' Y 
se nonnaliza (figura 4 .13); es decir 

COIllO en el paso 2. la independencia lineal de {UI, U2,' .. , un} asegura que 
U3 - < U3, VI > VI - < U3, V2 > V2 "* O de modo que siempre se puede efectuar 
la nonnalización. Los detalles se dejan como ejercicio . 

http://libreria-universitaria.blogspot.com



216 ESPACIOS VECTORIALES 

Figura 4.13 

Paso 4. Para determinar un vector V4 de nOlma 1 que sea ortogonal a VI' V2 Y V3, se 
calcula la componente de 14 ortogonal al espacio W3 generado por V¡ , V2 Y 
V3 Y se normaliza . Por tanto, 

Al continuar de esta manera, se obtiene un conjunto orto normal de vectore~, {v¡ , 
V2 , ... , vn } . Supuesto que Ves de dimensión n, y todo conjunto ortonormal es lineal
mente independiente, el conjunto {v¡, V2, ... vn }es una base ortoriormaJ para V. 

La construcción paso a paso que acaba de darse , para convertir una base arbitraria 
en una base ortonormal, se conoce como proceso de Gram-Schmidt.* Se puede demostrar 
que , en cada paso de este proceso, los vectores V¡. V2 • .. • vk forman una base ortonor
mal para el subespacio generado por UI. U2 • • • • Uk. 

E.iemplo 58 

Considérese el espacio vectorial R 3 con el producto euclidiano interior. Aplíquese el pro
ceso de Gram-Schmidt para transformar la base U¡ =(1,1,1), U2 :::: (0, 1,1), U3 ::::(0,0,1) 
en una base orto normal. 

Solución. 

Paso l. 

= (O I 1) - 2 (~__ _1 _~) 
" j 3 j 3' j3 ' J 3 

=~-~,~,D 
·Jorgen Pederson Gram (1850-1916). Actuario danés. 
Erhardt Schmidt (1876-1959). Matemático alemán. 
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Por tanto, 

= (o -~ ~) , 2' 2 

Por tanto, 

Por consiguiente, 

fonnan una base ortononnal para R 3
• 

OPCIONAL 

Las siguientes consecuencias del proceso de Gram-Schmidt tienen numerosas aplicaciones, 
algunas de las cuales se analizan en la sección 7.2. El lector contará con las bases necesa
rias para leer estas aplicaciones, después de completar esta sección opcional. 

Teorema 22. (Teorema de proyección). Si W es un subespacio de dimensión finita de un 
espacio de productos interiores V, entonces todo vector u en V se puede expresar exacta
mente de una manera como 

u = W I + W¡ 

en donde W¡ está en W y W2 es ortogonal a W. 

Demostración. La demostración se reali za en dos partes. Primero es necesario encontrar 
los vectores W¡ y W2 con las propiedades enunciadas y, a continuación, se debe demostrar 
que estos son los únicos vectores con esas propiedades. 

Por el proceso de Gram-Schmidt, existe una base ortononnal {v¡, V2, ••.• vr } para 
W, de modo que W = lin {v¡, V2, ••• , Vr } . Por tanto, por el teoreína 20, los vectores 

"'1 = proYw u y W 2 = ti -proYw u 
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tienen las propiedades enunciadas en este teorema. Para hacer ver que estos son los únicos 
vectores con estas propiedades, supóngase que también se puede escribir 

u = W'¡ + W~ (4.27) 

en donde w'¡ está en W y W'2 es ortogonal a W. Si (4.2 7) se resta de la ecuación 

se obtiene 

,W ¡ - w'¡ = w2 - W 2 (4.28) 

Supuesto que W2 Y W'2 son ortogonales a W, su diferencia también será ortogonal a W, ya 
que para cualquier vector w en W se puede escribir 

<W, W2 - W2) = <W, W2) - <W, W2 ) = O - O = O 

Pero el propio w~ - W2 es un vector en W, ya que, por (4.28), es una diferencia de dos 
vectores en el subespacio W. Por tanto, W'2 - W2 debe ser ortogonal a sí mismo, es decir, 

<W2 - w2, w2 - w2) = O 

Pero esto implica que W'2 - W2 = O, por el axioma 4 para los productos interiores. Como 
consecuencia, W'2 = W2 y, por (4.28), w'¡ = W\. 

Si P es un punto en el espacio tridimensional común y W es un plano que pasa por 
el origen, entonces el punto Q en W, más próximo a P,~e obtiene al bajar una perpendi
cular de P a W (figura 4. 14a). Por tanto, si se hace u = OP, entonces la distancia entre P y 
W está dada por 

En otras palabras, entre todos los vectores w en W, el vector w = proywu minimiza la dis
tancia Ilu - w" (figura 4. 14b). 

(a) (b) 

Figura 4.14 
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Hay otra manera de concebir esta idea. Considérese a u como un vector fijo del que 
se desearía obtener una aproximación mediante un vector en W. Cualquier aproximación 
w de ese tipo conducirá a un "vector de error" 

u-w 

el cual, a menos que u esté en W, no se puede hacer igual a O. Sin embargo, al hacer 

w =proYw u 

se pu\!de tener la longitud del vector de er~or 

Ilu - wll = Ilu - proy~ ull 
tan pequeña como sea posible. Así entonces, es posible describir la pre)ywu como la "me
jor aproximación" para u por medio de los vectores en W. El teorema que sigue hace más 
precisas estas ideas intuitivas. 

Teorema 23. (Teorema de la mejor aproximación). Si W es un subespacio de dimensión 
finita de un espacio de productos interiores V, y si u es un vector en V, y si u es un vector 
en V, entonées proywu es la mejor aproximación para u tomada de W, en el sentido de que 

Ilu - ~~oYw ull < Ilu - wll 
para todo vector w en W diferente de proywu. 

Demostración. Para cualquier vector w en W se puede escribir 

u - w = (u - proYw u) + (proyw u - w) (4.29) 

Pero proywu - w, al ser una diferencia de vectores en W, está en W; y u - proywu es orto
gonal a W, de modo que los dos términos del segundo miembro de (4.29) son ortogonales. 
Por tanto, por el teorema de Pitágoras (teorema 17 de la sección 4.8) 

Si w *- proYwu entonces el segundo término de esta suma será positivo, de modo que 

Ilu - wW > Ilu - proYw ul1 2 

- . 

o, de manera equivalente, 

Ilu - wll > Ilu - proyw ull I 

En la sección 7.2 se dan apli~acioncs de los úl.tilllos teoremas. 
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EJERCICIOS 4.9 

- -
1. Suponga que R2 tiene el producto euclidiano interior · ¿Cuáles de los siguientes 

forman conjuntos ortonormales? 

(a) (1 , O). (O, 2) (b) ( ~. _ 1(5\( I", . ~) 
",,2 ,, 2) ...;2..; 2 

(e) (~ . _ I~\(_~. _ ~:::) 
. J2..;2) ";2 ..)2 

(~) 11. O). (0_ O) 

2. Suponga que R 3 liene el producto euclidiano interior. ¿Cuáles de 105 siguientes 
forman conjuntos ortonormales? 

(a) (~ . O. ~). (~' ~T -~). ( -~~. o.~) 
(b)(i.-i.jl. 1i. 1. - j l. (1,i.il 

(c) (1. O. O). (o. ~. ~). (O. O, 1 \. 

, 

(d) (~. ~ ¡ - 56). (~. -32' o) 
j, Suponga que P2 tJcne el produ.ctoiiltenor del ej~mplo 45. ¿Cuáles de los slguien. 

tes forman conjuntos ort?rtormales? . 

4. Suponga que M22 tiene el producto interior del ejemplo 44. ¿Cuáles de los si
guientes forman conjuntos ortonom1ales? 

S. 

(a) [~ ~J [~ -n [-~ !J [~ n 
(b) [~ ~J [~ ~J [~ ~J [~ -~J 
Sean x = (~.-~) y y = ( 2 __ __ ~ _ ) 

. ,, 3<)' "jI) . 

Demuestre que {x, y} es ortonormal si R,2 tiene el producto interior (u, v) = 
3u IVI + 2U2 Vi, pero no es ortonormatsiR2 tiene el producto euclidiano interior. 

6. Demuestre que 

J1 1 = (1. 0.0.1). Uz = (-l . 0.2.1). U .l = (2. J. 2. - 21. u" = ( - 1.2. - 1.11 

es un conjunto ortogonal en R4 con el producto euclidiano interior. Normalizan
do cada uno de estos \'ectorés. obtenga un conjunto ortonornial. 
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7. Suponga que R 2 tiene el producto euclidiano interior. Apijque eJ proceso de 
Grarn -Schmi<lt para transformar la base {u), U2} en una base ortononilal. 

(a) U1 = (1, -3), U2 = (2, 2) (b) U 1 = (1, O), U2 . = (3, - 5) 

1 

8. Suponga que R 3 tiene eJ producto euclidiano in·terior¡ Aplique el proceSO de 
Gram-Schmidt para transformar la base {UI, U2, 113 } en una bise ortononilál. 

(a) u 1 = (1 , 1, 1), u2 = (-I, I, O), p3=(1 , 2, 1) 
(b) uI = (1,0, O), Pl = (3. 7, - 2), u3 '"-' (O, 4, 1) 

9. Supon$a que R4 tiene el produéto e\lclidiano iJlterior. Aplique el proceso de 
,Gram.Schmidt para transformar la base {UI' U2' 113, u", } en una base ortanor
mal 

U I = (0,2, 1, O), U2 =; (1 , -1, O~ 0), 03 = (1 , 2, O, - '1), U4 =; (1 , O, O, 1) 

10. Suponga que R 3 tiene el producto euclidiano interior. Encuentre una base orto
normal para el subespaciogenerado por (O, 1, 2), (-1, O, 1). 

11. S\lponga que R~ tiene e'l producto interior (u, v);: U¡ vi + 1U2 V2 + 3U3 v). Apli
que el proceso Gram-Schmiclt para transformar 

U I = (1,1, \) U2 = (1 , 1,0) U3 =(1, 0, O) 

en una base ortonOl'mal. 

, " 4 
IZ. El subespaci9 de R 3 gener¡¡do por los vectores UI = (s. O, -~ Y U2 ::::: (0,1 , O) 

es Un plano que pasa por el origen. E~prese w == (1,2, 3) en li forma w = w¡ + 
W2, en donde WI está en el plano y w7 es perpendicular al plano. 

13. Repita el ejercicio 12 con UI = (l, 1, 1) y U2 ::::: (2, O, ..,..1). 

14. Suponga queR 4 tiene el producto euclidiano interior. Exprese w::::: (-1,2,6, O) 
en la fonila W = W¡ + W2, en donde W¡ está en el espaciO W generado por ti l = 
(- 1, O, 1, 2) Y U1 = (O, 1, O, 1), y W2 es ortogonal a W. 

1 S. Sea {vI ' V2, V3 } una base ortonormal para un espacio de productos interiores 
V. Demuestre que si w es un vector en V,entonces I1wW =<w, VI >2 +<W, V2>2 

+ <w, V3 >2 . 

16 . Sea {VI, V2, . . . ,vn } una base ortonormal para un espacio de prOductos inte
riores V. Demuestre que si w es un vector en V, entonce~ 

17. En el paso 3 de la demostración del teorema 21, se afirmó que : "la independen
cia lineal de {u(, U2 , . . . , un }asegura que 

Pruebe esta afirmación. 
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18. Pruebe el teorema 20. 
(Sugerencia. Demuestre que el vector WI de (4,25) está en W,'el vector W2 de 
(4.26) es ortogonal a W y que u = WI + W2' 

19. (Para los lectores que hayan estudiado Cálculo.) Suponga que el espacio vecto
rial P2 tiene el producto interior 

( p, q) = f 1- p(x)q(x) elx 

Aplique el proceso de Gram-Schmidt para transformar la base estándar S = { 1, X, 

X2 } en una base ortonormal. (Los polinomios de la base resultante reciben el 
nombre de los tres primeros polinomios normalizados de Legendre.) 

20. (Para los lectores que hayan estudiado Cálculo. ) Aplique el teorema 18 para 
expresar los siguientes polinomios como combinaciones lineales de los tres poli
nomios normalizados de Legendre (ejercicio 19). 

(a) I + .\ + 4X 2 (e) 4 + J\ 

21. (Para los lectores que hayan estudiado Cálculo.) Suponga que P2 tiene el pro
ducto interior 

( p. q) = r 1 p(x)q(x ) dx Jo 

Aplique el proceso de Gram-Schmidt para transformar la base estándar S = {l, 
X, X2 } en una base ortonormal. 

22. (Para los lectores que hayan estudiado el material opcional de esta sección.) 
Halle el punto Q del plano 5x - 3y + z = O más próximo a PO, -2,4) y deter· 
mine la distancia entre el punto P y el plano. (Sugerencia. Imagine el plano 
como un subespacio W de R 3

, con el producto euclidiano interior, y aplique el 
teorema 23.) 

23. (Para los lectores que hayan estudiado el material opcional de esta sección.) Halle 
el punto Q de la recta 

x = 21 

.¡- = - 1 

: = 41 

más próximo a P(-4, 8, 1). (Sugerencia. Vea la sugerencia que se da en el ejerci· 
cio anterior.) 

4.10 COOROENADAS; CAMBIO DE BASE 

Existe una estrecha relación entre la noción de base y la de sistema de coordenadas. En 
esta sección se desarrolla esta idea y se analizan también resultados acerca del cambio de 
bases para los espacios vectoriales. . 
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Fipra 4.15 

En la geometría analítica plana, se asocia una pareja de coordenadas (a, b) con un 
punto P en el plano, aplicando dos ejes perpendiculares de coordenadas. Sin embargo, tamo 
bién es posible introducir coordenadas sin hacer referencia a los ejes, utilizando vectores . . 
P r ejemplo, en lugar de introducir ejes de coordenadas, como en la figura 4.ISa, considé
rense dos vectores perpendiculares VI y V2, cada uno de longitud 1, y con el mismo punto 
inicial O. (Estos vectores forman una base para R2 .) Al bajar perpendiculares desde un pun
to P hacia las rectas determinadas por VI y V2, se obtienen los vectores aVI Y bV2 tales que 

(figura 4.1Sb). Es evidente que los números a y b que acaban de obtenerse son los mismos 
que las coordenadas de P, relativas al sistema de coordenadas de la figura 4.1Sa . Por con
siguiente, las coordenadas de P se pueden concebir como los números necesarios para ex-

--+ 
presar el vector OP en términos de los vectores base VI y V2. 

Para los fines de asociar coordenadas a los puntos en el plano, no es esencial que los 
vectores base V I Y V2 sean perpendiculares o que tengan longitud 1 ; basta cualquier base para 
R 2

• Por ejemplo, utilizando los vectores base VI y V2 de la figura 4.16, se puede asociar 
una pareja únic~e coordenadas a un punto P, proyecta)1do P paralelo a los vectores base, 
para hacer que OP sea la diagonal de un paralelogramo determinado por los vectores aVI Y 
bV2 ; por tanto 

Fiaura4.16 
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Es posible considerar (a, b) como las coordenadas de P, relativas a la base {v¡, V2 } • Esta 
noción generalizada de coordenadas es importante, porque se puede extender a espacios 
vectoriales más generales. Pero primero son necesarios algunos resultados preliminares. 

Supóngase que S = {v¡, V2, • .• , Vn } es una base para un espacio vectorial de dimen
sión finita V. Dado que S genera a V, todo vector en V se puede expresar como una com
binación lineal de los vectores en S. Es más, la independencia lineal de S asegura que hay 
una manera única para expresar un vector como una combinación lineal de los vectores en 
S. A fin de ver por qué, supóngase que un vector v se puede escribir como 

y también como 

Al restar la segunda ecuación de la primera da 

Ya que el segundo miembro de esta ecuación es una combinación lineal de los vectores en 
Sj la independencia lineal de S implica que 

e2 - k 2 = O, .. . , c" - k" = O 

es decir, 

En resumen, se tiene el siguiente resultado: 

Teorema 24. Si S = {v¡, V2 , • .• , vn } es una base para un espacia vectorial V, entonces 
todo vector ven V se puede expresar en la forma v = CI VI + e2 V2 + ... + Cn vn , exacta
mente de una manera. 

Si S = {VI. V2, . •• , Vn } es una base para un espacio vectorial de dimensión finita Vy 

es la expresión para v en términos de la base S, entonces los escalares c. , C2 , . .. , cn se 
dt~nominan coordenadas de v relativas a la base S. El vector de coordenadas de v relativo 
a S se denota por (v)s y es el vector en Rn definido por 

"'l. ... = (e. _ (' 2- . . . • en) 

La matriz de coordenadas de v relativa a S se denota por [v]S y es la matriz de n X 1 defi
nida por 
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Ejemplo 59 

En el ejempló 28 de fa sección 4.5 se mostró que S = {v¡, V2 , "3 } es una base para R 3
, 

en donde V¡ =(1 , 2,1), vz =(2, 9, O) Y V3 =(3, 3, 4). 

(a) Encuéntrese el vector de coordenadas y la matriz de coordenadas de v = (5, - 1, 9) 
con respecto a S. 

(b) Encuéntrese el vector ven R 3 cuyo vector de coordenadas con respecto a S sea (v)s 
=(-1,3,2). 

Solución (a ). Es necesario encontrar los escalares e¡, e2 ' e3 tales que 

o, en términos de componentes, 

(5 . - 1, 9) = (' , (1, 2. l ) + c2(2 , 9, O) + ('3(3, 3, 4) 

Al ígualar las componentes correspondientes se obtiene 

(' , + 2('1 + 3('.\= 5 

2e , + ge 2 + 3e3 = - 1 

e, + 4e3 = 9 

Al resolver este sistema se obtiene e¡ = 1, e2 = 1, e3 = 2. Por tanto, 

(v)s = (L - 1. 2) y 

Solución b J. Aplicando la definición del vector de coordenadas (v)s ' se obtiene 

v = ( - 1 )v, + 3"2 + 2v 3 = (11 , 31, 7) 

Los Vectores y las matrices de coordenadas dependen del orden en el que se escri
ban los vectores base ; un cambio en el orden de los vectores base conduce a un cambio co
rrespondiente en el orden de los elementos de las matrices y los vectores de coordenadas. 

Ejemplo 60 

Considérese la base S = {1, X, X2 } para P2 . Por simple observación, el vector y la matriz 
de coordenadas con respecto a S, para un polinomio p = ao + a¡x + a2x2 , son 

y 
[

Llo] 
[p]s = : : 
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Ejemplo 61 

Supóngase que se introduce un sl:;tema de coordenadas rectangulares xyz en el espacio tri
dimensional y considérese la base estándar S = (~j, k } , en donde 

i = (1, 0, O), j = (O, 1, O), Y k = (O, 0, \1) 

Si, como en la figura 4.17, v = (a, b, a,) es cualquier vector en R 3 
, entonces 

v = (a, b, e) = a(l, O? O) -+ b(O, 1, O) + c(O, 0, 1) = ai + bj + ck 

lo cual significa que 

v = (r, b, e) = (v)s 

En otras palabras, las componentes de un vector v relativas a un sistema de coordenadas 
rectangulares xyz son las mismas que las coordenadas de v, relativas a la base estándar 
{~j, k} . 

Ejemplo 62 

Si-S == {Vi, V2, •.• , Vn } es una base ortonormal a un espacio de productos interiores V, 
entonces, por el teorema 18 de la sección 4.9, la expresión para un vector u en términos 
de la base S es 

lo cual significa que 

y 

(O, O, 1) 
r (a, b, e) 

Fiaura4.17 
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Por ejemplo, si 

v¡ = (O, 1, O), V2 = (-t O, ~), V3 = (t O,!) 

entonces, como se observó en el ejemplo 55 de la sección 4.9, S = {V¡, V2, V3 } es una 
base ortonormal para R 3

, con el producto euclidiano interior. Si u = (2, -1, 4), entonces 

de modo que 

(u)s = ( - 1, t 2l) y 

Las bases ortonorma1es para los espacios de productos interiores son convenientes 
porque, como los muestra el siguiente teorema, muchas fórmulas conocidas se cumplen 

en esos espacios. 

Teorema 25. Si S es una base ortonormal para un espacio de productos interiores con n 
dimensiones y si 

y 

entonces 

(a) Ilull = ')ui + Ld + ... + u~ 
(b) d(u, v) = .)(u¡ - V¡)2 + (U2 - V2)2 + .. . + (un - Vn)l 

(c) <u, v) = U¡ V ¡ + U1V2 + . . . + UnVn 

En los ejercicios se analizan las demostraciones y algunos ejemplos numéricos. 
Ahora se pasa al problema principal de esta sección. 

Problema del cambio de base Si se cambia la base para un espacio vectorial, de cierta base 
B a otra nueva B ' , ¿en qué forma está relacionada la matriz de coordenadas en aquélla, 
[~]B, de un vector v con la nueva matriz de coordenadas [v]B'? 

Por sencillez, se resolverá este problema para los espacios bidimensionales. La solu
ción para los espacios con n dimensiones es semejante y se deja como ejercicio. Sean 

y B' = {u'¡, u~} 

las bases inicial y nueva, respectivamente. Se necesitan las matrices de coordenadas para 
los vectores base iniciales, con relación a la nuéva base. Supóngase que son 

y (4.30) 
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es decir, 

Sea ahora v cualquier vector e'n V y 

u¡ = au'¡ + bu~ 

U2 = CU'¡ + dU'2 

la matriz de coordenadas inicial, de modo que 

ESPACIOS VECTORIAleS 

(4.31) 

(4.32) 

(4.33) 

Para encontrar las nuevas coordenadas de v, se debe expresar V en términos de la nueva 
base B'. Para hacerlo, se sustituye (4.31) en (4.33). Esto conduce a 

o bien, 

Por tanto, la nueva matriZ de coordenadas para v es 

la cual se puede volver a escribir como 

o, con base en (4.32), 

En esta ecuación Se afirma que es posible obtener la nueva matriz de cootdenadas [v]B' , 
multiplicando la matriz de coordenadas inicial, [v1B, del primer miembro, por la matriz 

cuyas columnas son las coordenadas de los vectores base iniciales, con relación a la hueva 
base, (véase 4.30). Así entonces, se tiene la solución siguiente del problema del cambio 
de base. 
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Solución del problema del cambio de bqse. Si se cambia la base para un espacio vectorial 
V, de cierta base dada E = {UI, U2, . . . , Un } hacia otra nueva base E' = {u~, u;, . . . , u~ } , 
entonces la matriz de coordenadas inicial, [v lB, de. un vector v está re·lacionada con la nue, 
va matr-il de coordenadas [v le', por medio de la ecuación 

(4.34) 

en donde las columnas de P son las matrices de coordenadas de los vectores base iniciales 
con relación a la nueva base, es decir los vectores. columnas de P son 

Simbólicamente, la matTtz P se puede· escribir 

esta matriz Se conoce como matriz de transición de R hacia S '. 

Ejemvlo 63 

Considérense las ba~s 

y 

para R~, en donde 

(a) Hállese la matriz de transición de E haciá B'. 
(b) Usese (4.34) a fin de hallar [v lB" si 

l ' ~ [;J 
Solución (a). En primer lugar deben encontran;e las matrices de coordenadas p~a los vec
tores b¡¡se iniciales, u I Y lt2 , en relación con la nueva base 8'. Al segun: el p{oeedimiento 
dcl ejemplo 590, el lector debe poder demostrar que 

(verifíquese). de modo q\.jC 

[u,]8' = [ - :] 

u., = - . U'I + U'2 

U2 = 2y', - u~ 

y 
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Por tanto, la matriz de transición de B hacia B' es 

[
-1 

p = 
1 

Solución (b). Por simple observación, 

de modo que al aplicar (4.34) Y la matriz de transición del inciso (a), 

Es posible que el lector desee verificar este resultado, comprobando que v = - 3u~ + 5 ~ . 

Ejemplo 64 (Aplicación a la rotación de los ejes de coordenadas.) 

En muchos problemas, se da un sistema de coordenadas rectangulares xy y se obtiene un 
nuevo sistema de coordenadas x'y', al hacer girar el sistema xy en sentido contrario al de 
las manecillas del reloj, alrededor del origen, para describir un ángulo (J. Cuando se hace 
esto, cada punto Q en el plano tiene dos conjuntos de coordenadas: las coordenadas (x, y), 
relativas al sistema xy, y las coordenadas (x', y'), relativas al sistema x'y' (figura 4.18a). 

Al introducir los vectores unitarios u¡ y U2, a lo largo de los ejes x y y positivos y 
los vectores unitarios u'¡ y u~, a lo largo de los ejes x' y y' positivos, se puede considerar 
esta rotación como un cambio desde una base B = {u ¡ , U2 } hasta una nueva base B' = { u;, 
u~ } (figura 4.18b). Por tanto, las nuevas coordenadas (x', y') y las coordenadas iniciales 
(x, y) de un punto Q están relacionadas por 

(4.35) 

en donde P es la transición de B hacia B'. Para encontrar P, deben determinarse las matri
ces de coordenadas de los vectores base iniciales U4 Y U2, con relación a la nueva base. 

y' y 

x 

(a) 

U¡ 

(b) 

Fi¡ura 4.18 

(e) 
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9 
n cos(--O) 
2 

(d) 

lij¡ura 4.1Sd 

231 

x 

Gomo se indica en la figura 4.18c, las componentes de UI en la nueva base son cos O y 
- sen O, de modo que 

[UIJB' = [ 
cos e] 

- sen e 

en tanto que, como se indica en la figura 4.1 &J en seguida las componentes de U2 en la 
nueva base son cos(n/2 - O) = sen 8 y sen(n/2 - O) = cos O, de modo que 

Por consiguiente, la matriz de transición de B hacia B' es 

[ 
cos e sen e ] 

p = - sen e cos e 

y (4.35) queda 

[X:] = [ cos e sen e] [x] 
.1' - sen e cos e y 

o, de modo equivalente, 

X ' = X cos e + y sen e 

.1" = - x sen e + y cos e 

Por ejemplo, si se hacen girar los ejes 8 = 45° entonces, puesto que 

1 
sen 45° = cos 45° = Ji 

(4.36) 
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(4.36) queda 

[:.:] = 

",2 

':: ]GJ 
", 2 ,,2 

Por tanto, si las coordenadas iniciales de un punto Q son (x, y) =(2, - 1), entonces 

[~:] = 
,,2 ,, 2 [ -n·= _ ~3~-1 
",, 2 ", 2 ",2 _, 

d~ modo que las nuevas coordenadas de Q son (x', y'):= (l /Vi, - 3/0). 

Ejemplo 65 (Aplicación a la rota.ción de ejes en el espacio tridimensional.) 

Supóngase que se hace girar un sistema de coordenadas rectangulares xyz, alrededor de su 
eje z, en sentido contrario al de las manecillas del reloj (si se mira hacia abajo a Jo largo 
del eje positivo z), hasta describir un ángulo f) (figura 4.19 j. Si se introducen los vectores 
unitarios U¡ , U2 Y U3 , a lo largo de los ejes x,y y z positivos, y los ve.ctores unitarios u~, u~ 
y u~, a lo largo de los ejes x', y' y z' positivos, es posible considerar la rotación como un 
cambio desde la base B = {u l , U2 , Ug } hacia la nueva base B' ;:: {u; , u;, u; } . Con base en 

lo desarrollado en el ejemplo 64 , debe resultar evidente que 

[ 

cos 01 
[u¡Ju· = -sen O 

O J 
y 

[

sen 0] 
[U 2JB' = CO~ () 

I y ' 
U2 _______ 

---.. 
y 

FiJura 4.19 
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Es más, supuesto que u~ se extíende 1 unidad hacia arriba del eje positivo z', 

[

0' 
[n,l. ~ ~ J 

Por tanto, la mlltriz de transici6n de B hacia n' es 

[ 

cos e sen e O~] 
- sen O cos () 

° ° 
y las coordenadas iniciales (x, y, z) de un punto Q está.n relacionlldas con sus nllevas coorde· 
nadas (x', y', z') por 

Ejemplo 66 

Considérense los vectores 

sen () 
cos () 

° 

En el ejemplo 63 se encontró la matriz de transición de la bllse B::: {ll¡, U2 }para Ri ' hacia 
la base B ' = {U'l' u~ } . Sin embargo, también es poSible preguntar acerca de la matriz de 
transición de n' hacia B. Para obtener esta matriz, simplemente se cambia el punto de vis. 
ta y se considera a p' cOmO III base inicial y a B corno la base nueva. Como es cQstumbre, 
las columnas de la matriz de transición serán las coordenadas de los vectores base iniciales 
con relación II la nueVa base. 
Por simple observación, 

de manera que 

u', = u, + \J2 

uí = 2111 + 112 

y 

Por tanto, la mlltriz dc transición de 8' hacia B es 

Q = [: ;] 
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Si se multiplica la matriz de transición de B hacia B ' , que se obtuvo en el ejemplo 
63, por la matriz de transición de B ' hacia B, que se obtuvo en este ejemplo, se encuentra 

[
-1 

PQ = 1 

lo cual indica que Q = ¡TI . Como hace ver el teorema que sigue, esto no es accidental. 

Teorema 26. Si P es la matriz de transición desde una base B hacia una base B ' entonces 

(a) Pes inversible 
(b) p- I es la matriz de transición de B ' hacia B. 

(La demostración se pospone hasta el final de la sección.) Como resumen, si P es la matriz 
de transición desde una base B hacia una base B ' entonces, para todo vector v: 

[v]a, = P[V]B 
[V]B = P- I[V]B' 

El siguiente teorema indica que si P es la matriz de transición desde una base orto
normal hacia otra, entonces, en especial, la inversa de P se encuentra con mucha facilidad. 

Teorema 27. Si P es la matriz de transición desde una base ortonormal hacia otra base or
tonorma' para un espacio de productos interiores, entonces 

p - I = pI 

(Se omite la demostración.) 
Para ilustrar este resultado, considérese la matriz de transición 

p = [ cos e sen e ] 
- sen ecos () 

que se obtuvo en el ejemplo 64, cuando se hicieron girar los ejes de coordenadas (cambian
do en consecuencia la base ortonormal {UI' ~ } de la figura 4.18b a la base ortonormal 
{U'I , u~ } ). Es fácil verificar que 

-1 
de manera que P = pt. 

p - t = [cos O 
sen e 

- sen () ] 
cos O 

Definición. Una matriz cuadrada A con la propiedad de que 

se denomina matriz ortogonal. 
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Como consecuencia, en el teorema 27 se afirma que una matriz de transición de una base 
ortonorrnal a otra siempre es ortogonal. 

El siguiente resultado, cuya demostración se analiza en los ejercicios, facilita averiguar 
si una matriz A de n X n es ortogonal. 

Teorema 28. Las proposiciones que siguen son equivalentes: 

(a) A es ortogonal 
(b) Los vectores renglón de A forman un conjunto ortonormal en Rn, con el producto 

euclidiano interior 
(e) Los vectores columna de A forman un conjunto orto normal en Rn, con el produc

to euclidiano interior. 

Ejemplo 67 

Considérese la matriz 

1 1 

Ji Ji 
O 

A= O O 

1 1 

Ji Ji 
O 

Los vectores renglón de A son 

(
1 1 ) _ ' _(1 1 \ 

r¡ = Ji' Ji' O , r2 - (O, 0, 1), r3 - Ji' - Ji' O) 

Con relación al producto euclidiano interior se tiene 

y 

de modo que los vectores renglón de A forman un conjunto ortonormal en R 3 
• Por tanto, 

A es ortogonal y 

1 1 

Ji 
O 

Ji 
A - 1 = Al = 1 

O 
1 

- -
Ji Ji 
O O 
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(Es posibl~ que el lector encuentre instruotivo verificar que los vectores coll,lm,Vl\ d~ A 
también forml\n un Qonjunto, ortQnorrnal.) 

En los ejemplos 64 y 6S se consideró el problema de relacionar las ooo)"d~nadas ini, 
c. iales y las nuevas, cuando s.e llevó a ca.bo un cambio geométrico (rota.ción) en los ejes. A 
veces se presenta el problema inverso siguiente. Se conoce una rela.ciÓn 

[x] [41 Ih] [x'] 
y = b ¡ b2 y' 

(4.37) 

entre las coordenadas inici.ues. y las nueVaS, en donde la matriz de 2 X 2 es ortogonal, y se 
tiene interés en determinar cómo están relacionados geométrica.mente el sistema de coor
denadas xy y el sistema xy'. La ecuación (4.37) se conoce Goma trQ1I,${orm4cián QrtogQnal 
de cO(Jrdenada$ sobre R~, A fin de estudiar el efecto de una tnH1sfonnación QrtQ~onal de 
cQordenada.s, comidérense los vectores 

en el sistema de coordenadas xy, e intwdt!?case un sistema de coordenaQas x'y', con el eje 
x' positivo a lo largo de U'I' y el eje y' positivo a lo largo Q~ u; (figl,lra 4,20). Debido a que 
se supone que la matriz de 2 X 2. de (4,37) es ortogonal, los vectores u; y u; son ortogcr. 
naJes, lo cual asegura que 10$ ejes x' y y' son perpendiculares. Dado que 

y 

la matriz 

.r 

~~~~~-~~~~----. 

Figura 4,20 
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, 
x 

(a ) (b) 

dada en (4.31) es la matriz de transicion de la basé {u~ ,ü; } hacia la base (u1 ; ú 2 } . Eviden
teTYJente, hay dos posibilidades; se puede obtener el sístérhá de coordenádas x'/ haden
do girar el sisterhá de coordenadas xy (figura 4.21a), o bien, es posible obtener el sisterha 
de coordenadas X'y" reflejando prin'lerb el sistemaxy con relací6nal eje x y, a Continuación, 
girando el sístema de coordenadas reflejado (figura 4.21 b). En los ejercicios se derhuestra 
que el determinante 'oe tina matriz ortogonal siempre es + ó - l . Es más , Se puede probar 
que la transformaCión ortogonal de coordenadas (4.31) es una rotación si 

a l 2 = I 
fj 

2 

y es urta reflex16n seguída í''Of una rotación ortogonal si este determinan te eS - 1. 
De manera análoga, una transformación órtogonal de coordenadas 

(/1 (/ 2 (/ 31 
sobre R3 es una rotacióri si !JI h2 h3J = 1 

(' 1 ('1 (' J 

y es una rotación combinada con una reflexión en Uho de los planos coordenados; si este 
determinante es - 1. 

Ejemplo 68 

La transformac ión oHogonal de coordenadas 

I 
- ,- "-" 

[:J = 

J2 -,/2. [;,] 1 I 
es una rotación ya que 

JI j2 

I 

J1 
I 

..) 2 
= 1 

I 
r:¡ y -
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Los ejes x' y y' positivos están a lo largo de los ve,ctores columna 

1 1 
- -

U'1 = 
12 

u~ = 
12 

1 
Y 

1 
- - -

12 12 

F ..... 4.11 

OPCIONAL 

Demostración del teorema 26. Sea Q la matriz de transición de B ' hacia B. Se demostrará 
que QP = 1 y, en cons~cuencia, se concluirá que Q = p-1 

, para completar la demostliación. 

Supóngase que B = {u!, U2, • .• , Un } Y supóngase además que 

['" 
C!2 

... 

""J 
QP = ~2! C22 

.. . 
c 2n 

Cn! c n2 c nn 

Con base en (4.34), 

y 

para todo x en V. Al multiplicar toda la ecuación de arriba desde la izquierda por Q y sus
tituir la segunda ecuación da 

I~!I . 
,' 1 

(4.38) 
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para todo x en V. Al hacer x = UI en (4.38) da 

1 CII CI 2 

O C21 C2 2 

O C3 1 

O Cnl Cn2 Cnn O 

o bien, 

De manera análoga, al sustituir sucesivamente x = U2, .. • , un en (4.38) se llega a 

C 12 O c ln O 

C22 1 c2n O 

e32 O e3n O 

Cn2 O enn 

Por tanto, QP = L. 
EJERCICIOS 4.10 

1. Halle la matriz de coordenadas y el vector de coordenadas para w, con relación 
a la base S = {UI, U2 } • 

(a) UI = (1, O), U2 = (O, 1); w = (3, -7) 
(b) U I = (2, -4), u2 = (3, 8) ; w = (1,1) 
(e) UI = (1, 1), U2 = (O, 2); w = (a, b) 

2. Halle el vector de coordenadas y la matriz de coordenadas para v, con relación 
a S = {VI, V2, V3 } • 

(a) v = (2, -1,3), VI = (1 , O, O), v2 = (2, 2, O), v3 = (3, 3, 3) 
(b) v = (5, -12,3), VI = (1 , 2, 3), v2 = (-4, 5, 6), V3 = (7, -8, 9) 

3. Halle el vector de coordenadas y la matriz de coordenadas para p, con relación a 
S = {p, P2, P3 } . . 

(a) P = 4 - 3x + X2, PI = 1, P2 = X, P3 = X2 

(b) P = 2 - x + X2, PI = 1 + x, P2 = 1 + X2, P3 = X + X2 
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4. Halle el vector de coordenadas y la matfiz de coordenadas para A ', Con relaCión 
aS ::: {A ¡. A '2. A 3. A 4 } 

A-[ 2 0J 
, ~ I 3_ 

A =[-1, 1J 
1 O O 

5. En cada inciso se da una base ortofiotlI1al telatívaal producto eucÍidíano interior. 
Aplique el método del ejemplo 62 pata encontrar el vector de coordenadas y la 
matriz de coórdenadas de w. 

(a) w = (3 , 7); u 1 = (~ , - ~} u2 = (~ , 5z) 
(b) w = ( ~ 1 , O; 2) ; u1 = (i, ~ t !), ui = (t,!. ~h u3 = eL t , t) 

6. (a) Halle VI si (W)s = (6, - 1, 4) Y S es la baSe que se da en el ejercicio 2a. 
(b) Halle q si (q)s = (3,0, 4) Y S es la base que se da en el ejercicio 3a. 
(e) Ralle S si (B)S = (- 8, 7; 6, :3) Y S es la base que Se da en el ejercicio 4. 

7. Suponga que R 1 tiene el producto eudjdiano interior }' que S == {w¡ , W2 } es la 
, (3 4 4 3 ' - 2 

base ortonormaJ con w ¡ = 5' - 5)' Vl 2 = (-{> 5) ' Sean u, v los vectores en R 

para los que (u)s == (1, 1) Y (v)s = (- 1; 4). 

(a) Calcule Ilull d(u, v) y (u. v), aplicando el teórema 25 . 
(b) Halle u y v y verifiq'ue los tesultados dei inciso (a) ; Galcúlando lIull d(u,v)y 
(u, v) directamente. , 

8. Considere las bases B = {u¡ . Ui } Y Si = { VI, V2 } para R 2 , en donde 

y 

(a) Halle la matriz de transición de B hacia S' . 
, (b) ~alcule la matriz de coordenadas [w lE , en donde 

y use (4. 34) para calcular [VI la'. 
(e) Verifique lo que se hizo, calculando [wlB , directamehte . 
(d) Halle la matriz de transición de B' hacia B. 

9. Repita las instrucciones del ejercicio 8 con 

1o. Considere las bases H = {u 1 , U2, U3 } Y S i == {vJ , V2 , Vj f ¡lara R 3
, en donne 

r-3l 
u1 = 2\ 

L - IJ 
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. [-2] 
v2 = - : y 

(a) Halle la matriz de transición de B hacia B'. 
(b) Calcule la matriz de coordenadas [w]B' en donde 

, I 

y aplique (4.34) para calcular [wls'. 
(e) Verifique lo que se acaba de hacer, calculando [wls ' directamente. 

11. Repita las instrucciones del ejercicio 10 con , . 

12. Considere las bases B = {PI, P2 } Y B' = {<tI, q2 } paraP\, en donde PI = 6 + 3x , 
P2 = 10 + 2x, ql = 2, q2 = 3 + 2x. 

(a) Halle la matriz de transición de B hacia B'. 
(b) Calcule la matriz de coordenadas [pIB' en donde p = - 4 + x, y aplique (4.34) 

para calcular [plB'. 
(e) Verifique los resultados obtenidos calculando [pls' directamente. 
(d) Halle la matriz de transición de B' hacia B. 

13. Sea V el espacio generado por f l = sen x y f2 = cos x. 

(a) Demuestre que gl = 2 sen x + cos x y g2 = 3 cos x forman una base para V. 
(b) Halle la matriz de transición de B = {f l , f2 } hacia B' = {gl, g2 } . 
(e) Calcule la matriz de coordenaaas [hlB ' en donde h = 2 sen x - S cos x ~ 

aplique (4.34) para obtener [hls'. 
(d) Verifique los resultados obtenidos calculando [hlB ' directamente. 
(e) Halle la matriz de transición de B' hacia B. 

14. Supóngase que se obtiene un sistema de coordenadas rectangulares x'y' hacien
do girar un sistema de coordenadas rectangulares xy hasta describir un ángulo 
() = 31TJ4. 

(a) Halle las coordenadas x'y' del punto cuyas coordenadas xy son (- 2,6) 
(b) Halle las coordenadas xy del punto cuyas coordenadas x'y' son (S, 2). 

15. Repita el ejercicio 14 con () = 1TJ3. 

16. Suponga que se obtiene un sistema de coordenadas rectangularesx'y'z' hacien
do girar un sistema de coordenadas rectangulares xyz en sentido contrario al de 
las manecillas del reloj alrededor del eje z (cuando se observa hacia abajo a lo 
largo del eje z) hasta describir un ángulo () = 1TJ4. 
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(a) Halle las coordenadas x'y' z' del punto cuyas coordenadasxyz son (-1, 2, 5). 
(b) Halle las coordenadas xyz del punto cuyas coordenadasx'y'z' son (1 , 6, -3). 

17. Repita el ejercicio 16 para una rotación de e = rr /3 en sentido contrario al de 
las manecillas del reloj alrededor del eje y (cuando se observa a lo largo del eje 
y positivo hacia el origen). 

18. Repita el ejercicio 16 para una rotación de e = 3rr/4 en sentido contrario al de 
las manecillas del reloj alrededor del eje x (al observar a lo largo del eje x posi
tivo hacia el origen). 

19. Aplique el teorema 28 para determinar cuáles de las siguientes matrices son or
togonales. 

[~ -~l 
O 

J2 
(a) G ~] (b) (c) O O 

1 

fi y 2 O O 
ji 

O O 
i 1 

fi J6 y 'j 1 1 

lo' l! 
1 l 

-lJ 
O - -

2" 2 J3 2 
2 1 2 1 

(d) O 6 6 
1 

J6 J3 1 1 
6 6 (f) O 

J3 
O 

i 5 

1 1 1 
-6 

- 1 
fi J6 J3 O -

J3 2 

20. Halle la inversa de aquellas matrices del ejercicio 19 que sean ortogonales. 

21. Demuestre que las siguientes matrices son ortogonales para todo valor de e. 

[
cos e - sene] 

(a) 
sen e cos e [

COS e -sene 
(b) senO cos e 

u O ~l 
22. Halle las inversas de las matrices del ejercicio 21. 

23. Considere la transformación ortogonal de coordenadas 

Encuentre (x', y') para los puntos con las coordenadas (x, y) siguientes. 

(a) (2, -1) (b) (4,2) (c)( - 7, -8) (d) (0, 0) 

O 

O 

O 

24. Dibuje un esquema de los ejes xy y los ejes x'y' para la transformación de coor
denadas del ejercicio 23. 
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25. ¿Para cuáles de las siguientes matrices x = Px' es una rotación? 

[ 
1 1] [ 1 1] - - - - -
J2J2 J2J2 

(a) p ~ _ ~ ~ (b) P ~ ~ ~ 

[ .3 4J 
(e) P = _; ; 

26. Construya un esquema de los ejes xy y los x'y' para las transformaciones de 
coordenadas del ejercicio 25. 

27. Considere la transformación ortogonal de coordenadas 

[}[! -t 
~ s 
O 

Halle (x', y', z') para los puntos con las coordenadas (x, y, z) siguientes. 

(a) (3, O, - 7) (b) (1 ,2, 6) (c) (- 9, -2, - 3) (d) (O, O, O) 

28. Dibuje un esquema de los ejes xyz y los ejes x'y'z' para la transformación de 
coordenadas del ejercicio 27. 

29. ¿Para cuáles de las siguientes matrices x = Px' es una rotación? 

O 

O : -iJ 
30: Dibuje un esquema de los ejesxyz y x'y'z' para las transformaciones de coordena

das del ejercicio 29. 

31. (a) Se obtiene un sistema de coordenadas rectangulares x'y'z' al hacer girar un 
sistema de coordenadas xyz en sentido contrario al de las manecillas del re
loj alrededor del eje y hasta formar un ángulo Ó (al observar a lo largo del 
eje y positiVO hacia el origen). Halle una matriz A tal que 

en donde (x, y, z) y (x,' y" z') son las coordenadas de un punto en los siste
mas xyz y x' y' z', respectivamente. 

(b) Repita el inciso (a) para una rotación alrededor del eje x. 

32. Se obtiene un sistema de coordenadas restangulares x" y" z" al hacer girar pri
mero un sistema de coordenadas rectangulares xyz; 60° en sentido contrario al 

http://libreria-universitaria.blogspot.com



244 ESP~C,OS VECTORIALES 

de la& manecillas del reloj (al mirar hacia abajo del eje z positivo), p¡u-a obtener 
un sistellla de coordenadas xyz y, a continuación, haciendo girar el sistema de 
coordenadas x'y' z', 45° en sentido contrario al de las manecillas del reloj alrede" 
dor del eje y' (si se mira a lo largo del eje y ' positivo, hacia el origen). Halle una 
matriz A tal que 

en donde (x, y, z) y (x", y", z") 'son las coordenadasxyz y x"y "z" de un punto. 

33. Demuestre que si A es una Illatriz ortogonal, entonces A t también es ortogonal. 

34. Pruebe que una matriz de n X n es ortogonal si sólo si sus renglones forman un 
conjunto ortonormal en Rn. 

35. Aplique los resultados de los ejercicios 33 y 34 para demostrar que una matriz 
de n X n es ortogonal si y sólo si sus columnas fOrman Un conjunto ortonormal 
enRn. 

36. Pruebe que si P es una matriz ortogonal, entonces det(P) = 1 ó - l . 

37. Pruebe el teorema 25a. 

38. Pruebe el teorema 25b. 

39. Pruebe el teorema 25c. 

EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS 

1. En cada inciso, el espacio de solución es un subespacio de R 3 y, por tanto, de
be ser una recta que pasa por el origen, un plano que pasa por el origen, todo R 3 , 

o únicamente el origen. (Vea la observación que sigue al ejemplo 11.) Para cada 
sistema, determine cuál es el caso. Si el subespacio es un plano, halle una ecua
ción para él, y si es una recta encuentre las ecuaciones paramétricas. 

(a) Ox + Oy + Oz = O 

(c) x - 2y + 7z = O 
- 4x + 8y + 5z = O 

2x - 4y + 3z = O 

(b) 2x - 3y + z = O 
6x - 9y + 3z = O 

-4x + 6y - 2z = O 

(d) x + 4y + 8z = O 
2x + 5y + 6z = O 
3x + y - 4z = O 

2 Suponga que R 4 tiene el producto euclidiano interior. 

(a) Halle un vector en R 4 sea ortogonal a q¡ = O, O, O, O) Y U4 = (O, O, O, 1) 
Y forme ángulos iguales con 112 = (O, 1, O, O) Y U3 = (O, O, 1, O). 

(b) Halle un vector x = (x¡, X2, X3, X4) de longitud 1 que sea ortogonal a U¡ y 
U2, por arriba, y tal que el coseno del ángulo entre x y U2 sea el doble del 
coseno del ángulo entre x y U3. 
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3. (a) Sea A una matriz de m X n con los vectores renglón r1, r2, ... , rm , y B 
una matriz de n X p con los vectores columna c 1, C2, ... , cp . Demuestre 
que el elemento del renglón i y la co1umnaj de AB es el producto euclidia
no interior de ri Y Cj. 

(b) Use el resultado de (a) para demostrar que si A es una matriz de n X n tal 
que AA t = 1, entonces los vectores renglón de A forman un conjunto orto
normal en Rn, con el producto euclidiano interior. 

(c) Demuestre que si A es una matriz de n X n y AAt = 1, entonces los vectores 
columna de A forman un conjunto ortonormal en Rn, con el producto eu
clidiano interior [Sugerencia : Demuestre que AtA = 1 Y aplique el resulta
do del inciso (b) a At.] 

4. Sea Ax = O un sistema de m ecuaciones en n incógnitas. Demuestre que 

x = [::J 
x. 

es una solución del sistema si y sólo si el vector x = (x 1, X2, ••. , Xh) es ortogo
nal a todo vector renglón de A en el producto euclidiano interior sobre Rn 
(Sugerencia: Aplique el resultado del ejercicio suplementario 3a.) 

S. Aplique la desigualdad de Cauchy-Schwarz para demostrar que si al, a2, 
... , an son números reales P9sitivos, entonces 

(al + a2 + ... + a.) - + - + . . . + - ;?: n2 (1 1 1) 
Q 1 a2 Q. 

6. Sea W el espacio generado por f = sen x y 11 = cos x. 

(a) Demuestre que para cualquier valor de 8, f 1 = sen(x + 8) y 81 = cos(x + 8) 
son vectores en W. 

(b) Demuestre que f1 y 111 forman una base para W. 

7, (a) Exprese (4d, a - b, a + 2b) como una combinación lineal de (4, 1, 1) Y 
(O, - 1, 2). 

(b) Exprese (3a + b + 3c. - a + 4b - c, 2a + b + 2c) como una combinaci6n lí
nealde (3,-1,2)y(l,4,1). 

(e) Exprese (20 - b + 4e, 3a - e, 4b + e) como una combinación lineal de tres 
vectores diferentes de cero. 

8. (a) Exprese v = (1,1) como una combinación lineal de VI = (1, -1), V2 = (3,0), 
V3 = (2, 1), de dos maneras diferentes. 

(b) Demuestre que 4;;StO no viola el teorema 24. 

9. Demuestre que si x y y son vectores en un espacio de productos interiores y c 
es un escalar cualquiera, entonces 

licx + yI1 2 
= e211xli2 + 2e < x, y > + IiYli 2 

10. Suponga que R 3 tiene el producto euclidiano interior. Halle dos vectores de 
longitud 1 que sean ortogonales a los tres vectores u I = (l, 1, -1), U2 = (-2, 1, 2) 
YU3 = (-1,0, 1). 
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5 
Transformaciones lineales 

5.1 INTROOUCCION A LAS TRANSFORMACIONES LINEALES 

En esta sección se inicia el estudio de las funciones con valor vectorial de una variable vec
torial. Es decir , funciones que tienen la forma w = F(v) , en donde la variable independiente 
v y la dependiente w son vectores. Se enfoca la atención en una clase especial de funcio
nes vectoriales conocidas como transformaciones lineales. Estas funciones tienen muchas 
aplicaciones importantes en física, ingeniería, ciencias sociales y diversas ramas de las ma
temáticas. 

Si V Y W son espacios vectoriales y F es una función que asocia un vector único en 
W, con cada vector en V, se dice que F aplica (mapea) Ven W y se escribe F: V ~ W. Ade
más, si F asocia el vector w al vector v se escribe w = F(v) y se dice que w es la imagen de 
v bajo F. 

Como ilustración, si v = (x, y) es un vector en R Z 
, entonces la fórmula 

F(v) = (x, x + y, x - y) (5.1) 

defme una función que aplica R Z en R 3 
• En particular, si v = (1 ,1), entonces X = 1 Y Y = 1, 

de modo que la imagen de v bajo Fes F(v) = (1,2, O): 

Definición Si F: V ~ W es una función del espacio vectorial V hacia el espacio vectorial 
W, eOntonces F es una transformación lineal si 

(i) F (u + v) = F(u) + F(v) para todos los vectores u y ven V. 

(ii) F(ku) = kF(u) para todos los vectores u en Vy todos los escalares k. 

Como ilustración, sea F:Rz ~ R 3 la función definida por (5.1). Si u = (X., y¡) Y 
v = (xz, Yz), entonces u + v = (XI + Xz, YI + yz), de modo que 

F(u + v) = (XI + X2' [Xl + X2] + [YI + Y2], [XI + X21- [Y1 + Y2]) 

= (XI' XI + YI' Xl - YI) + (X2' X2 + h, 'X+ - h) 

= F(u) + F(v) 

247 
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También, si k es un escalar, ku = (kx¡, ky¡), de manera que 

F(ku) = (kx¡, kx¡ + ky¡, kx¡ - ky¡) 

= k(x¡ , X¡ + y¡, Xl - y¡) 

= kF(u) 

Por tanto, F es una t ransformación lineal. 
Si F V ~ W es una transformación lineal, entonces para V¡ y V2 cualesquiera en Vy 

cualesquiera escalares k ¡ Y k 2 , se tiene 

De modo análogo, si V¡ , V2, • .• , vn son vectores en Vy k ¡, k 2 , • . • , kn son escalares, en
tonces 

(5.2) 

A continuación se dan algunos ejemplos. adicionales de transformaciones lineaÍes. 

Ejemplo 1 , I 

Sea A una matriz fija de m X 11. Si se utiliza la notación matricial para vectores en Rm y 
Rn, entonces se puede definir una función T:Rn ~ Rm por medio de 

T(x) = Ax 

Obsérvese que si x es una matriz de n xl, entonces el producto Ax es una matriz de 
m x l ; así entonces, Taplica R n en R m

. Además, T es lineal; para comprobarlo , sean u y 
v matrices de n X 1 Y k un escalar. Al aplicar las propiedades de la multiplicación de matri
ces, se obtiene 

A(u + v) = Au + Av y A(ku) = k(Au) 

o, de modo equivalente, 

T(u + v) = T(u) + T(v) y T(ku) = kT(u ) 

A la transfo rmación lineal de este ejemplo se le denominará multiplicación por A. A las 
transformaciones lineales de este tipo se les conoce como transformaciones matriciales. 

Ejemplo 2 

Como caso especial del ejemplo anterior, sea e un ángulo fijo\ supóngase que T:R2 ~ R 2 

es la multiplicación por la matriz 

/ 
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A = reos e 
sen e 

-sen eJ 
eos e 

Si v es el vector 

entonces 

r

eos e 
T(v)=Av= 

sen e 
- sen e J [x l = [x eos e - y sen e J 

eos e · y J x sen e _+ y eos e 

249 

Geométricamente, 1( v) es el vector que se obtiene si se hace girar v hasta describir un án
gulo e· A fin de comprobarlo, sea <p el ángulo entre v y el eje x positivo y supóngase que 

v' = e:J 
es el vector que se obtiene al hacer girar v hasta que describe un ángulo e (figura 5.1). Se 
demostrará que v' = 1(v). Si r denota la longitud de v, entonces 

x = r cos cP y = r sen cp 

De modo semejante, supuesto que v I tiene la misma longitud que v, se tiene 

Por tanto, 

x' = r eos(e + cp) y' = r sen (e + cp) 

v' = [::J = G:~s(~ : ::J 
= [r eos e eos cp - r sen e sen cpJ 

r sen e eos cp + reos e sen rp 

= [x eos () - y sen eJ 
x sen e + y eos e 

= [::: -:~:~J [:J 
= Av = T(v) 

La transformación lineal de este ejemplo se conoce como rotación de R 'l hasta describir el 
ángulo e. 
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(x, y) 

Figura 5.1 
Ejemplo 3 

Sean V Y W dos espacios vectoriales cualesquiera. La aplicación T: V -+ W tal que T(v) = O 
para todo ven Ves una transformación lineal conocida como transformación cero. A fin 
de ver que T es lineal, obsérvese que 

T(u + v) = O, T(u) = O, T(v) = o y T(ku) ~ o 

Por tanto, 

T(u + v) = T(u) + T(v) y T(ku) = kT(u) 

Ejemplo 4 

Sea V cualquier espacio vectorial. La aplicación T: V -+ V definida por T(v) = v se conoce 
como transformación identidad sobre V. La verificación de que T es lineal se deja como 
ejercicio. 

S~ como en los ejemplos 2 y 4, T: V -+ Ves una transformación lineal de un espacio 
vectorial Ven sí mismo, entonces T es un operador lineal sobre V. 

Ejemplo 5 

Sea V cualquier espacio vectorial y k cualquier escalar fijo. Se deja como ejercicio verifi
car que la función T: V -+ V definida por 

T(v) = kv 

es un operador lineal sobre V. Si k > 1, T es una dilatación de JI, y si O < k < 1, entonces 
T es una contracción de V. Geométricamente, una dilatación "estira" cada vector que está 
en Ven un factor k, y una contracción de V "comprime" cada vector en un factor de k 
(figura 5.2). 

Ejemplo 6 

Sea V un espacio de productos interiores y supóngase que W es un subespacio con dimen
sión finita de V y que tiene a 

http://libreria-universitaria.blogspot.com



INTRODUCCION A LAS TRANSFORMACIONES LINEALES 251 

lo) 

Figura S.2 (a) Dilatación de V. (b) Contracción de V. 

como una base ortononnal. Supóngase que T: V""* Wes la función que aplica un vector v 
en V hacia su proyección ortogonal sobre W (sección 4.9); es decir 

(véase figura 5.3). La aplicación T recibe el nombre de proyección ortogolUll de V sobre 
W; su linealidad se deduce a partir de las propiedades básicas del producto interior. Por 
ejemplo, 

T(u + v) = ( u + v, W1 > W 1 + ( u + v, W2 > W2 + ... + ( u + v, wr> w r 

= ( u, W1 > W 1 + ( u, W2 > W2 + ... + ( u, wr> w r 

+ ( v, W1 > W 1 + ( v, W2 > W2 + ... + ( v, wr> w r 

= T( u) + T(v) 

De manera análoga T(ku) = kT(u). 

Ejemplo 7 

Como caso especial del ejemplo anterior, supóngase que V = R 3 tiene el producto euclidiano 
interior. Los vectores W¡ = (1, O, O) Y W2 = (O, 1, O) fonnan una base orto normal para el 

Figura 5.3 
w 
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plano xy. Por tanto, si v = (x, y, z) es cualquier vector en R 3
, la proyección ortogonal de 

R 3 sobre el plano xy está dada por 

(Véase figura 5.4.) 

z 

Ejemplo 8 

T(v) = ( v, w¡ ) w¡ + ( v, W2 ) W2 

= x(l, 0, O) + y(O, 1, O) 

= (x, y, O) 

(x, y, z) 

(x, y , O) 

y 
~ . 

Figura 5.4 

Sea Vunespacio vectorial conn dimensiones y S = {W1, W2, ... ,W } tina base fija para V. n . 
Por el teorema 24 de la sección 4.10, dos vectóres cualesqiliera u y ven V sé pueden es-
cribir de manera única en la forma 

Por tanto, 

Pero 

de modo que 

Por tanto, 

y v = d¡w¡ + d2 wl + ... + dllwn 

(u)s = (el, el, ... , en) 

(v)s = (d¡, dl , ... , dn) 

u + v = (e¡ + d¡)w l + (el + dl)Wl + ... + (e tl + dll)w tI 

ku = (ke¡}w¡ + (ke 2 )wl + .. . + (ketl)w lI 

(u + v)s = (c l + di' Cl + dl , .. . ; ctI + e/h} 

(klÍ)s = (kc¡, ke2 ' . .. , kc tI ) 

y (5 .3) 
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Análogamente, para las matrices de cQordenadas se tiene 

[u + vJs = [uJs + [vJs y [kuJs = k[uJs 

Supóngase que T: V -* Rn es la función que aplica un vector v en V hacia su vector 
de coordenadas con respecto a S; es decir, 

T(v) = (v)s 

Entonces, en tér:ninos de T, en (5.3) se afirma que 

T(u + v) = T(u) + T(v) 

y 

T(ku) = kT(u) 

Así enton¡:;es, T es una transformación lineal de V haci~ Rn. 

Ejemplo 9 

Sea Vun espacio de productos interiores y supóngase que Vo es cualquier vector fijo en V. 
Sea T: V -* R la transformacjón que aplica un vector v hacia su producto interior ¡:;on vo ; 
es decir, 

T(v) = <v, Yo > 

Con base en las propiedades de un producto interior, 

T(u + v) = <u + v, Yo > = <u, Yo > + <v, Yo > = T(u) + T(v) 

y 

T(ku) = <ku, Yo > = k<u, Yo > = kT(u) 

de manera que T es una transformación lineal. 

Ejemplo 10 

(para los lectores que hay!l{l estudiado Cálculo.) 
Sea V =C[O, 1 ] el espacio vectorial de todas las funciones con valor real continuas sobre 
el intervalo O ~ x ~ 1 Y supóngase que W es el subespacio de C[O, 1 ] que consta de todas 
las funciones con primeras derivadas continuas sobre el intervalo O ~x ~ 1. 

Sea D: W -* V la transformación que aplica f hacia su derivada; es decir, 

D(f) = f' 

Al aplicar las propiedades de la derivación, se tiene 
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D(f + g) = D(f) + D(g) . 

y 

D(kf) = kD(f) 

Por tanto, D es una transformación lineal. 

Ejemplo 11 

(para los lectores que hayan estudiado Cálculo.) 

Sea V = e [O, 1] el mismo del ejemplo anterior y supóngase que J: V -+ R se define por me
dio de 

J(f) = JOI f(x) dx 

Por ejemplo, si [(x) = X2 , entonces 

Dado que 

JOI (f(x) + g(x))dx = JOI f(x)dx + JOI g(x)dx 

y 

JOI kf(x) dx = k JOI f(x) dx 

para cualquier constante k, se deduce que 

J(f + g) = J(f) + J(g) 

J(kf) = kJ(f) 

Por tanto, J es una transformación lineal. 

EJERCICIOS 5.1 

En los ejercicios 1 al 8 se da una ,fórmula para una función F:R 2 -+ R 2 . En cada ejer
cicio, determine si F es lineal. 

1. F(x, y) = (2x, y) 

3. F(x, y),= (y, x) 

2. F(x, y) = (x 2
, y) 

4. F(x, y) = (0, y) 
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5. F(x, y) = (x, y + 1) 

7. F(x, y) = (y, y) 

6. F (x, y) = (2x + y, x - y) 

8. F(x, y) = W-X, ~y) 

255 

En los ejercicios 9 al 12, se da una fórmula para una función F:R 3 -+ R 2 
, En cada ejer

cicio, determine si F es lineal. 

9. F(x, y, z) = (x, x + y + z) 

11. F(x, y, z) = (1 , 1) 

10. F(x, y, z) = (O, O) 

12. F(x, y, z) = (2x + y, 3y - 4z) 

En los ejercicios 13 al 16, se da una fórmula para una función F:M22 -+ R. En cada 
ejercicio, determine si F es lineal. 

15. F([; :]) = 2a + 3b + e - d 

14. F([; :]) = det [ ; : ] 

16. F([; :]) = a
2 + bZ 

En los ejercicios 17 al 20, se da una fórmula para una función F :P 2 -+ P 2 . En cada 
ejercicio, determine si F es lineal. 

17. F(ao + a¡x + a 2x 2
) = ao + (a¡ + a2 )x + (2ao - 3a¡)x 2 

18. F(ao + a¡x + azx 2
) = ao + a¡(x + 1) + az(x + 1)2 

19. F (ao + a¡x + azxz) = O 

20. F(ao + a¡x + azx 2
) = (ao + 1) + a¡x + a 2x 2 

21. Sea F: R 2 -+ R 2 la función que aplica cada punto del plano hacia su reflexión 
respecto al eje y. Halle una fórmula para F y demuestre que F es un operador 
lineal sobre R 2 • 

22. Sea B una matriz fija de 2 X 3. Demuestre que la función T:M 22 -+ M 23 defini
da por T(A ) = AB es una transformación lineal. 

23. Sea T:R 3 -+ R 2 una transformación matricial y supóngase que 

a)Halle la matriz. 

b) Hill' rm]) 
,) Bnro,na. r ([: ]) 

- 24. Sea T:R 3 -+ W la proyección ortogonal de R 3 sobre el plano x z, W. 
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a) Halle una fórmula para T 
b) HalleT(2,7, -l). 

~ 25. Sea T :R 3 ~ W la proyección ortogonal de R 3 sobre el plano W que tiene la 
ecuación x + y + z = O. 

a ) Halle una fórmula para T 
b) Halle T(3 , 8, 4). 

~ 26. En cada inciso , sea T:R 2 ~ R 2 el operador lineal que hace girar cada vector del 
plano hasta describir el ángulo e. Encuentre T( - 1, 2) Y T(x, y), cuando 

re 
(a) 0="4 (b) O = re 

re 
(c) 0= -

6 

7r 
(d) 0=- -

3 

27. Pruebe que si T : V ~ W es una transformación lineal, entonces T(u-v) = T(u) 
- T( v) para todos los vectores u y v en V. 

28. Sea [VI, V2, .. . , Vn ] una base para un espacio vectorial V y supóngase que 
T:V ~ W es una transformación lineal. Demuestre que si T(VI) = T(V2) = . 
. . . = T( vn ) = O, entonces T es la transformación cero. 

29. Sea [VI' V2, .. . ' Vn ] una base para un espacio vectorial V y supóngase que 
T : V ~ V es un operador lineal. Demuestre que si T(Vl) = VI, T(V2) = V2 ' 

.. . , T(vn ) = Vn ' entonces T es la transformación identidad sobre V. 

30. Sea S una base para un espacio vectorial V, con n dimensiones. Demuestre que 
si Vi, V2, .. . , vr forman un conjunto linealmente independiente de vectores en 
V, eptonces los vectores de coordenadas (Vi )s' (V2 )s, ... , (vr)S forman un con

junto linealmente independiente en Rn , e inversamente . 

31. Aplicando la notación del ejercicio 30, demuestre que si VI' V2' . . . ,V, genera 
a V, entonces los vectores de coordenadas (VI )s' (V2 )s' . .. , (v,)s generan a Rn, 
e inversamente. 

32. Halle una base para el subespacio de P2 generado por los vectores que se dan. 

(a) -1 + x - 2x 2
, 3 + 3x + 6x 1

, 9 
(b) l+x, X2, -2 + 2x 2

, -3x 
(e) 1 + x - 3x2 , 2 + 2x - 6x 2

, 3 + 3x - 9X2 

(Sugerencia. Suponga que S es la base estándar para P2 y trabájese con los vectores 
de coordenadas en relación con S; vea los ejercicios 30, 31.) 

5.2 PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES: 
NUCLEO (KERNEL) y RECORRIDO 

En esta sección se desarrollan algunas propiedades básicas de las transformaciones lineales. 
En particular, se demuestra que una vez que se conocen las imágenes de los vectores base 
bajo una transformación lineal, es posible encontrar las imágenes de los vectores restantes 

en el espacio. 
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Teorema 1. Si r· V -+ W es una transformación lineal, entonces: 

(a) T(O) = O 
(b) T( - v) = - T(,;) para todos los ven V 
(e) r(v - w) = T(v) - T(w) Para todos los v y wen V 

Demostración. Sea v cualquier vector en V. Debido a que Ov= O, se tiene: 

T(O) = T(Ov) = OT(v) = O 

lci cual prueba (a). 
También, T(-v) = T( (-l)v) = (-1) T(v) = -T(v), lo cual prueba (b). 
Por últiino, v - w = v + (-1 )w; por tanto, 

T(v - w) = T(v + (-1)w) 

= T(v) + (-1)T(w) 

= T(v) .- T(w) I 

257 

Defmición. Si T: V -+ W es una transformación lineal, entonces el conjunto de vectores en 
V que T aplica hacia O se conoce como núcleo (kernel o espacio nulo) de T; este espacio 
se denota por ker(J). El conjunto de todos los vectores en W que son imágenes bajo T de 
al menos un vector en V se conoce como reco"ido de T; este conjunto se denota por R(J). 

Ejemplo 12 

Supóngase que T V -+ W es la transformación cero. Supuesto que T aplica: todo vector ha
Cia O, ker(T) = V. Ya que O es la única imagen posible bajo T, R(T) consta del vector 
cero. 

Ejehlplo 13 

Sea T:Rn -+ Rm la multiplicación por 

El núcléo de T consta de todos los 

que son vectores solución del sistema homogéneo 
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El recorrido de T consta de los vectores 

tales que el sistema 

l
XIJ lhlJ X 2 h2 

A. = . . . . . 
x n hm 

es consistente. 

Teorema 2. Si T: V ~ W es una transformación lineal entonces: 

a) El núcleo de T es un sub espacio de V. 
b) El recorrido de T es un subespacio de W. 

Demostración. 
a) Para demostrar que ker(T) es un subespacio, se debe demostrar que es cerrado 

bajo la adición y la multiplicación escalar. Sean VI y V2 vectores en ker (T) y supó~gase 
que k es cualquier escalar. Entonces, 

T(v 1 + v2) = T(v¡} + T(v 2 ) 

= 0 + 0=0 

de modo que VI + V2 está en ker(1). También 

T(kv¡) = kT(v¡} = kO = O 

de manera que kVI está en ker(T). 
b) Sean WI Y W2 vectores en el recorrido de T. Para probar esta parte, es necesario 

demostrar que WI + W2 Y kw l están en el recorrido de T, para cualquier escalar k ; es de
cir, se han de encontrar los vectores a y b en V tales que T( a) = W ¡ + W2 Y T(b) = kw 1 . 

Supuestó que WI Y W2 están en el recorrido de T, existen los vectores al Y a2 en V 
tales que T(a¡) = WI Y T(a2) = W2. Sean a = al + a2 Y b = kal . Entonces 
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y 

T(b) = T(ka¡) = kT(a¡) = kw¡ 

lo cual completa la demostración . • 

Ejemplo 14 

Supóngase que T:Rn -+ R m es la multiplicación por una matriz A de m X n. Por lo visto 
en el ejemplo 13, el núcleo de T consta de todas las soluciones de Ax = O; por tanto, el 
núcleo es el espado de soluciones de este sistema. También, por lo visto en el ejemplo 13, 
el recorrido de T consta de todos los vectores b tales que Ax = b es consistente. Por con
siguiente, por el teorema 14 de la sección 4.6, el recorrido de T es el espacio de colum
nas de la matriz A. 

Supóngase que { VI , V2, . .. , vn }es una base para un espacio vectorial Vy T: V-+ 
W es una transformación lineal. Si sucede que se conocen las imágenes de los vectores ba
se, esto es, 

entonces se puede obtener la imagen T(v) de cualquier vector v, expresando primero v en 
términos de la base, por ejemplo, . 

y, a continuación, utilizando la relación {5.2) de la sección 5.1, para escribir 

En pocas palabras, una transformación lineal está completamente determinada por sus 
"valores" en una base. 

Ejemplo 15 

Considérese la base S = { VI, V2, V3 } para R 3
, donde VI = (1 , 1, 1), V2 = (1, 1, O), V3 = 

(1, 0, O) Y sea T:R 3 -+ R 2 una transformación lineal tal que 

T(v l ) = (1, O) 

Encuéntrese T(2, -3, 5). 

Solución. Exprésese primero V = (2, -3,5) como combinación lineal de VI =(1,1,1), V2 

= (1, 1, O) Y V3 = (1, 0, O). Por tanto, 

(2, - 3, 5) = k¡(I , 1, 1) + k2(1, 1, O) + k3(1, O, O) 

o, al igualar las componentes correspondientes, 
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k¡ + k 2 + k3 = 
k¡ + k2 

k¡ 

2 

-3 

5 

TRANSFORMACIONES LINEALES 

10 cual conduce a k 1 = 5, k2 = -8, k 3 = 5, de modo que 

De donde; 

-
(2, -3, 5) = 5v¡ - 8vi + 5v3 

T(2, -3,5) = 5T(v¡) - 8T(vi} + 5T(v 3 ) 

= 5(1 , O) - 8(2, -1) + 5(4,3) 

=(9,23) 

DefiDición. Si T: V -+ W es una transformáción lineal, entonces la dimensión del reéorrido 
de T se conoce como rango de T, y la dirriensión del núcleo se denomina nulidad de T. 

Ejemplo 16 

Sea T·R 2 -+ R2 la rotación de R 2 hasta describir el ángulo 11/4. Geométricamente eS ob
vio que el recorrido de T es la totalidad de R 2 y que el núcleo de Tes { O }. Por tanto, T 
tiene el rango = 2 Y la nulidad = O. 

Ejempio 17 

Sea T:Rn -+ R.m la muitiplicación por una matriz A de m X n. En el ejemplo 14 se observó 
que el recorrido de T es el espacio de columnas de A. Por tanto, el rango de T es la dimen
sión del eSpacio de columnas de A, el cual es precisamente el rango de A. En pocas pa
labraS; 

rango (1) = rango (A) 

También en el ejemplo 14 se vio que el núcleo de T es el espacio de soluciones de Ax = O: 
Por consiguiente, la nulidad de T es la dimensión de este espacio de soluciones. 

El teorema que sigue establece una relación entre el rango y la nulidad de una tnins
formación lineál definida sobre un espacio vectorial de dimensión finita. La demostración 
se deja hasta el final de la sección. 

Teorema 3. (Teorema de la diniens;ón.) Si T· V -+ W es una transformación lineal desde un 
espacio vectorial V con diniensión n hacia un espacio vectorial W, entonces 

En el caso especial en el que V=Rn, W= Rm y T:R" ~ Rm es la multiplicación por 
una matriz A de m X n, éi teorema de la dimensión conduce al siguiente resultado: 
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n~li~ad de T = n - (rangp de 1) 
= (número de columnas de A) - (rang~ qe 1) (5.~) 

S}n emb~go, en el ej~mplo 17 se pizo notar que la nl!lüJad de T ~s la dimensión del ~spa
cio de soluciones de A x =:= 0, y que el raI1go de T es el rango de la matrizA. Por consiguiente, 
(5.4) conduce al teorema q~~ sigue: . . .' .' . 

Teprema 4. Si A es una matriz de m X n, entonces la dimensión del espacio de soluciones 
de Ax =: Q es 

n-rango (A) 

En ,~l ej~l!lBlo 35 de la secci{:m 4.5 se dem9strQ qu~ el sist~ma hqn:ogéneo • 

+ X s = O 
- Xl - X2 + 2X3 - 3X4 + X s = O 

Xl + ~ 2 - 2x 3 - .): s = O 

X3 + X 4 + X 5 = O 

tiene un espacio de soluc~ones bidimensiona~? al resolver el sistema y encontrar una base. 

Debido a que la matriz de l~s coeficientes 

[~~ A= . 1 

O 

2 
-1 

1 

O 

-1 

2 

-2 
1 

O 

-3 
O 

tien~ cincp colufl1I1as, por el teorema 4 se deduce qu~ el rango d~ A debe s~tisfacer 

2 = 5 - nU1g0 (A) 

de modo que rango (A) = 3. El lector puede verificar este resultado, reduciendo A hasta 
una forma escalonada en los renglones 'y demostrando que la matriz resultante tiene tres 
renglqnes diferentes de cero. 

OPqONAL 

Demostración del teorema 3. ~e debe demostrar que 

diIt\(R(T)) + dim(ker(T)) = n 

Se dará la demostración para el caso en el que 1 -s;; dim (ker (1) ) < n. Los caso~ dirn (ker 
(1) ) = O Y dim (ker (1) ) = n se dejan cOmO ejercicios. Supóng~se que dim (ker (1) ) = r y 
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que VI, ... , Vy es una base para el núcleo. Debido a que {VI, ... ,Vy }es linealmente in
dependiente, en el inciso (e) del teorema 9 que se da en el capítulo 4 se afirma que exis
ten n - r vectores, v r + 1" •• , V n' tales que {v l' ... , v" Vy+l , .. . , V n} es unabase para V. Para 
completar la demostración, se probará que los n - r vectores del conjunto S = {T( vy +I ), .. . , 

T(v )} fonnan una base para el recorrido de T Entonces se concluye que 
n 

dim(R(T)) + dim(ker(T)) = (n - r) + r = n 

Primero se demostrará que S genera el recorrido de T. Si b es un vector cualquiera 
en el recorrido de T, entonces b = T( v) para algún vector ven V. Ya que {VI, . . . , vy , vy +1 ' 

... , vn }es una base para V; v se puede describir en la forma 

Debido a que VI, ... , vy están en el núcleo de T, T( VI) = ... == T(vy )== 0, de modo que 

Por tanto, S genera el recorrido de T. 
Por último, se demuestra que S es un conjunto linealmente independiente y, como 

consecuencia, fonna una base para el recorrido de T Supóngase que alguna combinación 
lineal de los vectores en S es cero, esto es, 

(5.5) 

Se debe demostrar que ky + I = ... == kn = O. Supuesto que T es lineal, es posible volver a 
escribir (5.5) como 

con lo cual se afirma que k v + ... + k v está en el núcleo de T Por tanto, se 
r+l Y+l . n n 

puede escribir este vector como una combinación lineal de los vectores base {VI, .. . ,vy } 

por ejemplo, 

Por consiguiente, 

Supuesto que { VI, ... , vn } es linealmente independiente, todas las k son cero ; en particu
lar, kr + I == ... = kn = O, lo cual completa la dem ostración., 

EJERCICIOS 5.2 

1. Sea T:R 2 -+ R 2 la multiplicación por 

[ 2 -1J 
-8 4 
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¿ Cuáles de las siguien tes matrices están en R( T)? 

(b) [~] (e) [ ~~] 

2. Sea T:R 2
. -+ R.

2 
la transformación lineal del ejercicio 1. ¿Cuáles de las siguientes 

matrices están en ker( T)? 

(b) [~] (c) [:] 

3. Sea T:R 4 -+ R 3 la multiplicación por 

[¡ 
- 2 

1 1 

O - 9 

- 3j-
- 4 

9 

¿Cuáles de las siguientes matrices están en R(T)? 

4. Sea T:R 4 -+ R 3 la transformación lineal del ejercicio 3. ¿Cuáles de las siguientes 
matrices están en ker(T)? 

5. Sea T:P2 -+ P 3 la transformación lineal definida por T(p (x)) =zxp (x). ¿Cuáles 
de los polinomios siguientes están en ker(T)? 

(b) O (cl 1 + x 

6. Sea T:P2 -+ P3 la transformación lineal del ejercicio 5. ¿Cuáles de los siguientes 
polinomios están en R(T)? 

(bl 1 + x 

7. Sea V cualquier espacio vectorial y supóngase que T: V -+ V está definida por 
T(v) = 3v. 

a) ¿ Cuál es el núcleo de T? 
b) ¿Cuál es el recorrido de T? 

8. Halle el rango y la nulidad de la transformación lineal del ejercicio 1. 
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9. Halle el rango y la nulidad de la transformación lineal del ejerc\cio 5. 
10. Sea V un espacio vectorial de dUnensión n. Encuentre el r<\Ilgoy la nulidad d~ la 

transform~ción lineal T: V -+ V definida por 

(a) T(x) = x (b) T(x) = O (c) T(x) = 3x 

11. Considérese la base S = {Vl, V2, V3 } para R 3, en donde Vl = O, 2, 3), V2 = (2, 5, 
3) Y V3 = O, O, 10). Encuentre una fórmula para laÚansfo~ación lineal T:R 3 

-+ R 2 para la que T(Vl ) = O, O), T(v2 ) = O, O) Y T(V3) = (O, 1). Calcule 1'0, 1, 1). 
12. Halle la transformación lineal T:P2 -+ P2 para la que TO) = (f) + x, T(x) = 3 .:.. 

X2 y T(x2 ) = 4 + 2x - 3x2 . Calcule T(2 - 2x + 3x2 ). 

13. En cada inciso utilice la información dada a fin de encontrar la nulida~ d~ T. 

14. 

a) T:R s -+ R 7 tiene rango 3. b) T :P4 -+ P 3 tiene rango 1 
e) El.recorrido de T:R 6 -+ R 3 es.R 3. d) T:M 22 -+ M 22 tiene rango 3. 

Sea A una matriz de 7 X 6 tal que A x = O tiene únicamente la solución trivial y 
supóngase que T: R 6 -+ R 7 es la multiplicación por A . Halle ~l rang'O' y la nuli
dad de T. . , - ., . 

Sea A una matriz de 5 X 7 con rango 4. ~IS. 

a) ¿Cuál es la dimensión del espacio de soluciones de Ax = O? 
b) ¿A x = b es consistente pára 'todos los vectores b en R 5 ? D~ una explicación. 

En los ejercicios 16 al 19, sea T la multiplicación p'()r la matriz que se da. H~e: 

a) Una base para el recorrido de T. 
b) Una base para el núcleó de T. 
e) El rango y la nulidad de T. 

[i 
-1 

-:l 17. [~ 
O -1] 16. 6 O -2 

4 O O 

4 5 O 

[-j -:J 18. [~ 5 

~J 
-2 O 

19. 
2 3 O -1 O - 1 

3 5 8 

Y" 20. Sea T: R 3 -+ V una transformación lineal de R 3 hacia cualquier eSPacio vectorial. 
I Demuestre que el núcleo de T es up.a re'?ta que pasa por el origen, un pléPlO qu~ 

pasa por el origen, únicamente el origen, o bien, la totalidad de R 3 ~ '.. 

, t?21. Sea T: V ~ R 3 ~na transformación lineal desde cualquier espacio vectorial hacia 
,/ R 3. Demuestre que el recorrido 'de T e~ una rycta que pas~ por ~l origep: un pla

no que pasa por él origen, únicamente el origen, o bien, la totalidad de R 3. 
22. Sea T:R 3 -+ R3 la llluÚiplicación por ' ,. . , 
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a) Demuestre que el núcleo de T es una recta que pasa por ~l origen y encuentr~ 
. l~ ecuaciolles paramétricas de tal recta. 
b) Demuestre que el recovido de T es un plano. qll~ pasa por el origen y halle la 

ecua~ión de este plano. 

23. Prueb~ que s~ { VI, V2, . . . , vn } ~~ una base para Vy WI, W2, .. . , wn son vec
tores en W, no necesariament¡; ' distintos, entonces hay unq transformación lineal 
T: V"* W tal que n~I' ) =wI, T(V2) =~2, . .. ,T(vn ) = wn- ' 

24. Pruebe el teorema de la dimensión en los casos: 

(a) dim(ker(T)) = O 
(b) dim(ker(T)) = n 

25. Sea T: V"* V un op~rador lineal sobre un espaci9 vectorial V de dimensión finita. 
Pruebe que R(T) = V si y sóío si Jcer (T) = {~ } 

26. (fa;a 'los lectore~ qJIe hayau. estudiado Cálculo.) Sea D :P3 "* P2 la transforma
ción derivación D (p) = p'. Describa el núcleo de D. 

27. (Para los lectores qU~ lIayan ~st~di~do Cálculo.) Sea J:PI "* R la transformaciqn 
integración (p) = fl- I p(x)dx. De~criba el núcleo de J. 

5.ª TRANSEORIV!ACIO~ES LlNEA~ES DE Rn HACIA Rm
; 

G~OMETRIA QE L~S TRANSFORMACIONES LINEALES 
DE 1]2 HACIA R;2 

En esta sección se estudian las transformaciones lineales de Rn hacia R'!l y se obtienen las 
propiedades g~ométri~as de l~s transio~aciones lineales 8e R 2 hacia R 2 

• ' , 

Primero se demuestra que toda transformación lineal d~ Rn hacia R m es una trans
formación matricial M~s concret¡unente, se demuestra que si T:R~ "* Rm es c~alqu~er 
transformación lineal, entonces es posible ~ncontrar una I\latriz A d~ rn 0 p tal qu~ Tes 
la m\lltiplicación por A : A fin de verificarl~, sea 

la base estándar para Rn y supqngase que A es la matriz de m X n que tiene a 

T(el)' T(e2), ... , T(en) 

como sus vectores columna. (En esta sección se supone que todos los vectores s~ expres3.l! 
en n9t.ació~ m~tricial.) Por ejemplo, si T:R2 "* R 2 está dada por ' , 

entonges 

T ([Xl]) = [Xl + ~X2] 
X2 " Xl - X2 

T(e¡} = F ([~]) = [l] y T(e2) = T ([~]) = [ - n 
A= G -n ' 

t t 
f{et} nel) 
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De modo más gene ral, si 

l
U!!] ra!2] la!,,] a2! a22 a2n 

T(e¡}=: , T(e 2)=: , ... ,T(en)=: 

amI am2 am" 

entonces, 

la" 
a!2 a,,,] 

a2! a22 a2" A = 

:/1111 . Qm2 ;/111" 

(5 .6) 

¡( l ' , ) "j ,l' ,1 l ( \' .;i 

Se demostrará que la transformación lineal T:R" -)o Rm es la multiplicación por A. Para 
verificarlo, obsérvese primero que 

l.\l] .\ 2 
X = :, = x 1e 1 + X2e2 + . . . + xnen 

.\1/ 

Por tanto, por la linealidad de T, 

Por otra parte, 

a2! 

T(x) = Xl T(e¡) + X2 T(e 2) + ... + x"T(e,,) 

a 12 

a22 a2".\ 2 (/21'\1 + (/22'\2 + .. . + (/2".\" l
a 11 

Ax = : 

a
1
"]l.\1]la

11X
l + (/12'\2 + . . . + a 1 ".\"J 

~lll'" .~" = :/1111.\ 1 + :/1112.\2 + ... + ~ ,''''.\'' alll ! am 2 

= Xl la
l1

] lill z] la!,,] a21 C/22 a2" 

: + X2: + ... + x : 

~Zml :/1112 " :ZIIIII 

= Xl T(e¡) + X2 T(e2) + . . . + x"T(e,,) 

Al comparar (5.7) y (5.8) se llega a T(x) =Ax, es decir, Tes la multiplicación por A. 
A la matriz A que se da en (5.6) se le llamará la matriz estándar para T. 

(5 .7) 

(5.8) 
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Ejemplo 19 

Hállese la matriz estándar para la transformación T:R 3 """* R 4 definida por 

Solución. 

Utilizando a T(el)' T(e2)' y T(e3) como vectores columna, se obtiene 

Como una verificación, obsérvese que 

lo cual concuerda con la fórmula dada para T. 

Ejemplo 20 

Se:.! T:Rn --7 Rm la multiplicación por 

l
(l!1 

(1 2 1 

A = : 
(1m I 

Encuéntrese la matriz estándar para T. 

(11 2 

(1 22 

U m 2 

a'"l a2n 

.. . (!/~J 

267 

Solución. Los vectores T( el), T( e2), . .. , T( en) son los vectores columna sucesivos de A. 
Por ejemplo, 
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J .~ 
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I , ~:... \ ¡. ... t , '. "'" ' 

~
all 
(/2¡ 

T (e¡) = Ae¡ = : 
am 1 

Así entonces, la matriz está~dar para Tes 

.• • I 
I 

En res!lTl1en, la matriz e~tándar para Una transformación matricial es la propia matriz. 

En el ejt~lo 20 se sugiere una nueva, m'lnera de conceqir la~ matfÍce~ . Una matriz 
A de m X n se p~ede considerar como la matriz estándar para la transformación lineal que 
ilPlic~ Ifl 'base est~nd~r para R~ en Ips vector~s col~mqa de A. Por tanto~ ' , 

-2 

4 
es la matriz estándar para la transformación lineal de R 3 hacia R 2 que aplica 
.. l. · . 'l. ' , , • 

en 

respectivam en t~: 
En el resto de esta sección se estudian las propiedades geométricas de las transfor

maciones lineales en el pla~~, es decir, transformacio~~s, lineales deR~ ·haciaR~ . Si T:R2 
:-* R 2 ~s un~ transf;rmació~ de ~ste tipo y . <. . ,.. . , ' 

, [a b] 
A = e d 

es la matriz estándar pilfa T, entonces 

T ([x]) - [a b] [x] _ [ax + bY] 
Y - e d y - ex + tly 

(5 .9) 

Hay dos interpretaciones geométricas igualmente aprppiadas para esta, fórmula : Es posible 
considerar los elementos de las matricés < . • • . ' , • 
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y 

~ (ax + by, eX + dy) 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

\ (x, yj 

T aplica vectbres a vectbres 

y 

x 

\ (ax + by, ex + dy) 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

\ (x, y) 

r aplica puntos a puntos 

Figura 5.5 

y '[ax + by] 
ex + dy 

269 

x 

como componentes de vectores, o bien; como coordenadas de puntos. Coh la primera in· 
terpretación, T aplica flechas hacia flechas, y con la segunda, puntos hacia puntos (figura 
5.5). La interpretación que se elija no tiene importancia. En el análisis que sigue, se consi· 
deran las transformaciones lineales en el plano como aplicaciones de puntos hacia puntos. 

Ejemplo 21 

Sea T: R2 -+ R2 la transforn1aci6n lineal que aplica cada punto en su imagen simétrica res
pecto al eje y (figura 5.6). Hállese la matriz estándar para T. 

(-x, y) ... --- --- -- Ix, y) 

Figura 5;6 

Solución 

Utilizando a T( el) Y T( ~) como vectores columna, se obtiene la matriz estándar 
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Como una comprobación, 

de modo que la multiplicación por A aplica el punto (x, y) en su imagen simétrica (-x, y ), 
respecto al eje y. 

Ahora se enfoca la atención sobre cinco tipos de transformaciones lineales planas 
que tienen importancia especial: rotaciones, reflexiones, expansiones, compresiones y des
lizamientos cortan tes (cizallamientos). 

Rotaciones. Si T:R2 -+ R 2 hace girar cada punto en el plano alrededor del origen, hasta 
describir un ángulo e, entonces, por lo visto en el ejemplo 2 de la sección 5.1, se deduce 
que la matriz estándar para Tes 

[
cos e 
sen e 

- sen e] 
cos e 

Reflexiones. Una reflexión respecto a una recta 1 que pasa por el origen, es una transfor
mación que aplica cada punto del plano en su imagen como en un espejo, respecto a la 
recta l. Se puede demostrar que las reflexiones son transfonnaciones lineales. Los casos 
más importantes son las reflexiones respecto a los ejes de coordenadas y respecto a la rec
ta y = x. Siguiendo el método del ejemplo 21, el lector debe poder demostrar que las ma
trices estándar para estas transformaciones son: 

~eflexión respecto al [ - 1 0J 
~ey ° 1 

~eflexión respecto al [1 0J 
~ex ° -1 

Reflexión respecto a 'l-OI 01J 
la recta y =x 

, (x, y) 
I 
I 

I 

i (x, - y) 

Expansiones y compresiones. Si la coordenada x de cada punto en el plano se multiplica 
por una constante positiva k, entonces el efecto es dilatar o comprimir cada figura plana 
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en la dirección x. Si O < k < 1, el resultado es una compresión y si k > 1, una expansión 
(figura 5.7). A una transformación de este tipo se le denomina expansión (o compresión) 
en la dirección x, con el factor k. De manera análoga, si la coordenada y de cada punto se 
multiplica por una constante positiva k, se obtiene una expansión (o compresión) en la 
dirección y, con el factor k . Puede demostrarse que las expansiones y compresiones a lo 
largo de los ejes de coordenadas son transformaciones lineales. 

(fx, y) I-_.....,~(x, y) 
n .. -, (2x, y) 

- i'! 

11 

k=í 
(compresión) 

Figura inicial k=2 
( expansi6n) 

Figura 5.7 

Si T:R2 ~ R 2 es una expansión o compresión en la dirección x , con el factor k , 
entonces 

de modo que la matriz estándar para Tes 

De manera análoga, la matriz estándar para una expansión o compresión en la direccióny es 

Deslizamientos cortantes (cizallamientos). Un deslizamiento cortante en la dirección x, 
con factor k , es una transformación que mueve cada punto (x, y) paralelo al eje x, en una 
cantidad ky, hacia la nueva posición (x + ky, y). Bajo una transformación de este tipo, 
los puntos que están sobre el eje x no se mueven puesto que y = O. Sin embargo, confor
me se avanza alejándose del eje x, la magnitud de y aumenta, por tanto, aquellos puntos 
más alejados del eje x se mueven una distancia mayor que los que se encuentran más cer
canos (figura 5.8). 

Un deslizamiento cortante en la dirección y, con factor k, es una transformación 
que mueve cada punto (x, y) paralelo al eje y, en una cantidad kx , hasta la nueva posición 
(x, y + kx). Bajo una transformación de este tipo, los puntos sobre el eje y permanecen 

http://libreria-universitaria.blogspot.com



272 

r-~~~.(x, y) 

k>O 

Figura 5.8 

TRANSFORMACiONES LÍÑeifÚS 

k<e 

fijos, y los que se encuentran más alejados del eje y se mueven una distancia mayor que 
los que están más cercanos. . 

Se puede demostrar que los desliiamientos cortantes son transformációnes lineales, 
Si TR 2 -+ R 2 es un deslizamiento cortante de factor k en la diTecéiórt X, entonces 

de modo que la matriz estándar para Tes 

De rriodo análogo, ia niátriz estándar para un deslizamiento cortante en la direcéióny, de 
fáctor k, es 

OBSERVACION. La multiplicación por la matriz identidad de 2 x 2 aplica cada punto 
en sí mismo. A esta transformacióh se le denomina trimsforniadón identidad. Si se desea, 
es posible imaginar 8§ta transfórmacióri como una rotación que describe un ángUlo de 0°, 
o bien, como un deslizamiento cortante a lo largo de cualquiera de los dos ejes, con k = 

0, o bien, como una compresión o una expansión a lo largo de cualquiera de los ejes, cori 
un factór k == l. 

Si se efectúan en sucesión un número muy grande, pero finito, de transformaCiones 
de Rn hacia Rn, entonces es posible obtener el misnio resultado mediante una sola trans
formación matricial. En el ejemplo que sigue se ilustra este hecho. 

Ejemplo 22 

Supóngase que se hace giTar el plano hasta que describe un ángulo e y, a continuación; se 
sujeta a un deslizamiento cortante, de factor k, en la dirección x. Encuentrese una sola 
transformación matricial que produzca el mismo efecto que el de lás dos transformaciones 
sucesivas. 
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SoluCión. Bajo la rotación, el punto {x, y) se transforma en el punto (x " y' ) con las co
ordenadas dadas por 

·[x'] = [CO,5 e 
y' sen 8 

- sen e] [x] 
cos e y (5.10) 

Bajo el desÍizamientocortame, el puntó (x " .:Y i) se transforma entonces en el punto (x ", 
y ") con las coó\:denadas dadas por 

(5.11) 

Al sustituir (5. 10) en (5.11) se llega a 

[X"] = '[ 1 k] [eos e 
y" o 1 sen e 

-sen 0] [xJ 
cos 8 y 

o bien, 

'[X"] = '[' cos -e + k sen e 
. y" sen e 

-sen e + k cos 0] [xJ 
cos 8 y 

Por tanto\ la rotación 'seguid'a pOr el deslizainiénto co'rtante se pueden efectuar por medio 
de la transformación matricial con ína~riz 

[

COS e + k sen fJ 
seh 8 

'- 'sen e + k cos e'J 
cos e 

En 'general, si se llevan a cabo en sucesión las transfom'laciones matriciales 

de R'/1 hacia 'Rn (primero T1 , a continuación T2 , etc.), entonces se obtiene el mismo resul-
tad'O por medio de la t ransformación matricial única T(x) =Ax, en aonde ' 

(5.12) 

Nótese que se obtiene el orden en el que se llevan a cabo las transformaciones al leer de 
derecha a izquierda en (5.12). 

Ejemplo 23 

a) Hállese una transformaCÍón matricial de R 2 hacia R 2 que primero lleve a cabo un 
deslizamiento cortante en un factor de 2 en la dirección x y, a continuación, realice 
una reflexión respecto ay =x. ' 
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b) Encuéntrese una transformación matricial de R 2 hacia R2 que primero realice una 
reflexión respecto a y = x y a continuación, un deslizamiento cortante en un factor 
de 2, en la dirección x. 

Solución a). La matriz estándar para el deslizamiento cortante es 

• 
y para la reflexión es 

de modo que la matriz estándar para el deslizamiento cortante seguido por la reflexión es 

A A = [0 lJ [1 
2 1 1 ° ° 

Solución b). La reflexión seguida por el deslizamiento cortante se representa por medio de 

En el último ejemplo, nótese que A lA 2 '* A 2A 1, de manera que el efecto de reali
zar un deslizamiento cortante y, a continuación, una reflexión es diferente de realizar la 
reflexión y, a continuación, el deslizamiento cortante. En la figura 5.9 se ilustra geomé
tricamente este hecho, en ella se muestra el efecto de las transformaciones sobre un rec
tángulo. 

Ejemplo 24 

Demuéstrese que si T:R 2 ""* R 2 es la multiplicación por una matriz elemental, entonces la 
transformación es cualquiera de las que siguen: 

a) Un deslizamiento cortante a lo largo de uno de los ejes de coordenadas. 
b) Una reflexión respecto a y = x. 
c) Una compresión a lo largo de uno de los ejes de coordenadas. 
d) Una expansión a lo largo de uno de los ejes de coordenadas. 
e) Una reflexión respecto a uno de los ejes de coordenadas. 
/) Una compresión o expansión a lo largo de uno de los ejes de coordenadas, seguida 

por una reflexión respecto a uno de tales ejes. 

Solución. Dado que una matriz elemental de 2 X 2 es el resultado de efectuar una sola 
operación elemental sobre los renglones, sobre la matriz identidad de 2 X 2, se debe tener 
una de las formas que siguen (verifíquese): 
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r 1 (2,1) I 
I 

Reflexión alrededor 
de y - x 

y / / 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

Deslizamiento cor
tante en la direc 
ción x con k = 2 

/ (4,1) 

x • 
// ~--~ .. 

/ 

/ 
/ 

Deslizamiento cor
tante en la direc
ción x con k - 2 

Figura 5.9 

Reflexión alrededor 
de y - x 
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x • 

Las dos primeras matrices representan deslizamientos cortantes a 10 largo de los ejes de 
coordenadas y la tercera, una reflexión respecto ay = x. Si k > 0, las dos últimas matrices 
representan compresiones, o expansiones, a 10 largo de los ejes de coordenadas, depen
diendo de si ° « k « 1, o bien, k ;;. 1. Si k < 0, y si se expresa k en la forma k = -k 1, en 
donde k 1 > 0, entonces las dos últimas matrices se pueden escribir como 

[~ ~J = [-~ l ~J=[-~ ~J[~l ~J 

[~ ~J = [~ ~~J = [~ - ~J [~ ~J 

(5.13) 

(5.14) 

Ya -que k 1 > 0, el producto que se da en (5 .13) representa una compresión, o expansión, 

a 10 largo del eje x, seguida por una reflexión respecto al eje y, y (5.14) representa una 
compresión, o una expansión, a 10 largo del eje y, seguida por una reflexión respecto al 
eje x. En el caso en el que k = -1, (5.13) Y (5.14) son tan sólo reflexiones respecto a los 
ejes y y x, respectivamente. 

Sea T:R2~R2 la multiplicación por una matriz inversible A y supóngase que T 
aplica el punto (x, y) hacia el punto (x', y'). Entonces 
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y 

A partir de estas ecuaciohessé deduce 'que, si la multipUbicióh por A aplica (x, y) haCia 
(x " y , ), éritbhces la ITnHtiplicación por A- 1 regresa (xi, )1'), hacia su posición origihal 

(x, y). POr esta ratón, se dice qué la multiplicación por A y la multiplicación por A - 1 so n 
transformaCiones inversas. 

Ejemplo 25 

1 
Si T:R2 -+ R 2 comprifue el plano en un fador de 2" eh la ditección y ehtonces es intúití-
'lamente evidente que, para regresar cada punto a su posicióh original, se debe dilatar él 
plano en un factor de 2 en la dirección y. En efecto, este es el caso, porque 

A = [~ ~J 
representa Una compresión de factor -} en la dliección y, y 

es una expansión de facto'r 2 en la dirección y. 

Ejemplo 26 

La multiplicación por 

A= 
[

COS e 
sen (J 

- sen (J ] 

cds (J 

hace girar los puntos del plano hasta describir un ángulo e. Para regresar un punto hasta 
su posición onginal, se debe hacer girar hasta que describa un ángulo - e. Se puede lograr 
esto al multiplicar por la matriz de rotación 

[

COS( - (J) 

sen( - (J) 

- sen( - (J) J

cos( - (J) 

Aplicando las identidades, cos(...:.e) = cos e y sen (-8) = - sen e .... se pUede volver a 
escribir esto como . 

[ 
cos (J sen (J ] 

- sen (J cos (J 
" 
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t:~ ~ectür pl\ede vt;rificar qv.~ ~sta m,atriz es Iª invma d~ A. 
S,e concluye esta sec(;jón, con düs. teo.remas que sumtnistrar. cierto. co.nücimiento. de 

l:as propiedades geümétriQ;as qe Ii\s tr(lnSfo.nnacjo.nes lin~al~s en el plap.ü. 

Teom"" 5. Si TR2 
-+ R,2 es la, /1ílultiplicacióf/ por una f11{ltriz inpersible A, entonces 

el efecto geor,nét1'ico de T es el mismo. que el prOducidg por ~n(2 Sucfsión apropiada de 
des#zrpniel;1to.s cor((llJ¡tes\ cOl1;lpresiolfes" e¿pqJ1siqne~ y r?lk.¿;ione~. 

J¡)emostl;ación. Supu,esJo. que ;4 es inyef~ible, se pu~qe reducg- hasta la idel1tidad po.r me
dio, de una sU,cestón, finita ~e Qpe~<lcio..nes' ~~emel1ta,les sopre lp~ renglo.nes. Es po.sible ~fec
tuaí U,na 9peración eJement~ s9.br~ 19s renglo.nes ¡tI multiplicar d()sde la izquierda po.r una, 
ma~Fiz el~me¡;¡.tal y, en c(;ms~c,:ue¡:¡cja, existen las llla,trices ele~en~a,les?!~ ff2"" ,1J~, !a
~es que 

A,~ ctespejax- A; qa 

(5.15) 

En, est\! eü\1ación Síl expresa Ji co.mp un produ,cto de matrices ele!1l()p.tales (ya, qUe, por el 
te(),\'en,1a 9 <!íl1li sec(,:iÓl\ 1.6" la inver&li de llna matriz eleTpental t?mqién ~s () lel11¡:ntal). t:n
to.nces. S¡; llega al íesultil,do. co.n base eillº visto en, el eje¡np!o. +4· , 

l;:jempl,o ~7 

cümo. pro~u,cto. de matriCeS elementa!es y, a co.ntin1.!ación, d()scríbase el efecto geo.métri-
90. de la multipljcil<;Em po.r A, tl/1 términos de deslizamiep.to.s cortantes, co.mpresio.nes, ex
pa,nsio.nes y r()fj~xion.es. ' 
, , 

Solución. Se pl,lede reducj~ A hasta I. co.mo. sigue: 

[1 ?-J ~ [1 ~J ~ [1 2J ~ [1 0J 
3 4 O -~ ° 1 ° 1 

r----...,...",-:--,..., 
Súmese"'" 3. veces 
el primer renglón 
al tercero 

M;ultiplíquese el 
segundo. renglón 

1 . 
PQr -2 

Súmese - 2 veces 
el segundo. renglón 
a,lprimero 
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Se pueden efectuar las tres operaciones sucesivas sobre los renglones, multiplicando desde 
la izquierda sucesivamente por 

Al invertir estas matrices y aplicar (5.15) se obtiene 

Leyendo de derecha a izquierda y observando que 

[1 0J [1 0J [1 0J ° -2 = ° -1 ° 2 

se concluye que el efecto de multiplicar por A equivale a: 

1) Realizar un deslizamiento cortante por un factor de 2, en la dirección x; 

2) a continuación expandir por un factor de 2 en la dirección y; 
3) a continuación reflejar respecto al eje x; 
4) a continuación realizar un deslizamiento cortante por un factor de 3 en la di

reccióny. 

En los ejercicios se analizan las demostraciones por partes del teorema siguiente: 

Teorema 6. Si T:R 2 ""* R 2 es la multiplicación por una matriz inversible, entonces: 

a) La imagen de una recta es una recta. 
b) La imagen de una recta que pasa por el origen es una recta que pasa por el origen. 
c) Las imágenes de rectas paralelas son rectas paralelas. 
d) La imagen del segmento rectilíneo que une los puntos P y Q es el segmento rectili

neo que une las imágenes de P y Q. 
e) Las imágenes de tres puntos están sobre una recta si y sólo si los puntos también lo 

están. 

OBSERVACIO N. Por las partes (c), (d) y (e) , se deduce que la multiplicación por una ma
triz inversible A de 2 X 2 aplica triángulos en triángulos y paralelogramos en paralelogramos. 

Ejemplo 28 

Trácese el esquema de la imagen del cuadrado con vértices PI (O, O), P2 (1, O), P3 (O, 1) Y 
P 4 (1, 1), bajo la multiplicación por 

A= [
-1 

2 
?J 

-1 
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Solución. Puesto que 

la imagen es un paralelogramo con vértices (O, O), (- 1,2), (2, -1) Y (1,1) (figura 5.10). 

(1, O) (1, O) 

Figura 5.10 

Ejemplo 29 

De acuerdo con el teorema 6, la matriz inversible 

aplica la recta y = 2x + 1 en otra recta. Encuéntrese su ecuación. 

Solución. Sea (x, y) un punto de la recta y = 2x + 1 Y (x " y ') su imagen bajo la multipli
cación por A. Entonces 

y 

de donde, 

x = x ' - y' 

y = -2x' + 3/ 

Al sustituir en y = 2x + 1 da 
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~o ~ , 

-2x' + 3y' = 2(~' - y') + 1 

o, lo que es equivalente, 

y' = !X' + t 

Por tanto, (x " y , ) satisface 

y =!;X: + t 

la cual es la ecuación que se desea. 

EJERCICIOS 5.3 

1. Encuentre la matriz estÍU1dar de cada u!,\o de los operadon~s lineal~s sigui~~t@.§ . 

2, Encuentre la matriz estándar de cada una de las transfortrl~c!~nes ~n(:~l~~ s,i
guientes. 

(a) T([::J){ f~:J (b) (r~: l) [7X' + 1', - x, + X'] 
T l = x 2 + x3 

x) -,x
1 

X4 • . 

O 

(d) T(l@~ 
X4 

(el T ([~:]) e 

O Xl 

O X3 

O X2 

O Xl - X3 

3. Halle la matriz estándar para la trap.sfqrmaciól1 lineal en el plano T.:R 2 ~ 1<2 

que aplica un punto (x, y) en (vea la figura siguiente): 

I 

a) su reflexión respecto a la recta y = 7 x; 
b) su reflexión respecto al origen; 
e) su proyección ortogonal sobre ~l eje x; 
d) Su proyección ortogon~ ~obr~ ,el eje y. 

4. Para cada uno de los incisos del ejercicio 3, utilice la m,atriz q~e S!! haY,a ollt.erp.
do para calcul,ar T(2, 1). Verifiqu~ las respuestas g!!olllétrj~é!ll1f;)n!e, ,sim1!-Ildg 
los puntos (2, 1) y T (2, 1). . 
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(a) 

/ 
/ 

.t 

(b) 

! (x, y) 

I 

---1--.. ----

(c) 

5. Encuentre la matriz estándar para el operador lineal T:R 3 -* R 3 que aplica un 
-, ,,o _ ~ •• ". , • • • _, o" • • ~ l) .... ..,! .• ,., ..... 

pun!9 (.:t, y, z~ en: 

a) s~ reflt:}¡:ión respectp al pl¡mo ~y; 
b) su reflexión respecto a,l planp xz; 
~)' s~ refl~xió~ r~sp~ci~ aÍ pl~n~ yz. 
' •. , •• ~- "-.'0 •• '"" ,~, ~ c· ""'J. 

6. Para cadl! ~~ciso de} ¡üercicio 5, u tili~e la ma,triz qu~ se haya obttm~do par~ cal: 
¡::u1¡1! :r(1, 1, 1). Yerifiql!~ l~s r@spu~st~§ !foe~métri~aw-ente, h~cieJlqo j.¡n esque
Il1~4t1osvecton?§(l, 1, l)y TP1 1, p. 

1. ' If~~e!~ ~~~~if e~ttlligili Pjgil: ~! ppeHld?r.line¡4 T:'R 3 ¿ ~ 3, el c~al 

fl) h'!pa !W~ c~~ll Yect~~ Qg o en sentido ~qntr~rio al TI1qvpni~nto qe las maneci
llas del reloj, alrededor del eje z (cuando se observa hacia abajo del eje z po-
SitiYO, hacía el origen); ...,.", . .... . " .' . . 

~ .. ~.. J . o 
b) haga girar cada vector 90 en sentido contrariQ al de las manecillas del reloj, 
.. ~iedef!p; d~'l ' ~je ~ (~uaqqq ~e 'Illirfl ' ~ IR 'la.rg~ 4~1 "~~e x ppsiti~o p.,!~ia el 9ri: 

gen); ' . 

e), hagi!' ~rar S~da, yestor 9q'l eq s~!1tüi8 co~trar~o al d~ las manecillas gel r~loj, 
air~d~qpr 4tl eje y (c~enqo ~e ¡nira a lo ¡argo dl!!l eje y pqsitiyQ p.¡¡cia t I pri: 
g~J1). 

~. Tra¡;e lln ~squeIlJ~ de l¡t ÍIl1a,gt:q q~l r~ctánBl'llo son v~r*es (O, P\ (L P), (1~ 21 
't (91 2)~ pajq: 

a) una reflexión n~specto al eje x; 
b) ima F~fl~;ip~ re~pe~to al ej~ y; 
r:} Hna c8I!1pr@sipn qe fa~:tc?r k = ~ en la direcciém)!; 

d) u!1a e~pansg)ll g~ facto! k = 2 en la qire~ción x; 
f? ) J.!H g!!~U?:\lITlt<;ntq cortante d<; f¡¡ctor k = 3 ~n 1~ d~~99i8n x; 
j) un' cjé§Uz~i<;Il,W cqFt~te de factor k = - 2 en l~ 9ir~cción y. 

Hag¡¡ l;l!1 esgll~¡na. ¡:le l~ ÍIf!ag!!n de~ cuadraqp con vé~tices (Q, Q), (1, O), (O, 1) Y, 
(1,! l¡ b~Jq 1<\ WH!!iplip~c~pn pqr 
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10. Halle la matriz que haga girar un punto (x, y ) alrededor del origen hasta descri
bir el ángulo: 

(b) 90° (e) 180° (d) 270° (e) - 30° 

11. Halle la matriz que realiza un deslizamiento cortante en : 

a) un factor de k = 4 en la dirección y; 
b) un factor de k = - 2 en la dirección x. 

12. Encuentre la matriz que comprime o dilata en: 

a) un factor de ~ en la dirección y; 

b) un factor de 6 en la dirección x. 

13. En cada inciso, describa el efecto geométrico de la multiplicación por la matriz 
dada 

[ 3 0lJ (a) O (e) [~ ;J 
14. Exprese la matriz como un producto de matrices elementales y, a continuación, 

describa el efecto de la multiplicación por la matriz dada, en términos de com
presiones, expansiones, reflexiones y deslizamientos cortantes. 

[ 2 03J (a) O [1 49J (b) 2 

[O -2J (c) 4 O (d) [~ -!J 
15. En cada inciso, encuentre una sola matriz que lleve a cabo la sucesión indicada 

de operaciones. 

a) Comprima en un factor de 1 en la dirección x; a continuación, dilate en un 
factor de 5 en la dirección y .2 

b) Dilate en un factor de 5 en la dirección y; a continuación, realice un desli
zamiento cortante en un factor de 2 en la dirección y. 

e) Refleje respecto a y = x; a continuación, realice un giro hasta describir un 
ángulo de 180°. 

16. En cada inciso, halle una sola matriz que lleve a cabo la sucesión indicada de 
operaciones. 

a) Refleje respecto al eje y; a continuación, dilate en un factor de 5 en la direc
ción x; y, finalmente, refleje respecto a y = x. 

b) Haga girar hasta describir un ángulo de 30°; a continuación, realice un desli
zamiento cortante en un factor de - 2 en la dirección y; y , finalmente, dilate 
en un factor de 3 en la dirección y. 
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17. Por medio de la inversión matricial, demuestre que: 

a) La transformación inversa para una reflexión respecto a y = x es una refle
xión respecto a y = x. 

b) La transformación inversa para una compresión a lo largo de uno de los ejes 
es una expansión a lo largo de ese eje. 

e) La transformación inversa para una reflexión respecto a uno de los ejes es una 
reflexión respecto a ese eje. 

d) La transformación inversa para un deslizamiento cortante a lo largo de uno 
de los ejes es un deslizamiento cortante a lo largo de ese eje. 

18. Halle la ecuación de la imagen de la recta y = - 4x + 3, bajo la multiplicación 
por 

A = [~ -3J 
-2 

19. En los incisos (a) hasta el (e) , halle la ecuación de la imagen de la recta y = 2x, 
bajo: 

a) un deslizamiento cortante de factor 3 en la dirección x ; 

b) una compresión de factor 1 en la dirección y 
2 

e) una reflexión respecto a y = x; 
d) una reflexión respecto al eje y; 
e) una rotación de 60°. 

20. Sea lla recta que pasa por el origen y que forma un ángulo de cf¡ con el eje x po
sitivo. Demuestre que" 

[
cos 2cp 
sen2cp 

sen2cp J 
-cos 2cp 

es la matriz estándar para la transformación lineal que aplica cada punto del 
plano en su reflexión a l. (Sugerencia. Se puede realizar la. transform~ción por 
medio de una rotación hasta describir el ángulo - cf¡ para alinear 1 con el eje x; a 
continuación, una reflexión respecto al eje x; y, finalmente una rotación hasta 
describir el ángulo cf¡ para colocar nuevamente 1 en su posición original.) 

21. Encuentre la matriz para un deslizamiento cortante en la dirección x que trans
forme el triángulo con vértices (0, O), (2, 1) Y (3, O) en un triángulo rectángulo 
con el ángulo recto en el origen. 

22. a) Demuestre que la multiplicación por 

A = [! ~J 
aplica todo punto del plano sobre la recta y = 2x. 

b) Del inciso (a) se deduce que los puntos no colineales (1, O) (0, 1) (- 1, O) se 
aplican sobre una recta. ¿Viola este hecho el inciso (e) del teorema 6? 
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23, P¡-u.e,b~ .el in ,~iso (a) del teorema 6, ($ugerfJnc;a, Una r~ct~ en el F~'!~o tiene qna 
~cuflcjón Ax + By + c;= O, en dop.de A y B no son am1:¡~ cer9. Aplique el J11é
tO,do d.el ,eje¡:nplo ?-9p?T¡i ~t:¡:no.str¡rr qu~ la jmMe~ d~ estt:: res:ta, bajo la l11ulti~ 
:pl~q.c~ón po)" ~~ matriz !rlVers~ple 

t}.er,te la ecuación A' ~ + 11'y + e == Q, ~n dopde A' ;, fdA ~ cB){(a« - pe), y, 

E' = { ..,. bA + ami (a4 - b,c). Demuestre enfon.ces que A' ~ S' Ha sqn ambas 
.cero, lJ. fi.n p'e concl¡ür .q}le 1¡t imagen es un¡i recta.} 

• I 

24. Aplique 1¡:¡ sugerencia d~l ejer,cicio 23 para propar los incisos (h) Y, (e) del teo-
rema 6. . 

El). esta sección sedep:lU€stra ql!e si V y W son espacios, vectoriale~ con dimensión nnHa 
,(1'10 necesariamen,te R/J y fin¡ )I entonc~s, 9911 un poco d~ jnge\1ioJ cll¡:¡lqlJ.ier transforma
,cióIl. Hp.eal T: V -j- W se puede cQnsid.erar .como uJ1.á transfOImación matricial. La idea bá
§~ca ,es elegir biases par':!Vy W, y traqaj,ar 90';1 ¡as m¡ltri~es de c00rden,ag'l;S relativas a estas 

ba.~es, en lugar ·decc:m 19s v,ectores. Par:!. ser específicos, supóng~se qUe V t\ene dimensión 
11 y Rpe W tiene ,dimen$jón m. ~i se ~¡¡gen l,as bases By ll' para Vy W; resPectiva,me!1te, 
enF01).ces, paracac)a x en V, ~¡t matriz d'e coordenadas [ x ] B será U¡:l vector en Rn , y la 
m¡ttriz de coor,depadas { !1x) JI}' será algún vector en Rrr¡ :por tanto) .ep el proceso de 
,ap~i~ar ~e!l T(x), la transfonnación lineaÍ T" genera" una aplicación oe R~ hacia RIIJ" en
,vi1fl\do { x lB haci¡¡. [ T(x) ] 8' . ~e I?l!j!de demostrar que esta aplicación generada siempre 
es una transfom1ac~óJllineaL Como tal, se pl-!ede reCllizar apliGando \a matr~ estándar A, 
para eS,ta transíol1na,ciqn; és decir, 

(5.16) 

,s~ ,de algun1f lJ1.alJ..~ra, ~s p.osibl~ !,!ncontraf lí! matriz A, entQnces, como se mUestra en la 
Üg~lf.<l S.ll, se pu,edecakl}lar !1x) en tres pasos, por medio del procedimiy·nto indirecto 
§igujyote: 

1) Calcular la m:¡triz de coordenaoas, [ x ]B 
2) M¡.¡ltiplicar [ x ]B desge la i;zquiercla, POr A, para produc~r [ Tex) J~' 
3) Reponstruir T(x,), a partir de Sll'n}atriz de cqordenadas [ rex) lB' 

Cá lculo 
T(x) x _Mo.>_ 

(1'1 
directo 

1'31 
Multiplíquese 

[xJIl 
por A 

[T(x)lll' .. 
(2) 

Fig~ra 5,11 "'0 
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IIiIATRiées be L~S TRANsFORMACíONES LlNEÁlES 

Hay dós tazones principales por las que este procedimientd iridiiectd es íri1podatité. · 
Eh primer lugar, suministra una manera eficiehte de lÍevar a cabd las ttárisfomüiéidneS 
iineaies en una computadora digital. La segunda razón es teórica, pero cdn importantes 
consecuencias prácticas. La matriz A depbléle de Ías b'ases B y B' . Por lo general se elegi
rían fas bases B y ¡J' a fin de hacer que el cáicuio de las matrices de coordenadas sea lo' 
más fácil posible. Sin embargo, en lugar de ello se podría intentar elegir las bases jj y /jI 
para hacer que la matriz A sea lo más sencilla posible, por ejemplo, con grupoS de elemén
tos iguales a cero. Cuando se hate esto en la forma correcta, la matriz A puede propo'rcio
nar infonnacíón importante acerca de la transformaéión lineal T. En secciones posteriores 
se anipiía esta ideá . . 

Se considera ahora el problema de encontrar una matriz A que satisfaga (5.16). Su
póngase que V es un espacio de n dimensIones con base B == {"¡, Ui ; . , . ,ún' } Y que W' 
es un espacio de m edn basé E' '= {v ¡ , "2, ... ; V m }. Se está buscandó uná matriZ de th X ri 

a 11 a¡2 .. , 

a'''j ait a 22 ... a2n A= 

a mI am2 Qmll 

taÍ que se cumpla (5 :16), pata tddos los vectores x en V: Eri particular, cuando x es ei vece 
tor basé U¡, se desea que 

(5 .17J 

Péro 

o 

" de meaó qUé 

l
a 11 

,A[ U1] 8 = ~:iJ 

amI 

1 

l""j ahj Ó 
a z" O == a21 

... amn amI O 

Por tanto, (5 .1 7) implica que 
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Es decir, la primera columna de A es la matriz de coordenadas para el vector T(UI ), con 
respecto a la base B '. De manera análoga, si se hace que x= U2 en (5.16), se obtiene 

A [U Z]B = [T(UZ)]B' 

Pero, 

O 

1 

[U2]B = O 

O 

de modo que 

O 

[a" 
al2 ah] 1 

[a" ] a21 a22 a2n O = a22 
A [U 2]B = : 

ami amz " . amn am2 
O 

Por tanto, 

[a" ] a22 
: = [T(u¡)]B' 

am2 

Es decir, la segunda columna de A es la matriz de coordenadas para el vector T(u2 ), con 
respecto a la base B'. Continuando de esta manera, se encuentra que la j-ésima columna 
de A es la matriz de coordenadas para el vector T(u¡), con respecto a B'. La matriz única 
A que se obtiene de esta manera se conoce como matriz de T con respecto a las bases B y 
B'. Simbólicamente, se puede denotar esta matriz por medio de 

matriz de T con 
A = respecto a ~s = [[T(UI)]B' i [T(U2)]B' i ... i [T(Un)]B ] 

bases B y B. 

Ejemplo 30 

Sea T:PI -+ P2 la transformación litleal definida por 

T(p(x)) = xp(x) 

Encuéntrese la matriz para T, con respecto a las bases 
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y B' {' , '} = u1, U 2 , U3 

en donde 

u1 = 1, u2 = x; U'1 = 1, uí = x, U3 = X2 

Solución. Con base en la fórmula para T se obtiene 

T(ud = T(1) = (x)(l) = x 

T(u 2 ) = T(x) = (x)(x) == x2 

287 

Por simple observación, se puede determinar las matrices de coordenadas para T(ud y 
T(U2) con relación a B ' ; éstas son 

[T(u,lJ, ; m, [T(u,lJ, = m 
Por tanto, la matriz para T con respecto a B y E' es 

A = [[T(u,l]. i [T(u,l].] = [! ~] 

Ejemplo 31 

Sean T:P1 -+ P2 , By 8 ' las que se dan en el ejerr¡.plo 30 y supóngase que 

x = 1 - 2x 

Usese la matriz obtenida en el ejemplo 30 para calcular T(x) por el procedimiento indirec
to de la figura 5.11. 

Solución. Por observación, la matriz de coordenadas de x con respecto a B es 

Por tanto, 

Así entonces, 
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T(x) = OU'I + lu~ - 2u~ == 0(1) + l(x) --'- 2(xZ) 
= x - 2X2 

Como verificación, nótese que el cálculo directo de T(x) es 

T(x) = T(l - 2x) = x(l - 2x) == x - 2X2 

lo cuaÍ concuerda con el resultado que se obtiene por medio del procediffiiento indirecto. 

EjemplO :32 

Si T:Rn -+ Rm es una transformacióh lírieal y si ¡j y B ' 30n las basrs esüíndar para Rn y 
Rm, respectivarrlente, entonces la matriz para T con respecto a By /3' es pre'cisanieúte la 
matriz estándar para T que se analizó én lá sección ariterior. (Se deja la verific'<lción de es
tb como ejercicio,) 

En el caso especial en el que V = W (de modo que T: V ~ V es un operador lineal), es 
corriún tomar ¡j = B' al construir una matriz de 1: La riúitriz resultante se éonóée como 
mati-iz de T COf/ reSpecto a la base B. 

Ejemplo 33 

Si B = { u¡ , U2 , __ . , un } es éualqúier basé para un espació vectorial V de diniensión fi
nita y ¡. V ~ Ves él operador identidad sobre JI; entOnces l(u¡) = U¡ , 1(U2) = u2 , .•• , 

I(ún ) = un" 

Por lo tanto, 

1 O O 

O 1 O 

[1(U 1)]B = O , [1(UZ)JB = O , .. . , [1(un)JB == O 

O O 

así entonces, 

1 o o' 
o 1 o 

[IJB = o o o 

o o 

Como consecuencia, la matriz del ope!ador identidad con respecto a cualquier base es la 
matriZ identidad de n X n 

Ejempló 34 

Sea TR 2 ~ R 2 el operador lineal definido por 
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([Xl]) [ Xl + X2l 
T X 2 = -2x1 + 4x 2J 

Encuéntrese la matriz de T con respecto a la base B == { U1 , U2 } , en donde 

y 

Solución A partir de la definición T, 

y 

Por tanto, 

y 

Como consecuencia, la matriz de T con respecto a B es 

EJERCICIOS 5.4 

1. Sea T:P2 ~ P1 la transformación lineal definida por 

Halle la matriz de T, con respecto a las bases estándar para P2 y P 1 • 

2. Sea T:R 2 ~ R 3 definida por 

a) Encuentre la matriz de T con respecto a las bases B = { U, U2 } Y B I = {V1 , 

V2, V3 }, en donde 

b) Use la matriz obtenida en (a) con el fin de calcular 
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3. Sea T:R 3 -* R 3 definida por 

a) Halle la matriz de T con respecto a la base B = { v¡ , V2, V3 } , en donde 

h) Use la matriz obtenida en (a) para calcular 

4. Sea T:P2 -* P4 la transformación lineal definida por T(p(x) ) = x 2 p(x). 

a) Halle la matriz de T con respecto a las bases B = { p¡, P2 , P3 } Y B' en 
donde p¡ = 1 + x2, P2 = 1 + 2x + 3x; P3 = 4 + 5x + x2 y B ' es la base 
estándar para P 4. 

b) Use la matriz obtenida en (a) para calcular T(- 3 + 5x - 2x2 ). 

5. seanv1=GJ y V2=[-~Jysupongaque 

A=[_~ ~J 
es la matriz de T:R 2 

-* R 2 con respecto a la base B = { v¡, V2 } . 

a) Halle [ T(v¡) lB y [ T(V2) h· 
b) Encuentre T(v¡) y T (V2). 

e) Halle ([~J) 

6. Sea A = [ ~ 
-3 

- 2 
6 
O 

2 
7 I] la matriz de T:R 4 ~ R 3 con respecto a lás bases 
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a) Halle [T(vI) 1s" [T(V2) 1s" [ T(V3) ]B' y [ T(V4) ]B" 
b) Encuentre T(VI), T(V2) , T(V3) y T(V4 )' 

7. S" A ~ [~ _: -!] la matri, d' T,P, ~ P, oon "'p"to a la bore B = { v" 

V2 , V3 } , en donde VI = 3x + 3x2 , V2 = -1 + 3x + 2x2 , V3 = 3 + 7x + 2X2 . 

a) Halle [T(v¡) 1s, [T(V2) ]B y [T(V3) ]B' 
b ) Encuentre T(v¡), T(V2) y T(V3)' 
e) Halle T (1 + X2). 

8. Demuestre que si T : V --* W es la transformación cero (ejemplo 3), entonces la 
matriz de T con respecto a bases cualesquiera para V y W es una matriz cero. 

9. Demuestre que si T: V --* Ves una contracción o una dilatación de V (ejemplo 
5), entonces la matriz de T con respecto a cualquier base para Ves una matriz 
diagonal 

10. Sea B = { V¡, V2 , V3, V4 } una base para un espacio vectorial V. Halle la matriz 
con respecto a B del operador lineal T: V --* V definido por T(v¡) = V2, T (V2) 

=v3, T(V3)= V4. T(V4)=V¡, 

11. (Para los lectores que hayan estudiado Cálculo.) Sea D :P2 -+ P2 el operador 
derivación D (p) = P' . En los incisos (a) y tb), halle la matriz de D con respecto 
a la base B = { PI , P2, P3 } . 

a) PI = 1, P2 = X, P3 = X2 

b) PI = 2, P2 = 2 - 3x, P3 = 2 - 3x + 8X2 
e) Use la matriz que se encontró en el inciso (a) para calcular D(6 - 6x + 24x1). 
d) Repita las instrucciones del inciso (e) para la matriz hallada en el inciso (b) . 

12. (Para los lectores que hayan estudiado Cálculo.) En cada inciso, B = (f l , f2 , f 3 ) 

es una base para un subespacio V del espacio vectorial de las funclOnes con vá-
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lor real definidas sobre la recta real. Halle la matriz con respecto a B delopera
dor derivación D: V"'" V. 

(a) f1 = 1, f2 = senx, f3 = cos x 
(b) f1 = 1, f2 = eX, f3 = e2x 

(e) f1 = e2 X, f2 = xe2x
, f3 = x 2e2x 

5.5 SEMEJANZA 

La matriz de un operador lineal T: V"'" V depende de la base seleccionada para V. Uno de 
los problemas fundamentales del álgebra lineal es elegir una base para V que haga que la 
matriz de T sea tan sencilla como se pueda. A menudo este problema se ataca encontran
do primero una matriz para T, con relación a alguna base "sencilla", como una base están
dar. Por lo común, esta elección no conduce a la matriz más sencilla para T, de modo que 
entonces se busca una manera de cambiar la base a fin de simplificar la matriz. Para dirigir 
un problema como éste, es necesario saber en qué forma un camb.io de base afecta la ma
triz de un operador lineal; en esta sección se estudia este problema. 

El siguiente teorema es el resultado clave: 

Teorema 7. Sea T: V"'" V un operador lineal sobre un espacio vectorial de dimensión fini
ta V. Si A es la matriz de T con respecto a una base B, y A I es la matriz de T con respec
to a una base B', entonces 

(5.18) 

en donde P es la matriz de transición de B' hacia B. 

Para establecer este teorema, conviene describir la relación 

Au = v 

de manera gráfica, escribiendo 

A 
U • V 

Supuesto que A es la matriz de T con respecto a B, y A I es la matriz de T con res

pecto a B' , las siguientes relaciones se cumplen para todo x en V. 

A[xJB = [T(X)JB 

y 

A'[ X JB' = [T(X)JB' 

Estas relaciones se pueden escribir como 

[x JB __ A _. [T(X)]B 
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(5.19) 

[XJ 8' ---- [T(xlJw 

~ A fin de ver cómo están relacionadas las matrices A y A', sea P la matriz de transi
ción de la base E' hacia la base B, de modo que p-l es la matriz de transición de B hacia 
B' . Así entonces, 

P[ xJB' = [XJ8 

y 

10 cual se puede escribir como 

p • [xl B 
(5.20) 

y 

p- l 
[T( x)] B _..:..._ .... [T(x)lB· 

Para expresarlo en forma más compacta, las relaciones (5 .19) y (5.20) se pueden eslabo
nar en una sola figura como sigue: 

A IxlB _....0.:_ ...... fT(x)lB 

pi I p- ' 

[XIB, _...,j,;A~· _ .... [l'(x)]B' 

En esta figura se ilustra que se tienen dos maneras para obtener la matriz [ T(x) lB" a 
partir de la matriz [ x ] B" Es posible tomar la trayectoria inferior a través de la figura, es 
decir, 

(5.21 ) 

o bien, se puede ;ubir por el lado izquierdo, a través de la parte superior y bajar por el la
do derecho, es decir, 

(5.22) 

De (5.21) Y (5.22) se de duce que 

(5.23) 

para todo x en V. De (5.23) y el inciso (b) del ejercicio 11 se deduce que 
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Esto prueba el teorema 7. I 

P- 1AP=A' 

TRANSFORMACIONES LINEALES 

" 

Observación. Al aplicar el teorema 7, es fácil olvidar si P es la matriz de transición de B 
hacia B '. (inco"ecto J, o bien de B' hacia B (co"ecto J. Es posible que ayude dar a B el 
nombre de base inicial, a B' el de base nueva, a A el de matriz inicial y a A I el de matriz 
nueva. Debido a que P es la matriz de transición de B' hacia B, p-l es la matriz de transi
ción de B hacia B' por tanto, (5.18) se puede expresar como: 

atnz nueva = P - 1 matriz inicia!) 

en donde P es la matriz de transición de la base nueva hacia la base inicial. 

Ejemplo 35 

Supóngase que T:R2 -+ R 2 se define por medio de 

T([XIJ) - [ XI + x z] 
Xz -2x1 + 4x z 

Hállese la matriz estándar para T, es decir, la matriz para T con relación a la base B = { el , 
~ }, en donde 

y, a continuación, aplíquese el teorema 7 para transformar esta matriz en la matriz para T 
con relación a la base B ' = { Ul ' U2 } , en donde 

U 1 = c] y U z = [~] 
Solución. A partir de la fórmula para T, 

y 

de modo que la matriz estándar para Tes 

A = [ 1 1J 
-2 4 
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En seguida se necesita la matriz de transición de B ' hacia B. Para esta matriz de 
transición se necesitan las matrices de coordenadas para los vectores base B' , con relación 
a la base B. Por observación, 

de modo que 

U¡ = e¡ + e 2 

U2 = e ¡ + 2e 2 

y 

Por tanto, la matriz de transición de B' hacia Bes 

P = [~ ~J 
El lector puede comprobar que 

de modo que, por el teorema 7, la matriz de T con relación a la base B ' es 

P - ¡AP = [ 2 
-1 

-1 J [ 1 1 J [1 1 J = [2 0J . 
1 -2 4 1 2 ° 3 

En este ejemplo se ilustra que la base estándar para un espacio vectorial no necesa
riamente produce la matriz más sencilla para un operador lineal; en este ejemplo, la matriz 
estándar 

no fue tan sencilla en estructura como la matriz 

(5.24) 

con relación a la base B '. La matriz (5 .24) es un ejemplo de una matriz diagonal; esto es, 
una matriz cuadrada en la que todos los elementos que no están en la diagonal son ceros. 
Las matrices diagonales tienen muchas propiedades convenientes. Por ejemplo, la k-ésima 
potencia de una matriz diagonal 
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Así entonces, para elevar una matriz diagonal a la k-ésima potencia, sólo se necesita elevar 
cada elemento de la diagonal a la k-ésima potencia. Para una matriz ~o diagonal se requie
ren mucho más cálculos para obtener la k-ésima potencia. Las matrices diagonales tam
bién tienen otras propiedades útiles. 

En el capítulo que sigue se analiza el problema de hallar bases que produzcan ma
trices diagonales para operadores lineales. 

El teorema 7 da lugar a la definición siguiente : 

Definición_ Si A Y B son matrices cuadradas, se dice que B es semejante a A si existe una 
matriz inversible P tal que B = P- 1 AP. 

Nótese que la ecuación B = p- 1 AP se puede escribir también como 

Al hacer Q = P- 1 se llega a 

con lo que se afirma que A es s~mejante a B. Por tanto, B es semejante a A si y sólo si A 
es semejante a B; como consecuencia, por lo general simplemente se dirá que A y B son 
semejantes. 

Con esta terminología, en el teorema 7 se afirma que dos matrices que represéntan 
el mismo operador lineal T: V -+ V con respecto a bases diferentes son semejantes. 

EJERCICIOS 5.5 

En los ejercicios 1-7, halle la matriz T con respecto aB y aplique el teorema 7 para calcu
lar la matriz de T con respecto a B' 

~ 

1. T:R 2 -+ R 2 se define por medio 
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B = {Ul, U2} YB' = {VI' vz},en donde 

UI=[~J U2=[~J VI=[~J y 1- 3J 
V2 = L 4 

2. T:R 2 -+ R 2 se define por medio de 

T([::]) = [3:: ~ :::J 
B = {ul , u2 } Y B' = {vJ , v2 }, en donde 

3. T:R 2 -+ R 2 es la rotación alrededor del origen hasta describir un ángulo de 45°; , 
R Y B ' son las bases del ejercicio 1. 

4. T: R 3 -+ R 3 se define por medio de 

T Ix, - X 2 (
1 Xl]) _ [XI + ~X2 - X3J 
lx: X J + 7 X3 

B es la base estándar para R 3 Y B ' = { VI, V2, V3 }, en donde 

S. T:R 3 -+ R 3 e~la proyección ortogonal sobre el plano xy,' B y .B ' son las del 
ejercicio 4. 

6. T:R 2 -+R 2 se define por medio de T(x)= 5x; B y B' son las bases del ejercicio 2. 

7. T:PI -+ PI se define 'por medio de T(ao + al x) = ao + al (x + 1) ; B = { PI, 
P2 '} Y B ' = { ql, q2 }, en donde PI = 6 + 3x, P2 = 10 + 2x, ql = 2, qz = 3 + 
2x, 

8. Pruebe que siA y B son matrices semejantes, entonces det(A) = det(B). 

9. Pruebe que las matrices semejantes tienen el mismo rango. 

10. Pruebe que si A y B son matrices semejantes, entonces A 2 Y E 2 también son se
mejantes. De modo más general, pruebe que Ak y Bk son semejantes, en donde 
k es cualquier entero positivo. 

11. Sean C y D matrices de m X n. Demuestre que: 

a) Si Cx = D x para todo x en R'f, entonces C = D. 
b) SiR = { VI , V2,'" , vn } es una base para un espacio vectorial VyC[xlo 

= D [x18 para todo xen V, entonces C=D . 
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EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS 

1. Sea A una matriz de n X n, B una matriz diferente de cero de n X 1 Y x un vec
tor en R n , expresado en notación matricial. ¿Es T(x) = A x + B un operador 
lineal sobre Rn? Justifique su respuesta. 

2. Sea 

a) Demuestre que 

A 2 = [cos 2e 
sen 20 

[
cos e 

A-
sen e 

- sen 20] 
cos 20 

- sen e] 
cos e 

y A 3 = [ cos 30 
sen 30 

,- sen 3e] 
cos 30 

b) dé una suposición lógica de la forma de la matriz A n para cualquier entero 
positivo n. 

e) Considerandó el efecto geométrico de T:R 2 -+ R 2 
, en donde T es la multi

plicación por A , obtenga geométricamente el resultado que sé obtuvo en (b). 

3. Sea Vo un vector fijo en un espacio de productos interiores V y suponga que 
T: V -+ V se define por medio de T(v) = ( v, Vo ) vo . Demuestre que T es un 
operador lineal sobre V. 

4. Sean VI , V2, .•. , vm vectores fijos en R n y suponga que T:Rn -+ Rm se define 
por medio de T(x) = ( x . VI, X' V2, . . . , x' vm), en donde X' vi es el pro
ducto euclidiano interior sobre Rn. 
a) Demuestre que T es una transformación lineal. 
b) Demuestre que la matriz con los vectores renglón VI, V2, . .. , vm es la ma

triz estándar para T. 

5. Sea T: R 4 -+ R 3 la transformación lineal para la que 

T(e,) = (1 , 2, 1), 
. T(e 3 ) = (l , 3, O), 

T(e z) = (0, 1, O) 
T (e4 ) = (1, 1, 1) 

a) Halle las bases para el recorrido y el núcleo de T. 
b) Halle el rango y la nulidad de T. 

6. Sea A x = O un sistema lineal homogéneo con n incógnitas y suponga que r es el 
rango de A. Halle la dimensión del espacio de soluciones si : 

(aJ n = 5, r = 3 (b) n = 4. r = 4 

7. a) Sea 1 la recta en el plano xy que pasa por el origen y forma un ángulo e con 
el eje x positivo; y sea Po (xo, Yo) la proyección ortogonal de un punto P(x, 
y ).sobre 1 (vea la figura a continuación). 

http://libreria-universitaria.blogspot.com



SEMEJANZA 299 

y 

x 

Se puede realizar esta proyección haciendo girar el plano hasta describir el 
ángulo - I/J hasta alinear 1 con el eje x, y, a continuación, proyectando la 
imagen de P bajo la rotación sobre el eje x y, por último, haciendo girar el 
plano hasta describir el ángulo I/J para regresar 1 a su posición original. Apli
que esta observación para demostrar que 

[
xo] = [ cos

2 
cjJ sen cjJ cos cjJ] [x] 

Yo sen cjJ cos cjJ sen2 cjJ y 

b) Aplique el resultado que se obtuvo en (a) con el fin de encontrar la proyec
ción ortogonal del punto (1, 5) sobre la recta que pasa por el origen y forma 
un ángulo I/J = 30° con el eje x positivo. 

8. Sean V y W espacios vectoriales, T, TI Y T2 transformaciones lineales desde V 
hacia W, y k un escalar. Defina las nuevas transformaciones TI + T2 Y kT, por 
medio de las fórmulas 

(T¡ + T 2 )(x) = T¡(x) + T 2(x ) 

(kT)(x) = k[T(x)] 

a) Demuestre que (TI + T 2 ): V ~ W y kr: V ~ W son transformaciones li
neales. ' 

b) Demuestre que el conjunto de todas las transformaciones lineales de V hacia 
W, con las operaciones dadas en el inciso (a), forma un espacio vectorial. 

9. Sean A y B matrices semejantes. Pruebe: 

a) A t Y B r son semejantes. 
b) A es inversible ~i y sólo si B es inversible. 
e) Si A Y B son inversibles, entonces A - 1 Y B - 1 son semejantes. 

10. (Teorema de la alternativa de Fredholm.) Sea T:V ~ Vun operador lineal sobre 
un espacio vectorial de n dimensiones. Pruebe que se cumple exactamente una 
de las siguientes proposiciones : 

i) La ecuación T (x) = b tiene una solución para todos los vectores b en V. 
ü) La nulidad de T> O. 
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11. (Para los lectores que hayan estudiado Cálculo.) Sea D:P n -+ P n el operador de
rivación D (p) = p' Demuestre que la matriz D con respecto a la base B = { 1, 
X, x 2

, .. . , xn } es 

o O O O 

O O 2 O O 
O O O 3 O 

O O O O (n - 1) 

O O O O O 

/ 

\ 
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6 
Eigenvalores (valores propios), 
eigenvectores (vectores propios) 

6.1 EIGENVALORES y EIGENVECTORES 

En muchos problemas de ciencias y matemáticas, se da un operador lineal T : V -)- V Y es 
importante determinar aquellos escalares A para los cuales la ecuación Tx = A x tiene solu
ciones diferentes de cero. En esta sección se analiza este problema y, en secciones posterio
res, se investigan algunas de sus aplicaciones. 

Definición. Si A es una matriz de n X n, entonces se dice qUe un vector diferente de cero 
x en Rn es un eigenvector de A si A x es un múltiplo e-scalar de x; es decir , 

Ax = )x 

para algún escalar A. El escalar A se denomina eigenvalor de A y se dice que x es un eigen
vector correspondiente a A. 

Uno de los significados de la palabra "eigen" en alemán es el de "propio"; por ello , 
algunos autores también le dan a los eigenvalores los nombres de valores propios, valores 
característicos, o bien , raíces latentes. 

Ejemplo 1 

El vector x = [~J es un eigenvector de 

correspondiente al eigenvalor A = 3, debido a que 

301 

http://libreria-universitaria.blogspot.com



302 EIGENVALORES y EIGENVECTORES 

(a) 

Figura 6.1 (a) Dilatación, A > 1. (b) Contracción, O < A < 1. (e) Inversión de la direc
ción, A < O. 

Los eigenvalores y los eigenvectores tienen una interpretación geométrica útil en R 2 

Y R 3 
• Si A es un eigenvalor de A correspondiente a x, entonces Ax = AX, de modo que la 

multiplicación por A dilata a x, contrae a x o invierte la dirección de x, dependiendo del 
valor de A (figura 6.1). 

Para encontrar los eigenvalores de una matriz A de n X n, se vuelve a escribir Ax 
= AX como 

Ax = Mx 

o, lo que es equivalente, 

(M - A)x = O (6.1) 

Para que A sea un eigenvalor, debe haber una solución diferente de cero de esta ecuación. 
Sin embargo , por el teorema 13 de la sección 4.6, la ecuación 6.1 tendrá una solución 
diferente de cero si y sólo si 

det(,u - A) = O 

Esto se conoce como ecuación característica de A; los escalares que satisfacen esta ecua· 
ción son los eigenvalores de A . Cuando se desarrolla, el determinante det (M - A) es un 
polinomio en A conocido como polinomio caracteristico de A. 

Ejemplo 2 

Hállense los eigenvalores de la matriz 

Solución. Dado que 

. [1 
M - A =I. ° 0] -[ 3 2] = [J. - 3 ~ 2] 

1 - 1 ° 1 l . 
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el polinomio característico de A es 

[
A - 3 

det(n - A) = det 1 

y la ecuación característica de A es 

Las soluciones de esta ecuación son A = 1 Y A = 2; estos son los eigenvalores de A. 

Ejemplo 3 

Hállense los eigenvalores de la matriz 

Solución. Procediendo como en el ejemplo 2, 

[
}, + 2 

det(i./ - A) = det _ 5 1 J ' 2 1 = le + 1 
A-2 

303 

Por tanto , los eigenvalores de A deben satisfacer la ecuación cuadrática A2 + 1 = O. Ya 
que las únicas soluciones de esta ecuación son los números imaginarios A = i Y A = - i, Y 
como se está suponiendo que todos los escalares en este texto son números reales, A no 
tiene eigenvalores. * 

Ejemplo 4 

Hállense los eigenvalores de 

o 
- 17 

Solución. Como en los ejemplos precedentes, 

det(n - A) = det [ ~ 
-4 

-- 1 

A 
17 

!] 

* Como se señaló en la sección 4 .2, hay algunas aplicaciones que requieren escalares complejos y espa
cios vectoriales complejos. En dichos casos, se permite que las matrices tengan eigenvalores complejos. 
Sin embargo, en este texto, sólo se consideran eigenvalores reales. 
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Por consiguiente , los eigenvalores de A deben satisfacer la ecuación cúbica 

(6.2) 

Para resolver esta ecuación, se principia por buscar soluciones enteras. Se puede simplificar 
en gran parte esta tarea, aprovechando el hecho de que todas las soluciones enteras (si las 
hay) para una ecuación polinómica con coeficientes enteros 

deben ser divisores del término constante, cn . Por consiguiente, las únicas soluciones ente
ras posibles de (6 .2) son los diviso res de - 4, es decir, ±I , ±2, ±4. Al sustituir sucesiva
mente estos valores en (6.2) se llega a la conclusión de que A = 4 es una solución entera. 
Como consecuencia, A - 4 debe ser un factor del primer miembro de (6.2) . La divi&ión de 
A 3 

- 8A 2 + In - 4 entre A - 4 indica que (6.2) se puede escribir como 

(). - 4) (},2 - 4? + 1) = O 

Por consiguiente, las soluciones restantes de (6.2) satisfacen la ecuación cuadrática 

que se puede resolver por medio de la fórmula correspondiente. Por tanto , los eigenvalores 
de A son 

}.=2+ J3 y ),=2-/3 

.OBSERVACION. En mucho s problemas prácticos, la matriz A a menudo es demasiado 
grande como para que convenga determinar la ecuación característica. Como resultado, se 
aplican diversos métodos de aproximación para obtener los eigenvalores; en el capítulo 8 
se analizan algunos de estos métodos. 

El siguiente teorema, resume todos los resultados obtenidos hasta ahora. 

Teorema 1. Si A es una matriz de n X n, entonces las siguientes proposiciones son equiva
lentes: 

a) A es un eigenvalor de A. 
by El sistema de ecuaciones (M - A) x = O tiene soluciones no triviales. 
c) Existe un vector diferente de cero x en R n , tal que Ax = AX. 
d) A es una solución real de la ecuación caractedstica det (M - A) = O. 

Ahora que se ha visto cómo se encuentran los eigenvalores, 'se considerará el proble
ma de encontrar los eigenvectores. Los eigenvectores de A correspondientes a un eigenva
lor A son los vectores diferentes de cero que satisfacen Ax = A x. También se puede decir 
que los eigenvectores correspondientes a A son los ve~tores diferentes de cero en el espacio 
de soluciones de (M - A)x = O. A este espacio de soluciones se le conoce como eigenespa
cio de A couespondiente a A. 
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Ejemplo S 

Hállense bases para los eigenespacios de 

-2 
3 

° 

305 

~] 
Solución. La ecuación característica de A es (X - 1) (X - 5)2 = O (verifíquese), de 

, modo que los eigenvalores de A son X = 1 Y X = 5. 
Por definición, 

es un eigenvector de A correspondiente a X si y sólo si x es una solución no trivial de 
(Al - Ah: = 0, es decir, de 

Si X = 5, (6.3) queda 

2 
A.-3 

° 
° ] [Xl] [0] ° X 2 = ° 

A. -5 X 3 O 

Al resolver este sistema se llega a (verifíquese) 

Xl = -s 

(6.3) 

Por tanto, los eigenvectores de A correspondientes a X = 5 son los vectores diferentes de 
cero de la fo·rma 

Ya que 

y 
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son linealmente independientes, forman una base para el eigenespacio correspon11en~e 

a 11.= 5. 
Si A = 1, entonces (6.3) queda 

[-2 . 2 0J [Xlj [0] 
2 ) - 2 _ ° ~ 2- = ° 
0 , 0 , 4 '\3 ° 

Al resolver este sistema'se obtiene: (verifíquese) 
... '" , " _.. 

Xl = t X2 = t 

Por tanto , los eigenvectores correspondientes a A = 1 son los vectores diferentes de cero 
de la forma ¡ , i ' I e 

de modo que 
\ r .' 

" 
1: 

es una base para el eigenespacio 6~f~esp¿ndi~ritr: a A = l .. ¡ 
I 

l' 

OPCIONAL 

q<snlL. t ~í., I !:.l:lVW))ll'.l n J 2 

1 b '1 O ~ yfl . 'di) 

l ,. 

.1 

Los eigenvectores y los eigenva:lores sé pueden defliiir tanto para los operadores lineales 
como para las matrices. Un escalar A se denomina eigenvalor de un operador lineal T: V 
'4. V,-'si 'existthln 'vector diferén'te/de t ero 'x'en Vfál'quJ'-r)l·dAx). El vécthrx b s( i1n!le~gehl 
vector de T correspondiente a A. De modo equivalente, los eigenvectores lié q-;qilb '~ (:mes
ponden a A son los vr~tpres diferentes d~ cero ~n eLpúc1eo de/ I - T (ejercicio 19). Este 
núcleo es el eigenespacio de T,corre:spon4i~n~e a íA·. ' ! 

Se puede demo)sú~r qué si Ves un ¡¿spacio 'de dimensión finita y A es la matriz de 
T con respecto a cualquier bas:'B, elnton~s ~ L ¡, 1 

l. Los eigenvalores de T son los eigenvalofes de la matriz A. 'ji' 1) " 

2. Un vector x es un eigenvector de T correspondiente a A si y sólo si su matriz de 
coordenadas [x]B es un eigenvector de A correspondiente a A. 

t"i , I 
I I ! 

Se dejan las demostraciones p~r~ los ejer~icios . ! J, 1
I 

~ j l \ 
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Ejemplo 6 j' ::Jn'¡r 11 ,.¡~ 

Hállense los eigenvalores y bases pa;a los~ ~igenesp~cios del operador ' lin~al T:P2 -+ P2 
definido por ' , 

" '-! 

T(a, + bx + cx2
) = (]a ....,. 2b) + (- 2a t :3b)xi + (5c}x 2 

· 

1: i!( ¡{~~ l_~ 

Solución. La matriz de T con respecto a la :base estándar BIT {1, X, X2 les 

Los eigenvalores de T son los eigenvalores de A; a saber, A = 1 Y A = 5 (ejemplo 5). Tam
bién, por lo visto en el ejemplo 5, el eigenespacio de A ,'correspondiente a lA = 5 tiene la 

base {u¡ , U2 }, y el corresPo;dient~ a A = 1 ti~ne l~ \~ase ¡{~3}' e~ don¡de 1: 1 \" 

u! = 1-~J ) uz ~ [~J ~~ = [~] '.i (j 

l t O ") l') ;; "1" \ >.el 'JI" .' q liÓ' (T"e" '¡ Z '1 <;u,H ,~ 

Estas matrices son las matrices de coordenadas con respecto a B de 
'; , 11 ¡., .c:' , ' iti " ,H"" ~; ~.; 1. ~.;. 1 .• ' ::" -" 

p! = -1 + x P3 = 1 + .x 

Por tanto , {-1 + X, x 2
} es 'una base'para el eigeri'espatio' de '1, 'correspondiente a A = 5, Y 

{1 + x} es una base para el eigenespacio correspo~di~nt~ il},"f! ' J, 

"J ;-1 

EJERCICIOS 6.1 

1. Encuentre las ecuaciones característi?as de las matrices siguientes: 

b [10 -9J 
) 4 -2 

t (,) 1 \ 

" C)t~ ' ~J I 

l' 

,'j ; ,'2.' ~lHalle los eigenvalores'de las matrices tléi'ejerCicio 'Í.- . 
o " .. .' . .', ,l.: ,>. ,. ,. 

3. Halle bases para lós eigeriespacios de las matrices defejercicio 1 ~' 

" " %. 

Si ,.." [4 !<Eri!léatla"irlCisÓ de'l ejer~ic~ó ( sea T:R2 ~ 'R2'ÍMt'HiuiüI;¡id~¿i6W phi la ~atriz 
Í\ s l' dí, dá1da ,' En' dada diso', ha'~á"uh esqUema de la'Uégds eh'R2.(qii~ ¡¡e:'[p1f9~n sobre sí 

~niis'mas bajo ' T, 1, \ T IdO.. \' . .., , I f ¿, J. d ,'. ; 

http://libreria-universitaria.blogspot.com



308 EIGENVALORES y EIGENVECTORES 

S. Halle las ecuaciones características de las matrices siguientes : 

[ -: O 

~l b) [¡ 
O 

-~1 [-2 O 

-:J a) 1 -1 e) -6 -2 

-2 O 1 -2~ 19 5 

\-1 O J U 
O il ,5 6 

-~l d) l-1 3 e) f) O -1 

-4 13 l1 O -2 

6. Halle los eigenvalores de las matrices del ejercicio 5. 

7. Encuentre bases para los eigenespacios de las matrices del ejercicio 5. 

8. Halle las ecuaciones características de las matrices siguientes: 

,) l¡ O 2 Ol 

ll~ 
-9 O 

-~j O 

~J b) 
-2 O 

1 -2 O -2 
O O O 1 

9. Halle los eigenvalores de las m~trices del ejercicio 8. 

10. Encuentre bases para los eigenespacios de las matrices del ejercicio 8. 

11. (Para los lectores del material opcional.) Suponga que T:P2 -+ P2 se define por 
medio de 

a) Halle los eigenvalores de T. 
b) Encuentre bases para los eigenespacios de T. , 

12. Suponga que T:M22 -+ M22 se define por medio de 

T ([a bJ) = [2e a + eJ 
c · d b - 2e d 

a) Halle los eigenvalores de T. 
b) Encuentre bases para los eigenespacios de T. 

13. Pruebe que A = O es un eigenvalor de una matriz A si y sólo si A no es inversible. 

14. Pruebe que el término constante que se encuentra en el polinomio característico 
de una matriz A de n X n es (-1 yz det (A) . (Sugerencia. El término constante 
es el valor del polinomio característico cuando A = O.) 

15. La traza de una matriz cuadrada A es la suma de los elementos que están en la 
diagonal principal. Demuestre que la ecuación característica de una matriz A 
de 2 X 2 es X2 

- tr (A) + det (A) = 0, en donde tr (A) es la traza de A . 
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16. Pruebe que los eigenvalores de una matriz triangular son los elementos que se 
encuentran en la diagonal principal. 

17. Demuestre que si X es un eigenvalor de A, entonces X 2 es un eigenvalor de A 2 ; 

de modo más general, demuestre que xn es un eigenvalor de An , si n es un 
entero positivo. 

18. Aplique los resultados de los ejercicios 16 y 17 para hallar los eigenvalores de 
A9 ,endonde 

3 7 

-1 3 

O -2 

O O 
l~l 

19. (Para los lectores del material opcional.) Sea X un eigenvalor de un operador 
lineal T: V -+ V. Pruebe que los eigenvectores de T correspondientes a X son los 
vectores diferentes de cero del núcleo de XI-T. 

6.2 DIAGDNALlZACIDN 

En esta sección y la siguiente, se enfoca la atención en los siguientes problemas: 

Si A es la matriz de T: V -+ V. con respecto a alguna base, entonces el problem,a 1 
equivale a preguntar si existe un cambio de base tal que la nueva matriz para V sea diago
nal. Por el teorema 7 de la sección 5.5 , la nueva matriz para T será P - 1 AP. en donde P ei 
la matriz de transición apropiada. Si V es un espacio de productos interiores y las bases 
son ortonom1ales entonces, por el teorema 27 de la sección 4.10, P será ortogonal. Por 
tanto, se ha llegado a los siguientes planteamientos matriciales de los problemas anteriores. 

Estos problemas sugieren las defmiciones que siguen. 
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Definición. Se 'dice que una matriz cbladrada A es,diagonalizable si hay una matriz inversi

ble P tal que P _1 AP sea diagonal; se dice qutHa matri:l:"P diagonalizti a A. ' 
El teorema que se da a continuación es la herramienta básica en el estudio de la 

diagonaHia'bilídád:su demostración revela la técnica pata diag'onalizar una matriz: 
_0. t ~ L 'j, ('r. i/ , ~', \;"" ( ~ l¡ ~. ~;i, '. ,;.-" .. 1' ') ,."": .\ ,,'l,¡(' ) I j(">'I) 

; .. '. Ji'" 
Teorema 2. Si A es una matriz de n X n, entonces las proposiciones que siguen son equi-
valen tes: ,\{ ,.' 'oo' JI 

a) A es diagonalizable . 
b) A tiene n eigenvectores Zin~lmente independientes. 

I 

Demostracion a) => b) Dado que se supone que A es diagonalizable, existe una matriz in· 
versible 

n' )!l"¡ IllJ ' "lPII'", P12 , .. ro;' 
P ~ !zi JPn ' .. , 

• : .) : 1t 

Pnl PnZ 

tal que P - 1 AP es diagonal, por ejemplo P - 1 AP = D, en donde '\ .~ 11J t\ ,,10 j) Al o ~ 1l 

Por tanto,AP=PD; es decir, 
:' ., r. '-¡ 

[

PIl PIZ Pln] ~;' I O O J tilPII ')'ZPIZ },nPlnj 
P21 P22 ... P2n O A2 . . . O )' IPZI ;'ZP2Z }'"Pz" 

~f.l(\1 : 2'~:P~ "r.·, "l~d ~ /,'J'i : ' 'H!, 110'< =:: : \'h~¡ : l¡'1 I"O"'J:'> 

¡ '''' Pn!l ' pln2' 11 . • ~ ¿¡J,f'nnt n • 'O J O'" { f - ,J . 1I J ',' ,,,' ,, : ' , .. , ~. ,1' " 
l' ... , A" / , IPn ~ AZPnZ AnPnn 

t", \ b!~~d ;:j I~h l b1~~~ j.¡!"i .'Ji f ! l. lu .. \",· '~) .. .' 11 j •• H~) l. t 

~~ ti 2. :"t J' 'fGf:'"I~1fti ~·U .. ~i;r '", ub ',)L:"!~l "~ { .. ti f'.~ .J t~ l.. . J.....t .. gll'·· J1'- .. , .. (('~ '1 Ji ' ;'P ·, (6..4) 
t' ,1.1 lt' 1')7 ~t J'. t "1'»)' t ",[ t ( J I ¡,H." J I C'I' 'J .. .j, .. ! ¡'Il l' ',l 

Si apo!ll ~~ penota!} lQ~ ,.y¡!ct9Jes colu;mnll. Ae P,PPf ¡p/" P2 , ' " . ", Pn ,eI,l,toll,<;:Y~, por .~9.4), 
las columnas sucesivas ' de AP son Al PI ' AP2' .. . , An Pn · Sin embargo, por el ejemplo 17 
de la sección lA, las columnas sucesivas de AP son AP1, AP2' ... , APn . Así entonces, 
se debe tener 

, - ., , , , 

(6.5) 
'. .'1' u 1 

Supuesto que P es inversible, no todos sus vectores columna son cero; por tanto ,'por (6.5), 
Al, A2, .. , , An son eigenvalores de A, y PI, P2 , , .. , Pn son eigenvectores correspondientes. 

Ya que Pes inversible, del teorema 13 de la sección 4.6 se deduce que PI, P2 , ... , Pn son 
linealmente independientes. Por tanto,A tiene n eigénvectóres liríealmenteindependientes. 
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b) => a). Supóngase que A tiene n eigenvectores linealmente independientes, PI, P2 , ' .. , 

Pn , con los eigenvalores correspondientes Al', A2' .. > ,.~, y sea 

.. 1~ 

, "1 

1) 1, 

P12 
. . . P2n Pln] 

ti -, . '\ " 

o!. ~ ¿ . ''o f.1 
Pn2 ... Pnn 

, 
la matriz cuyos vectores column~ son. 'PI, P2, . . . , Pn', Por el ejemplo 17 de la sección 1.4, 
las columnas del producto AP son 

Pero 

de modo que ' 
. ~ f 't" e i¡ 'L ... ;,1) I i . r ~J 

~
~' IPII 

AP = ~' IP21 

AIPnl 

~'nP I nJ ~P ; -1 'P'l 2" .:, . 
~'nP2n i = ~21 1~22 .•. 

• • l . 

o I l ' . _ 

)'nPn~ , Pn ;P~2 , ' 

p'lnJ ' ~i. / .. "O 
P2n O A2 
· . . · . . · . . 
Pnn O O fJ 

=PD (6.6) 
'L; 

en donde D es la matriz diagonal que tiene los eigenvalores Al , A2' ... , ~ en la diagonal 
l. ' .." 1 I ... . " I , . 

principal.: Supuesto r ue los vectores de¡P' son linealmente i~Qependient~s, P es inversible. 
así entonces, (6 .6) 'se puede reescribiJ como P -1 AP = D; es,decir, A es 'diagonalizable .• 

\ . ¡ I I ¡ 1\ I 
.. .- ,. - j • \ .: 

Con base en esta demostración, se obtiene el siguiente procedimiento para diagona-
li:?:ar uI}.a matriz, diagonalizable,A d,~ n « n: 

• ", .! )~. 1'"".... .J ; (~" ',. .' .J (. t 

Ejemplo 7 u 

Hállese una matriz P que diagonalice a j 
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-2 
3 

O 

EIGENVAlORES y EIGENVECTORES 

~] 
Solución. Por lo visto en el ejemplo 5, los eigenvalores de A son A = 1 Y A = 5. También, 
por los resultados de ese ejemplo, los vectores 

y 

forman una base para el eigenespacio que corresponde a A = 5 Y 

es una base para el eigenespacio correspondiente a A = l . Es fácil verificar que {PI, P2, P3 } 
es linealmente independiente, de modo que 

diagonaliza a A. Como comprobación, el lector debe verificar que 

[
-1 1 O] [ 3 -2 

p - 1 AP = O O 1 - 2 3 

1 1 O O O 
~] [- ~ ~ ~] = [~ ~ ~] 
5 O 1 O O O 1 

No existe preferencia respecto al orden de las columnas para P. Dado que el i-ésimo 
elemento en la diagonal de P -1 AP es un eigenvalor para el i-ésimo vector columna de P, 
al cambiar el orden de las columnas de P sólo se cambia el orden de los eigenvalores en la 
diagonal de P - 1 AP. Por tanto, si se hubiese escrito 

en el último ejemplo, se habría obtenido 
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Ejemplo 8 

La ecuación característica de 

[
-3 

A= 
-2 ~J 

es 

[
A + 3 

det(M - A) = det 2 -2 ] A _ 1 ::, (). + 1)2 = O 

Por tanto, A = -1 es el único eigenvalor de A; los eigenvectores correspondientes a A = -1 
son las solúciones de ( -¡ - A)x = O; esto es, de 

2x¡ - 2X2 = O 

2x¡ - 2X2 = O 

Las soluciones de este sistema son Xl = t, X2 = t ( verifíquese) ; de aquí que el eigenespacio 
consta de todos los vectores de la forma 

Como este espacio es unidimensional, A no tiene .dos eigenvectores linealmente indepen
dientes y, por tanto, no es diagonalizable. 

Ejemplo 9 

Sea T:R 3 ~ R 3 el operador lineal dado por 

Hállese una base para R 3 con relación a la cual la matriz de T sea diagonal. 

Solución. Si B = {el, e2, e3} denota la base estándar para R 3, entonces 
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de modo que la matriz estándar para Tes ?o: ¡IQm ,ji 

A = ,.[-~ 
l' d ~] 

Ahora se desea cambiar de la base estándar hacia una nueva base B' = {u; , u~, u~ } para 
obtener una matriz diagonal A' para T. Si se hace que P sea la matriz de transición dda 
base desconocida B' hacia la base estándar B entonces, por el teorema 7 de la sección 5.5, 
A Y A' estarán relacionadas por medio de ' 

)i -' \ \' IJ':.'. 

. '¡j.'¡ l' I JJ') .-1 ~. _ 'd .. j ( r j ~) .; j ~ ~ (i j,! • j 1f 

En otras palabras, la matriz de transición 1;'!,di.a~m~ap~ á,1 ; En $1 ~j~m~\?}}~¿;p,s.?'1}tr{) 
esta matriz. Por lo que se llevó a cabo en ese ejemplo , -

" <: - r 
-

C' 
O 

iJ 
- [5 O 

~~] P = 1 O Y A' = O 5 
\ O l. , .. • ¡ .o • O J " _ 

f 'jTH,f '.ji '"j J :.;~ l' .J'Jy ~oJ )";,1 " ~; ~11 ¡ 

Ya que P representa la matriz de transición de la base B' = {u; , ~, u~ }hacia la base están
dar B = {el, e2, e3 }, las columnas de P s6n' [u; lB H~ lB y [~lB ' de manera que , ' 

1. 1 ! 

f(¡l , 

Por tanto, 

1 
r [ce- IJ ' , I i, 

U'l = (-I)e 1 ,+ (l)ez + (0)e 3I t, ¡ ,\1 i " - . ¡ ¡ , ,,0 ' 
l ¡ r ¡ \. J • 

. "". u', 0= (O)e, +. (O)e, + (1)e" ~,Hl,,, , 
. ,,' ":': ~' ;: le:': '( :):,' ~ ::le, ," ~, '[":'~:1I j" • " J' \.\ ,2 , .. , " \ 

I ': ... . i I O I ! 1 \ 
ji 1, ,; ~ .)\.1:.. " ,¡Ui tl:)II 

I \ 1 : I : d: ¡lo i 
, I ,., . , 

son los vectores base que producen l,a
l 
matriz diagonal A para T. 

Ahora crue se han desarrollabo ias técnids para diagonalizar una matriz diagonaliza· 
ble, se regresará a la pregunta : ¿C4ándo u~~ ir/atriz cJad'ra'tla A es diagonalizable? El resul
tado siguiente ayudará a estudiarla ;)a demostración se pospone hasta el final de la sección . 
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"-
Teorema ,3.: Si VIo V2,' ': .', vk son eigenvectores de A 'correspondien'tes a eigenválolei .dis-
tintos )\1, A2 ;" . . , Ak, entonces {Vl ~-V2 , .. . ; , Vk} es ,un conjunto li1;lealmente "indépen-
diente. ·l , ) '1 ~ _ i' ¡e '._' lJ 

1 \ 1 f 'd,~ ~ I '" I '1,; I J • ,\ J . 1,' u, "f _l' 

': Como cOllsecuencia,de este teorema; se obtiene el útil resultado que 'sigue:' 
, ¡,,¡l. 

, , .i·\. l;l, . ~!", ' 
Teorema 4.. Si una matriz A de n x'; ,n tiene m' eigenvalores distinto~, entonces A ¡es di'a-
gonalizable. • JI' , 

Demostración. Si VI, V2, ... , V n son eigenvectores correspondientes a los eigenvalores 
distin tos Al, A2 ' . . . , An entonces, por el teorema 3, VI, V2 , ... , V n son linealmente ,i noe'
pendientes, Por tanto, A es diagonalizable, por el -teorema 2 . 

, I ! '~'.J • I r 

Ejemplo 10 
, 
1: l.) ,) , "'¡ 1i'., ... (t:" !í 1) 

.1 

' ;4 = ,[~ ' 2 ' ~J -','. '. '0 ' '1 I O "4" I 

, '", J:-:" ,_ .. 'J' J'( 

tiérietres 'éiger¡.~albres distintos, X. == 4, A = '2 +...}3, Al': 2'- V'3.P~r fan~;', A es d~a:g~riali-
zable .Además, ,~- .,,') , '.,' ,'o -' ,l· .. t " '.' ' 

: I 

L P-'A:~. [~ 
() O J 2 + J3 I 

O m l "\ \ 

O 2 -
,¡ 

I 

para alguna matriz inversible P. Si se desea, se puede encontrar la matriz P aplicando el 
método que se muestra en el ejemplo 7, ,"';,,'IIJ 

~jemplo 11 
l' J 

La recíproca ,del teorema 4 es falsa; es decir, .t¡na matriz A de n ,X n puede serdiagona-
~ ',{," J {,')} 1,' .1U.~: 11, l. I..>f ,t, " ' , .( , ,: ,. \. ( . 1\ , ! , I 

lizable aun cuando no tenga n eigenvalores distintos. Por ejemplo, si t" , 

o - 11' J' .A = [~ ~J , 

det(/.! - A) = (;, - 3¡Z = O 
, ., .' 

de modo que A = 3 es el único eigenvalor distinto de A . Sin embargo, es obvio que A es 

diagonalizablc, dado que, con P = J, , , , "" 1, \ ' 

p - ,'A P = 1 - , A 1 = A = [3 °3J 
I ' - O 

, ~ J ' 
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OBSERVACION. El teorema 3 es un caso especial de un resultado más general: Supóngase 
que Al, A2, ... , Ak son eigenvalores distintos y se elige un conjunto linealmente indepen
diente en cada uno de los eigenespacios correspondientes. Si entonces se combinan todos 
estos vectores en un solo conjunto, el resultado todavía es un conjunto linealmente inde
pendiente. Por ejemplo, si se eligen tres vectores linealmente independientes de un eigen
espacio y dos eigenvectores linealmente independientes de otro eigenespacio, entonces 
los cinco vectores juntos forman un conjunto linealmente independiente. Se omite la 
demostración. 

OPCIONAL 

Se concluye esta sección con una demostración del teorema 3. 

Demostración. Sean VI, V2, . .. , vk eigenvectores de A que corresponden a los eigenvalo
res distintos Al, A2' . _ . , Ak' Se supondrá que VI, "2, ... , Vk son linealmente dependien
tes y se obtendrá una contradicción_ Entonces se puede concluir que VI, "2, ..• , Vk son 
linealmente independientes. 

Ya que, por defmición, un eigenvector es diferente de cero, {VI } es linealmente in
dependiente . Sea r el entero más grande tal que {VI, V2, .. • , vy } es linealmente indepe:¡ 
diente. Dado que se está suponiendo que {VI, V2 ," " vk } es linealmente dependien
satisface 1 ~ r < k. Es más, por definición de r, {v¡ , V2, ... , vr + 1 }es linealmente depen 
diente. Por tanto, existen los escalares e¡, e2 , .. . ,er + ¡, no todos cero, tales que 

(6.7) 

Al multiplicar ambos miembros de (6.7) por A y aplicar 

se obtiene 

(6.8) 

Al multplicar ambos miembros de (6.7) por Ay + I Y restar la ecuación resultante de (6.8) 
se llega a 

Supuesto que {VI, v2 ' . .• vr } es linealmente independiente, esta ecuación implica que 

y como A¡, A2>.' .. , Ay t I son distintos, se deduce que 

C l = ('2 = . . . = Cr = O (6.9) 

Sustituyendo estos valores en (6.7) se obtiene 
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Debido a que el eigenvector vr + 1 es diferente de cero, se concluye que 

Cr + ¡ = O (6.10) 

Las ecuaciones (6.9) y (6.10) contradicen el hecho de que C¡, C2 , . • • , cr + ¡ no son 
todos cero ; esto completa la demostración . • 

EJERCICIOS 6.2 

Demuestre que las matrices de los ejercicios 1 a14 no son diagonalizables . 

1. G ~J 2. [2 -3J 
1 - 1 . 3. [~ ~~] 4. [= ~ 

O 2 - 4 

En los ejercicios S al 8 halle una matriz P que diagonalice a A y determine P - ¡ AP. 

[ - 14 
5. A = -20 12J 

17 6. A= G 0J ' 
- 1 

[' O :] RA " [ : 

O ~ 21 
7. A = O 1 3 O 

O 1 O 3 

En los ejercicios 9 al 14, determine si A es diagonalizable. Si lo es, halle una matriz 
P que diagonalice a A y determine P - ¡ AP. 

[
19 -9 -6] 

9. A = 25 - 11 - 9 

17 - 9 - 4 

[

- 2 

13. A" ~ 
O 

-2 
O 

O 

O 

O 

3 

[

- 1 

10. A = - 3 

- 3 

0l [-2 
~J ".A " ~ 

O 

-2 
O 

O 
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n . 0f, 

, I 

E IGENVALOR ES y EIGENVECTORES 

15. Sea T:R 2 -+ R 2 el operador lineal dado por 

, -l. ' J • 1 . ,:,. ~ !' 1" ;.1 {" ,,;' r1 I( r 
Halle una base para R 2 con relación a la cual la matriz de T sea diagonal. 

I 

16. Sea T:R 3 -+ R 3 el operador lineal dado por 

O" .¡ ) 

r 1\ ....... ;'A'í,. ; ~i 

Halle una base para R 3 con relación a la cual la matriz de T sea diagonal. 

(r l~ I ) . f ... 1"1 , 11' r i .. ~ _ ..; r;' ,,~ '; , , .... ' j' ,r r : J\ i 
17. Sea T:P 1 -+ PIel operador lineal definido por 

! 
T (ao + a¡x) = ao + (6ao ~ a¡)x < i 

i .. _. l r 
1 

, 'f ' 1, 
Halle una base para PI con respecto a la cual la matriz para T sea diagonal. 

r " jI '\ ~ ." .. ' l. " ", j 

18.' Sea A una matriz de\n'X iz y Puna matríz inversiblt! de n'X n: Demuestre que : 

a) 
b) 

(P-IAP? = P - IA 2 P' ; l' , 
I I I J I 

(P -1 AP)k = P -1 A k P (k un enteto positivo). 

19. Use los resultados del ejercicio 18 para ayudarse a calcular A lO , en donde 
,1 '; \ 

0J ' i 
2 , 

.!'! í '1 [ ~ A= 
: I - 1 

(Sugerencia. Halle unamatr~ P quediagonalice a A y calcule (P - 1 A P) IO .) 
(.j • .) t Itri ~ '1.' (.J : !!" ~)¡ .'1~ :,h ( JI :;. ~ ¡~ t 

20. Sea 

1 ( , [a \ ~J 
( I 

A = ¡ e ~. 

F I \! ' ! 
Demuestre que : 
a) A es diagonalizable si (a _- d)2 + 4bc > O. 
b) A no es diagonalizable si (a - d)2 + 4bc < O. ' ! (1 ? 

" tJ - • 
-, 

" .. • 11 

? (l 

6.3 DIAGDNALlZACION'ORTOGO NAl ; 
MATRICES SIMETRICAS 

\, t' " -
r', 

En esta sección ;se estudia ef segu'ndo; probl~ma p~opuesto al principio de \a sección 6.2. 
Este estudio conducirá"a la 'consideración de una clase importante de matrices conocidas 
como matrices simétrioas. " il I 1 ',\ : 
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j 'Eli...to.da! 'e,sta sección, por' ortogonal, se entiehde lorto.g()flal co.n respecto al pro.ducto 
euclidiano. interio.r sobre R'n' ' t; 1(, 

Definición. Se dice que una matriz cuadrada lA 'es ort'ogonalmenle '{Jiago'nalizable si existe 
una matriz orto.gonal P tal que p- 1 AP (= pt AP) sea diagonal; se dice que la matriz P 
diagÓrlolizd'ortogó'nolmenteaA. '.' .",lrl,I,) "\J ,'~t\,,\),\ '.d ¡' "¡;l," I 

Se debe co.nsiderar do.s interro.gantes. Primero, ¿cuáles matrices son orto.gonalmente 
diago.nalizables?; y , segundo., ¿cómo se encuentra una matriz P para llevar a cabo la diago.
nalización ortogonal de una matriz o.rtogo.nalmente \diag~5nalizable? ' El siguiente teo.rema 
se refiere a la primera interro.gante. ' 

Teorema 5. Si A es una matriz de n X n, entonces las proposiciones que siguen son ~equl
valen tes: 

a) 
b) 

A es ortogonalmente diagonalizable, , 
A tiene un conjunto ortonotmal deJil eigehvec'tores. 

i 1 é , 

! J 

Demostración a) '* b), Supuesto. que A es ortogonalmente diago.nalizable, existe una matriz 
o.rtogo.nal P tal que P -1 AP es diagonal. Como se indica en la demo.stración del teo.rema 2, 
lo.s n vectores co.lumna de P son eigenvecto.res de A. Como. P es orto.go.nal, e~tos vectores 
co.lumna son orto.no.nnales (véase ,el ,teo.rema 2& ·de la 'sección 4~ 10), de modo que A tiene 
f! ejgenvectQres;orto.noJ1IDale,s. ¡!f , t 'Jf o Ilr ,,'H" 'o'', "', q' ~, , 

.¡ I • ~ ,1_ ,L t, ! \ I ¡ el 

b '* a). Supóngase que A tiene un co.njunto o.rtonormal de n eigenvecto.res , {PI> P2, ... , 

~n)';lyc¡¡no. \ se.)tP~}~Ia" , ~n I Ja",?e~9.s(r~GiÓH" qe. te.p~em~ .2" la \\mf\t~iz f ~que tien~)! e~t.q~ 
eigenvectores como co.lumnas diago.naliza a A. Debido. a que est9&\~ig~nxe¡;to.r,~s s9n R~t?\ 

no.rmales , P es ortogonal y, por tanto, diagonaliza o.rtogo.nalmente a A, I 
fI ... _'j/\),>,_f, r.,J :'lJ~ OllJ.H["pl-· 'te; J(~ (:, .!{ rp rt¿ ,r! ... i ... ~~ '1:) r! f"1 ",i' 'c ,J " ) 

En la demostración d, 1 triow na ~ ! S~ l in,1~c~ fl~e ,una,1l1atr,iz,A ¡de J:2 X n, ortc¡gQn~l
mente diagonalizable , es ortogonalmente diago.nalizada por cualquier matriz P de 11 X 'n 
cuyas columnas fo.rmen un co.njunto. o.rto.no.rmal de eigenvectores de A , Sea D la matriz 
diago.nal -, .. " 

j !.,;."- J I _ \- (t' . ' ~; . ," ¡.~. 

,,]' 1, / l) ':T,J: -1 Al? '1>:[ J' I _ 

Por tanto., 

A = PDP - 1 

í 1:; n1 

,.~ (} 1.1 

, \. \, f ( l' f"';; ) ,o[,¡n<, '( i::.. 'l'l~ j 'JI :W1J frUJ' 

~ :.lb . ~<i\\',1\ ~) mUJ' 1\ -1 = P, I?lt~!ug¡ '100 10' 

Po.r tanto, 

A' = (PDP')' = PD'P' = PDP' = A 

Una matriz con la propiedad de ' 
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se conoce como simétrica. Así entonces, se ha demostrado que una matriz ortogonal
mente diagonalizable es simétrica. La recíproca también es verdadera; sin embargo, se 
omite la demostración, ya que llevaría más allá del alcance de este texto. El siguiente 
teorema resume el análisis realizado hasta aquí: 

Teorema 6. Si A es una matriz de n X n, entonces las proposiciones siguientes son equi
valentes: 

a) A es ortogonalmente dÜlgonalizable. 
b) A es simétrica. 

Ejemplo 12 

La matriz 

es simétrica puesto que A = A t. 

- 4 
3 
O ~] 

Se verá ahora el problema de encontrar una matriz ortogonal P para diagonalizar 
una matriz simétrica. La clave es el teorema que se da a continuación, cuya demostración 
se encuentra al final de la sección. 

Teorema 7. Si A es una matriz simétrica, entonces los eigenvectores de eigenespacios 
diferentes son ortogonales. 

Como consecuencia de este teorema, se obtiene el procedimiento que se describe en 
seguida para diagonalizar ortogonalmente una matriz simétrica: 

Se debe aclarar la justificación de este procedimiento. En el teorema 7 se afirma que los 
eigenvectores de eigenespacios distintos son ortogonales, en tanto que la aplicación del 
proceso de Gram-Schmidt asegura que los eigenvectores obtenidos dentro del mismo eigen
espacio son ortonormales. Por consiguiente, el conjunto completo de eigenvectores 
obtenidos por este procedimiento es ortonormal. 

Ejemplo 13 

Hállese una matriz ortogonal P que diagonalice a 
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Sol~ción. La ecuación característica de A es 

[

i. -4 -2 
det(i.! - A) = det -2 i. - 4 

-2 -2 

-2] - 2 = (i. - 2)2(). - 8) = O 

i. - 4 

Así entonces, los eigenvalores de A son A = 2 Y A = 8. Por el método aplicado en el ejemplo 5, 
se puede demostrar que 

y 

forman una base para el eigenespacio correspondiente a A = 2. Al aplicar el proceso de 
Gram·Schmidt a {u¡, U2} se llega a los eigenvectores ortonormales (verifíquese) 

1 

-~ 1 J2 
I 

VI = 
J2 

y v2 = -~J O 

El eígenespacio correspondiente a A = 8 tiene a 

como base. Al aplic~r el proceso de Gram·Schmidt a{u3 }se obtie~e 

1 

J3 
1 

v3 = 
j3 
1 

J3 
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Por último, al utilizar VI , V2 Y V3 comQ vectores columna, se tiene 

1 1 

I i 16 13 
1 1 1 

P= 
/ 2 16 J3 
O 

2 1 

16 fi' . v 3 

la cual diagonaliza ortogonalmente a A. (Como comprobación, es posible que el lector 
desee verificar que pt AP es una matriz diagonal.) 

Se concluye esta sección enunciando dos propiedades importantes de las matrices 
simétricas. Se omiten las demostraciones. 

Teorema 8. 

a) La ecuación característica de una matriz simétrica A'sólo tiene raíces reales. 
b) Si un eigenvalor A de una matriz simétrica A se repite k veces, como una raíz de la 

ecuación característica, entonces el eigenespacio oorrespondiente a A tiene k dimen
siones. 

Ejemplo 14 

La ecuación característica de la matriz simétrica 

es 

3 100 O 

1 3 O O O 
A = O O 2 

O O 2 

O O 2 

de modo que los eigenvalores son A = 4, A = 1 y A = 2, en. donde A = 4 y A = 1 están repe
tidos dos veces y A = 2 ocurre una vez. Por tanto, los eigenespacios 'correspondientes á ~ 
= 4 Y A = 1 son bidimensionales y el eigenespacio que corresponde a A = 2 es unidimen
sional. 

OPCIONAL 

Demostración del teorema 7. Sean Al y A2 dos eigenvalores diferentes de la matriz simé
trica A de n X n y supóngase que 
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y 

son los eigenvectores correspondientes. Se desea demostrar que 

Dado que V¡ t V2 es una matriz de n X n que tiene a <VI. V2> como su único elemento, se 
puede completar la demostración al demostrar que <VI t V2 > = O. 

Ya que V¡tAV2 es una matriz de 1 X 1 y , evidentemente, toda matriz de 1 X 1 es 
simétrica, 

v¡'Av2 = (v¡'Av 2Y 
= vz'A'v¡ (por una propiedad de la transpuesta ; véase la sección 2.3) 

= v2'Av¡ (supuesto que A es simétrica) 

También, 

y 

De donde, 

.o bien, 

v2'Av¡ = vz'l. ¡v¡ = y, ¡v2'v¡ 

= ), ¡(v2'v¡)' = ), ¡v¡ tv2 

Supuesto que A¡ =1= A2, s~ concluye que V¡ t V2 = O. 

EJERCICIOS 6.3 

1. Aplique el inciso (a) del te.orema 8 para enc.ontrarlas dimensi.ones de l.os eigenes
pacios de las matrices simétricas siguientes: 

a} [ ~ ~ J b) [~ ~ - : - ~l 
2 -2 -2 

http://libreria-universitaria.blogspot.com



324 EIGENVAlORES y I;IGENVECTORES 

,{ :1 [: 
O 

:1 d) 3 

3 

,) fi 
4 O 

~J nU 
4 O 

jJ 
-3 

4 O 5 O -3 

O O O -2 
O O 1 O "3 

En los ejercicios 2-9, halle una matriz P que diagonalice ortogonalmente a A y de
termine F - 1 AP. 

~. A = G ~J 3. A = [3~3 3,;3J 
-1 

r -J O -3~] 
[-7 24J 5. A = l ~ -3 

4. A = 
24 7 -36 O -23 

U ~[: 
1 

:] 7 A+~ 
- 1 -1] 1 2 ~ 1 

O - 1 - 1 2 

• A ~r; 
1 O 0J f 5 

-2 O 

-~J 3 O O -2 2 O 

O O O 9. A = ~ O 5 

O O O O -2 

10. Halle una matriz que diagonaliza ortogonalmente a 

[ : : J 

en donde b =1= O. 

11 . Se dice que dos matrices de n X n, A y B, son ortogonalmente semejantes si 
existe una matriz ortogonal P tal que B = p - 1 AP. Demuestre que si A es si
métrica y A Y B son ortogonalmente semejantes, entonces B es simétrica. 

12. Pruebe el teorema 7 para matrices simétricas de 2 X 2. 

13. Pruebe el teorema 8a para matrices simétricas de 2 X 2. 

EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS 

1. a) Demuestre que si 0< fJ < 7T, entonces ) 
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A = [COS O 
sen O 

-seno] 
cos O 

no tiene eigenvalores y , como consecuencia, no tiene eigenvectores. 

325 

b) Considerando la transformación lineal de la multiplicación por A, dé una 
explicación geométrica del resultado que se obtiene en (a) . 

2. Halle Íos eigenvalores de 

3. a) Demuestre qUe si D es una matriz diagonal con elementos no negativos en 
la diagonal principal, entonces existe una matriz S tal que S2 = D. 

b) Demuestre qtie si A es tina mattíz diagortalizable con eigenvalores no nega
tivos, entonces existe una matriz S tal que S2 = A . 

e) Halle una matriz S tal que $2 = A , si 

[
1 3 1] 

A = ° 4 5 
O O 9 

4. Pruebe : Si A es una matriz cuadrada, entonces A y A t tienen los mismos eigen
valores. 

5, Pruebe : Si A es una matriz cuadrada y p(X) = ~et (Al - A) es el polinomio ca
racterístico de A, entonces el coeficiente de X n - 1 en p (X) es el negativo de la 
traza de A (véase el ejercicio 15 de la secciórt6.1 en relación cón la terminología). 

6. Pruebe: Si b *' 0, entonces 

no es diagonalizable. 

7. En el álgebra lineaÍ avanzada se prueba el teOrema de Cayley-Hamilton, el cual 
afirma que una matriz cuadrada A satisface su ecuación característica; es decir, si 

es la ecuación característica, entonces 

Verifique este resultado para: 

(a) A = G ~] 
1 

O 

-3 !] 
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En los ejercicios 8 al 10 aplique el teorema de Cayley-Hamilton, enunciado en 
el ejercicio 7. 

8. Use los resultados del ejercicio 15 de la sección 6.1 para probar el teorema-de 
Cayley-Halmilton para las matrices de 2 X 2. 

9. El teorema de Cayley-Hamilton proporciona un método para calcular potencias 
de una matriz. Por ejemplo, si A es una matriz de 2 X 2, con ecuación caracte
rística. 

entonces Col + c¡A + A 2 = O, de modo que 

Al multíplicar todo por A da A 3 = - c'¡ A 2 - coA, lo cual expresa A 3 en térmi
nos de A 2 Y A, Y al multiplicar todo por A 2 se obtiene A 4 = - c¡A 3 - CoA 2, 

que expresa A 4 en términos de A 3 Y A 2. Continuando de esta manera, se pue
den calcular las potencias sucesivas de A, expresándolas simplemente en térmi
nos de potencias lnferiores. Utilice este procedimiento para calcular 

y 

para 

10. Use el método del ejercicio precedente para calcular A 3 Y A 4 si 

11. Demuestre que 

tiene 

1 

O 
-3 

A = [: :J 

!l 

a) dos eigenvalores distintos si (a- d)2 + 4bc > O; 
b) un eigenvalor si (a - d)2 + 4bc = O; 
c) ningún eigenvalor si (a -d)2 + 4bc < O. 

12. a) Demuestre que si A es una matriz de n X n, entonces el coeficiente de "An 

en el polinomio característico de A es 1. (Un polinomio con esta propie
dad se conoce como mónico.) 

b) Demuestre que la matriz 
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10 O O O - eo 

l: 
O O O - el 

O O - e2 

O O - ( n - 1 

'* tiene el polinomio característico peA) = Co + CI A + . . . + Cn _ 1 )n - 1 

+ An. Esto indica que todo polinomio mónico es el polinomio caracte
rístico de alguna matriz. La matriz de este ejemplo se denomina matriz 
acompañante de p (A). (Sugerencia. Evalúe todos los determinantes del 
problema, sumando un múltiplo del segundo renglón al primero, para intro
ducir un cero en el lugar superior de la primera columna y, a continuación, 
desarrollando en términos de cofactores a lo largo de la primera columna.) 

c) Halle una matriz con polinomio característico peA) = 1 - 2A + A2 + 3~3 
+ A4

• 
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7 
Aplicaciones 

7.1 APlICACION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 

Muchas leyes de la física, quúnica, biología y economía se expresan en términos de 
ecuaciones diferenciales, es decir, ecuaciones que comprenden funciones y sus derivadas. 
El pfopósito de esta sección es ilustrar una manera en la que es posible aplicar el álgebra 
lineal para resolver ciertos sistemas de ecuaciones diferenciales . Esta sec.ción no es amplia, 
pero debe servir para convencer al lector respecto a que el álgebra lineal tiene aplicaciones 
sólidas . 

Una de las ecuaciones diferenciales más sencillas es 

y' = ay (7.1) 

en donde y = {(x) es una función desconocida que se debe determinar , y' = dy fdx es su 
derivada y a es una constante . Como la mayoría de las ecuaciones diferenciales, (7.1) tie
ne una infmidad de soluciones,. las cuales son funciones, en este caso, de lá forma 

(7.2) 

en donde c es una constante arbitraria. Cada función de este tipo es una solución de y' = ay 
dado que 

y' = caeax = ay 

Inversamente, toda solución de y' = ay debe ser una función de la forma ceOX (ejercicio 
7), de modo qúe (7.2) describe todas las soluciones de y' = ay. A (7.2) se le da el nombre 
de solución general de y' = ay. 

A veces el problema físico que genera una ecuación diferencial impone alguna con
dición agregada que permite aislar una solución particular a partir de la solución general. 
Por ejemplo, si se requiere que la solución de y' = ay satisfaga la condición agregada 

y(O) = 3 (7.3) 

329 
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es decir , y = 3 cuando x = O, entonces, al sustituir estos valores en la solución general 

y = cell x , se obtiene un valor para c, a saber 

Por tanto, 
3 = ceo = c 

y = 3eax 

es la única solución de y ' = ay que satisface la condición agregada . Una condición, como 
la (7.3), que especifica el valor de la solución como la (73), que especifica el valor de la 
solución en un punto se conoce como condición inicial, y el problema de resolver una 
ecuación diferencial sujeta a una condición inicial se denomina problema con valor inicial. 

En esta sección se considera la resolución de sistemas de ecuaciones diferenciales 
que tienen la forma 

/1 = all Y1 + a12Y2 + ... + a1"y" 

y~ = a21 Y1 + a22Y2 + . .. + a2"y" 
(7.4) 

en donde Y1 = 11 (x), Y2 = 12 (x), ... 'Yn = In (x) son funciones que van a determinarse y 
las a¡¡ son constantes . En notación matricial , (7 .4) se puede escribir 

0, más brevemente, 

Ejemplo 1 

a) Escnbase el sistema 

en notacion matricial . 
b) Resuélvase el sistema. 

l<lj ra11 Y2 a21 
· . · . · . 

y~ a"l 

Y' =AY 

/ 1 =, 3Y1 

y~ = -2Yz 

y~ = 5Y3 

a

1
"j lY1j ~2 " .~: 2 

a"" .Y n 

c) Hállese una solución del sistema que satisfaga las condiciones iniciales y 1 (O) = 1, 
Y2 (O) = 4 Y Y3 (O) ° - 2 - . 
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Solución a). 

n r O 

~W:l . ~~ = ~ -2 
O 

(7.5) 

o bien , 

Y' ~ [~ 
O 

~] Y 
-2 

O 

b) Debido a que cada ecuación comprende sólo una función desconocida, se puede resol
ver cada una por separado. De (7 .2) se obtiene 

o , en notación matricial , 

Y¡ = c¡e 3x 

Y2 = c2e - 2x 

Y3 = c3e5x 

c) A partir de las condiciones iniciales dadas , se obtiene 

1 = y ¡(O) = c¡eo = c¡ 

4 = yz(O) = c2eo = C2 

- 2 = Y3 (O) = C3eo = C3 

de modo que la solución que satisface las condiciones iniciales es 

o , en notación matricial, 

[

y ¡] I e

3 X

] 
y = Y2 = l 4e -

zx 

V · _ 2e5 x 
_ 3 

El sistema de este ejemplo fue fácil de resolver porque cada ecuación comprendía 
sólo una función desconocida, y éste fue el caso porque la matriz de coeficientes (7.5 ) 
para el sistema fue diagonal . ¿Pero cómo manejar un sistema , 
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Y' = AY 

en el cual la matriz A no sea diagonal? La idea es sencilla : Inténtese hacer una sustitución 
para Y que conduzca a un nuevo sistema con una matriz diagoñal de los coeficientes; 
resuélvase este nuevo sistema más sencillo y , a continuación , úsese esta solución para 
determinar la del sistema original. 

La clase de sustitución que se tiene en mente es 

o , en notación matricial , 

o, más brevemente, 

Y I = PIIU 1 + P12UZ + ... + Pl"U" 

YZ = P21 U I + PZZU Z + .. . + P2"U" 

f Yl j fPll e ~ ~:: 
PIZ 

P22 

P,,2 

Y = PU 

PI,,] lUlj' P 2" lI z 

~"II ~I" 

(7.6) 

En esta sustitución, las Pi¡ son constantes que deben determinarse de tal modo que el 
nuevo sistema qUe comprenda las funciones desconocidas u 1 ,uz , ... , Un tenga una matriz 
diagonal de los coeficientes . Se deja como ejercicio para el estudiante derivar cada una de 
las ecuaciones en (7.6) Y deduCir que 

Y' = PU' 

Si se hacen las sustituciones Y = PU y y' = PU' en el sistema original 

Y' = AY 

y.si se supone que Pes inversible , se obtiene 

PU' = A(PU) 

o bien, 

o bien , 

U'= D U 
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en donde D = p-1 AP. Ahora queda claro cómo elegir P; si se desea que la nueva matriz de 
los coeficientes D sea diagonal, se debe elegir P como una matriz que diagonalice a A. 

Esto sugiere el procedimiento que sigue para resolver un sistema 

Y' = AY 

con una matriz A de los coeficientes que sea diagonalizable: 

Ejemplo 2 

aj Resuélvase 

/ 1 = YI + Y2 

Y~ = 4YI - 2Y2 

b j Hállese la solución que satisfaga las condiciones iniciales y 1 (O) = 1, Y2 (O) = 6. 

Solución aj . La matriz de los coeficientes para el sistema es 

Como se analizó en la sección 6.2, A será diagonalizada por cualquier matriz P cuyas co
lumnas sean eigenvectores linealmente independientes de A. Dado que 

det(1.J - A) = 
1

/ , - 1 

-4 
. - 1

2
1 = A2 + 1, - 6 = (1, + 3)(/. - 2) 

I~ + 

los eigenvalores de A son A. = 2, A. = -3. Por definición, 

[xlJ x = 
x 2 

es un eigenvector de A correspondiente a A. si y sólo si x es una solución no trivial de 
(/J - A)x = 0 , es decir, de 

[
l. - 1 -1 J [x 1 J [OJ 

- 4 l. + 2 X2 - O 
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Si A. = 2, este ~ist,ema se convierte en 

[ 1 - 1J [x lJ = [OJ 
-4 4 Xz ° 

Al resolverlo. da 

X l = t , .\z = t 

de modo que 

Por tanto , 

es una base para el eigenespacio correspondiente a A. = 2. De manera análoga, el lector 
puede demostrar que 

es una base para el eigenespacio correspondiente a A. = -3. Por tanto, 

diagonaliza a A y 

Por tanto , la sustitución 

y = PU 

conduce al nuevo " sistema diagonal" 

Con base en (7 .2 ), la solución de este sistema es 

[{ 1 = (' 1 (' 2.\' 

11 2 = ('2 e Jx 

y 

ó 

Y' = PU' 

ó 
U'1 = 2u 1 

u ~ = - 3uz 

[

e ('2.\ .1 

U = 1 J e
2
e - 3.\ 
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de modo que la ecuación Y = PU proporciona como la solución para Y 

o bien, 

y , = c,ezx - ,tcze- 3x 

)'z = c,e h + cze- 3x 

, b) Si se sustituyen las condiciones iniciales dadas en (7,7), se obtiene 

Al resolver este sistema'se óbtiene 

e, - ,tc2 = 
c , + C2 = 6 

ez = 4 

de modo que, por (7.7), la solución que satisface las condiciones iniciales es 

)' , = 2e h _ e - 3x 

J'2 = 2e2x + 4e- 3x 

335 

(7,7) 

En esta sección se ha supuesto que la matiiz de los coeficienfes de y' = A Y es dia
gonalizable , Si este no es el caso , es necesario aplicar otros métodos para resolver el sis
tema, Los métodos de este tipo se estudian en textos más avanzados, 

EJERCICIOS 7.1 

1. a) Resuelva el sistema 

/1 = .\"1 + 4.\"2 

.\"~ = 2.\"1 + 3\"2 , 

b) Halle la solución que satisfaga las condiciones iniciales y , (O) = O, Y2 (O) = O, 

2. a) Resuelva el sistema 

.r'1 = .\"1 + 3\"2 

.I'~ = 4\'1 + 5\'1 

b) Halle la solución que satisfaga las condiciones y, (O) = 2, y; (O) = 1 

3. a) Resuelva el sistema 

Y'2 = - 2\" 1 + .\'2 ' 

,.-:, = -2.\"1 + .\'3 
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b ) Halle la solución que satisfaga las condiciones iniciales y ¡(O) = -l. Y2 (O) = 
1. Y3 (0)=0. 

4. Resuelva el sistema 

y'l = 4YI + 2Y2 + 2y, 

yí = 2YI + 4Y2 + 2Y3 

Y3 = 2YI + 2Y2 + 4Y3 

S. Resuelva la ecuación diferencial y" - y' - 6y = O. (Sugerencia.) Haga Y1 = 
Y • Y2 = y' Y. a continuación. demuestre que 

/\ = Y2 

yí = y" = / + 6y = y'\ + 6YI = 6y\ + Y2 

6. Resuelva la ecuación diferencial y" , - 6y" + 11Y' - 6y = O. (Sugerencia. Haga 
YI = Y.Y2 = y'.Y3 = y " Y. a continuación. demuestre que 

y'l = Y2 

Y'2 = Y3 

Y3 = 6YI - llY2 + 6Y3 ' 

7. Pruebe que toda solución de y' = ay tiene la forma Y ::; ceax . (Sugerencia . Sea y = 
f(x) una solución y demuestre que f(x)e -¡¡x es constante.) 

8. Pruebe que si A es diagonalizable y 

y = r~:j 
)1" 

satisface y' = A Y. entonces cada y ; es una combinación lineal de eA1x • eA2x • .. .. 

eAnx • en donde Al • A2 ..... An son eigenvalores de A. 

7.2 APLlCACION A PROBLEMAS DE APROXiMACION; SERIES DE 
FOURIER 

En muchas aplicaciones se tiene interés en encontrar la mejor aproximación posible sobre 
un intervalo. para una función f. por medio de otra función que pertenece a alguna clase 
especificada; por ejemplo: 

a). Halle la mejor aproximación posible para eX sobre [O. 1 l. por medio-de un 
polinomio de la forma ao + a 1 x + a2 X2 . 

b ) Halle la mejor aproximación posible para sen 1TX sobre [-l. 1], por medio de 
una función de la forma ao + a \ eX + a2 e?- X + a3 e3 x . 

e) Halle la mejor aproximación posible para Ix I sobre [O . 21Tl. por medio de una 
función de la forma ao + a \ sen x + a2 sen 2x + b 1 COS X + b2 cos 2x. 
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Fi8Ura 7.1 

Obsérve que en cada uno de estos ejemplos, las funciones de aproximación se extrajeron 
de algún subespacio del espacio vectorial C[a /J] (funciones continuas sobre [a , b D. En el 
primer ejemplo , fue el subespacio de qo, 1] generado por 1, x y X 2 ; en el segundo ejem· 
plo , fue el sub espacio de q -1, 1] generado por 1, ex , e2 x y e3 x ; y, en el tercer ejemplo, 
fue el sub espacio de qo, 21T] generado por 1, sen x, sen 2x , cos x y cos 2x. Por tanto, 
cada uno de estos ejemplos enuncia un problema de la forma siguiente : 

Problema de aproximacióri. Hállese la mejor aproximación posible sobre [a, b] para una 
funCión dada f , utilizando únicamente aproximaciones tomadas de un sub espacio espe· 
cificado W de qa , b] . 

Para resolver este problema es necesario tomar el término "la rriejor aproximación 
posible sobre [a , b]" de manera más precisa. Intuitivamente, la mejor aproximación posi· 
ble sobre [a , b] es aquélla que produzca él menor error . ¿Peto qué se entiende por "error"? 
Si sólo se tuviese interés en la aproximación de [(x) en un sólo punto xo , entonces el error 
en X o por una aproximacióng(x) sería simplemente 

error = !f(-,o) - g(xo)! 

a io que a veces se denomina 'desvwción entre [ y g en Xo (figura 7.1.). Sin embargo, se 
tiene interés en la aproximacióri sobre un intervalo completo [a, b), no en un solo punto . 

Como cohsecueriéia, es pOsible qile eh una parle del intervalo, una aproximación 
g¡ (x) tenga desviaciones meriores respecto de [que una aproximación g2 (x), yen otra 
parte del intervalo podría suceder lo contrario. ¿Cómo se decide cuál es la mejór aproxi
rriación global? Lo que se necesita es alguna manera de medir el error global en una apro
ximación g(x). Una medida posible del errór global. se obtiene integrándo la desviación 
!f(x) - g(x) I sobre todo el intervalo; es decir,. 

erro r = J~h V(x) - O(x) ! dx 
11 

(7.8) 

Geométricamente , (7 .8) es el área entre las gráficas de [(x) y g(x) sobre el intervalo [a, b] 
(figura 7.2); entre mayor sea el área, mayor será el error global. 

Aun cuando (7 .8) es natural y geométricamente atractiva, la presencia de un signo 
de valor absoluto es lo suficientemente incómoda en los cálculos, que la mayoría de los 
matemáticos y científicos por lo general se inclinan por la siguiente medida alternativa del 
error, conocida como error cuadrático medio, 

http://libreria-universitaria.blogspot.com



338 APLICACIONES 

fiaun7.2 

El error cUadrático medio tiene la ventaja adicional de que permite trasladar la teoría de 
los espacios de productos interiores hacia los problemas de aproximación. Para ver en qué 
forma sucede esto, considérese el producto interior 

rb . ( r, g) = Ja f(x)q(x)dx 

sobre el espacio vectorial (la, b]. Con este producto interior, 

Ilr - gl1 2 = (r - g, f - g) = rb 
[I(x) - q(x)]Z lix J, 

, 
(7.9) 

en el que se afirma que el error cuadrático medio , que resulta de aproximar f por g sobre 
[a , b], es el cuadrado de la distancia entre f y g, cuando estas funciones se conciben como 
vectores en (la, b], con el producto interior (7.9). Así entonces, una aproximación g , 

tomada de un sub espacio W de (la, b], minimiza el error cuadrático medio si y sólo si mi
n.imiza Ilf - g 11 2 

, o bien, de modo equivalente , si y sólo si minimiza Ilr - gil. En' po
cas palabras, la aproximación g en W que minimiza el error cuadrático medio es el vector 
g en W más próximo a f, utilizando el producto interior (7.9) . Per? ya se sabe qué es vec
tor g; es la proyección ortogonal de f sobre el subespacio W (teorema 23, sección 4.9) . 
Véase la figura 7.3. En resumen, se tiene el siguiente resuHado: 

( 

f = función enc[a,bl 
que debe aproximarse 

W = espacio vectorial de fun
ciones de aproximación 

Figura 7.3 
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Solución del problema de mínimos cuadrados. Si f es una función continua sobre [a, b] Y 
W es un espacio con dimensión finita de C[a, b], entonces la función g en W que minim~a 
el error cuadrático medio 

f [{(xl - g(X)J2 dx 

es g = proYw f, la proyección ortoganal de f sobre W, en relación con el producto interior 
(7 .9) . La función g = proyw f se conoce como aproximación de los mínimos cuadrados 
para f tomada de W. 

Series de Fourier 

Una función de la forma 

t(xl = Co + c) cos x + C2 cos 2x + ... + en cos nx 

+ d) sen x + d 2 sen 2x + .. . + dn sen nx (7.10) 

se conoce como polinomio trigonométrico; si en y dn no son ambos cero, entonces se 
dice que t(x) tiene orden n. 

Ejemplo 3 

t(x) = 2 + cos x - 3 cos 2x + 7 sen 4x 

es un polinomio trigonométrico con 

Co = 2. e) = 1. C2 = -3, d) = 0, d2 = O, d3 = 0, d4 = 7 

El orden de t(x) es 4 . 
Resulta evidente , por lo expresado en (7.1 O), que los polinomios trigonométricos 

de orden n o menos son las diversas combinaciones lineales posibles de 

1, cos x, cos 2x, . . . , cos nx, sen x, sen 2x, ... , sen nx (7.11 ) 

Por tanto, los polinomios trigonométricos de orden n o menos forman un sub espacio W 
del espacio vectorial de funciones continuas; a saber, el sub espacio generado por las 2n + 1 
funciones enumeradas en (7.11). Se puede demostrar que estas funciones,son linealmente 
independientes y, como consecuencia, forman una base para W. 

Considérese el problema de encontrar una aproximación para una función continua 
f(x) sobre el intervalo [O, 21T], por medio de un polinomio trigonométrico de orden n o 
menor. Como se hizo .notar antes , la aproximación de mínimos cuadrados para f, tomada 
de W, es la proyección ortogonal de f sobre W. Para hallar esta proyección ortogo
nal, es necesario encontrar una base ortonormal go ,g¡ , .. , ,g2 n para W, después de lo cual 
es posible calcular la proyección ortogonal sobre W, a partir de la fórmula 

(7.12) 
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(véase el teorema 20 de la sección 4 .9 ) . Se puede obtener una base ortonormal pára W, 
aplicando el proceso de Gram- Schmidt a la base 7.i 1), utilizando el producto irlteridr 

r27t 
( u, v) = J o u(x)L"(x)dx 

Esto conduce (ejercicio 6) a la base ortonormal 

1 1 
go = -=. g¡ = -= cos x, . .. , gil = -= COS I1X, 

-y 2n \i n -y' n 

gn + ¡ = ---;::::- Sen x, ... , g 21l = -= sen I1 X (7.13) 
'\In yn 

Si se introduce la notación 

entonces, al sustituir (7.13) en (7.12), se obtiene 

ao Proyw f = 2 + [al cos x + . , . + a ll cos nx] + [h¡ sen x + ' .. + !J1l sen I1X] 

en donde 

2 2 i 27t 1 1 i 27t ao = Fe ( f, go) = ¡;c j'(x) ¡;c dx = - [(x) dx 
'\1 2n '\1 2n o '\1 2n n o 

1 f ' 1 S 27t 1 1 S 27t ' a¡ = ,c(, g¡ ) =--;= [(X) - r;;cosxdx = - j(x)cosxdx 
'\In yn o \in n o 

1 1 i 27t 1 1 i 27t , . 
an = r::- ( f, gn ) = r:: f (x ) r.:: cos nx dx = - j (x)cos nx dx 

'\In '\In o '\In n o 

1 1 i27t 1 1 i 27t b¡ = r.:: ( f, gn + ¡) = r:: f (x) r::- sen x d~x = - ! (x ) sen x dx 
'\In '\I n o '\In n (J 

, 1 1 i2 7t 1 1 i27t 
b" = r::: ( f, g2n ) = r.:: f(x) r= sen nx dx = - !(x) sen nx dx 

'\In '\In o '\In n o 

http://libreria-universitaria.blogspot.com



S~RIES DE FOURIER 

En pocas palabras, 

ak = ~ rln 
f(x)cos kx dx, 

n Jo 
1l2rr bk = - f(x) sen kx dx 
n o 

Los números ao , ~I , ... , an, b 1, ... ,Pn ~e denominan coejiciertes de Founer* de f. 

Ejemplo 4 

341 

Hállese la aproximación de mínimos cuadrados de [(x) = x sobre [O, 21T], por medio de 

a) un polinomio trigonométrico de orden 2 o menor 
b) un polinomio trigonométrico de orden n o menor. 

Solución. 

1 llrr f' 1 llrr ao = - , (xlii., = - xdx = 2n 
nOn o 

Para k = 1, 2, . ~. , la integración por partes conduce a ( verifíquese): 

1 l lrr 1 ll rr ak = - f(xlco$ kx dx = - x cos kx dx = O 
nO ' n o 

1 l )rr 1 lln 2 bk = - - ((xl sen kx dx = - x sen kx dx = --k 
nO' nO "" 

(7. 14) 

Por tanto, la aproximación de mínimos c\ladrados PaJa x sobre [O , 21T], por medio de un 
polinomio trigonométrico de orden 2 o menor es " 

aO ,\ :::: -, + al cos S + al cos 2s + b I sen x + b 2 sen 2x 

o bien. con base en (7.14), 

s ~ Tí - 2 ~n s - ~I1 2x 

b) La aproximación de mínimos ~uadradQs p~ra ~ sobr~ [O, 2rr], por !l1edio de un polino
mio trigonométrico ~e orden n o menor es 

ao 
s:::: -, + [al CO~ x + ," + (/" cos IISJ + [b l sen s + .. , + bn sennx] 

* Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 - 1830) - matemático y físico francés . Fouríer descubrió las series 
q1Je llevan su Ilompre y las ideas relacionadas ~ trabajar cpn problemas de dif1JSión del calor. Este 
descubrimiento es uno de los más trascendentllles en la 'historia de las Matemáticas ; es la piedra angular 
de muchos campos de investigación matemática y u~a herramienta' básica en muchas ramas de la inge
niería. 

rourier , político activista durante la Revolución Francesa, pasó mucho tiempo en la cárcel por 
defender a muchas víctimas dur~te la Epoca del Terror. Final!nelÍ~e se' col1virtió en 1JIl amigo predi
lecto de Napoleón, quien lo nombró tanto Barón como Conde. 
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o, por (7.14), 

x ~ n - 2 sen x + - - + - - + ... + --
(

sen 2x sen 3x sen nx) 
2 3 n 

Resulta obvio esperar que el error cuadrático medio disminuya a medida que se au
menta el número de términos en la aproximación de mínimos cuadrados 

a n 

f(x) ~ )0 + ¿ (a k cos kx + bk sen kx) 
- k = 1 

Se puede probar que el error cuadrático medio tiende a cero conforme n ~ + 00; esto se 
denota escribiendo 

a "fe 

f(x) = ~ + ¿ (a k cos kx + bk sen kx) 
2 k = l . 

El segundo miembro de esta ecuación se denomina serie de Fourier para f. Las series de 
este tipo tienen importancia primordial en ingeniería , ciencias y matemáticas. 

EJERCICIOS 7.2 

l. Halle la aproximación de mínimos cuadrados de [(x) = 1 + x sobre el intervalo 
[O, 21T] por medio de 

a) un polinomio trigonométrico de orden 2 o menor; 
b) un polinomio trigonométrico de orden n o menor. 

) 

2. Encuentre la aproximación de mínimos cuadrados de [(x) = X2 sobre el inter
valo [O, 21T] por medio de 

a) un polinomio trigonométrico de orden 3 o menor; 
b) un polinomio trigonométrico de orden n o menor. 

3. a) Halle la aproximación de mínimos cuadrados de x sobre el intervalo [O, 1], 
por medio de una función de la forma a + bex . 
b) Encuentre el error cuadrático medio de la aproximación. 

4. a) Determine la aproximación de mínimos cuadrados de eX sobre el intervalo 
L U, 11. por medio de un polinomio de la forma ao + al x. 
b) Halle el error cuadrático medio de la aproximación. 

S. a) Encuentre la aproximación de m ínimos cuadrados de sen 1TX sobre el intervalo 
[-1,1], por medio de un polinomio de la formaao + a¡x + a2x2. 

b) Halle el error cuadrático medio de la aproximación. 

6 , Aplique el proceso de Gram-Schmidt para obtener la base o.rtonormal (7.13), a 
partir de la base (7.11). 
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7. Lleve a cabo las integraciones que se dan en (7.14). 

8. Halle la serie de Fourier de [(x) = 1T - x. 

7.3 FORMAS CUADRATICAS;.APlICACION A LAS SECCIONES CONICAS 

En esta sección se aplican los resultados obtenidos acerca de las transformaciones 0rtOgo-
nales de coordenadas, para el estudio de las ecuaciones cuadráticas, las formas cuadráticas 
y las secciones cónicas. Las formas cuadráticas surgen en una diversidad de problemas im
portantes referentes a áreas tan diversas como las vibraciones , la relatividad, la geometría 
y la estadística. 

Una ecuación de la forma 
a.\2 + 2hs\' + cr 2 + d.\ + e\' + I = O (7.15) 

en donde a, b," ... , f son números reales, y al menos uno de los números a, b, c no es cero, 
se denomina ecuacion cuadrática en x y y; la expresión 

se llama forma cuadrática asociada. 

Ejemplo 5 

En la ecuación cuadrática 

3.\2 + 5.\.1' - 7.1'2 + 2.\ + 7 = O 

las constantes que se mencionan en (7.15) son 

Ejemplo 6 

a = 3 e = -7 

Ecuación ~uadrática 

3.\2 + 5.n - 71'2 + 2.\ + 7 = O 

4.\2 - 5r2 + 8.1' + 9 = O 

.n+r=O 

d=2 e= O f=7 

Forma cuadrática asociada 

J,2 + 5xy - 7.v2 

4.\2 _ 5.\'2 

.\.1' 

Las gráficas de las ecuaciones cuadráticas en x y y se llaman cónicas o secciones cóni
cas. Las cónicas más impo~tantes son las elipses, los círculos, las hipérbolas y las pa
rábolas; se dice que éstas son cónicas no degeneradas. Las cónicas restantes se califican 
como degeneradas e incluyen puntos aislados y parejas de rectas (véase ejercicio 13). 

Se dice que una cónica no degenerada se encuentra en posición estandar, con relación 
a los ejes de coordenadas, si su ecuación se puede expresar en una de las formas dadas en 
la figura 7 .4. 
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(_-:c.:k,--"O~) HH~~x (-k, O) 
X2 y2 (k, O) 
k2 -+ r = 1; k, 1 > O 

(Elipse o círculo) 

(Hipérbola) 

(Hipérbola) 

y2 = kx 
(Parábola) 

X2 = kv 
(Parábola) 

(0, -/) 

k<l 

k>O 

k> O 

Figura 7.4 

APLlC~CIONfOS 
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Ejemplo 7 

La ecuaciQn 

X2 y2 X2 y2 

4 + "9 = 1 es de la forma k2 + F = 1 con k = 2, 1 = 3 

Por tanto, su gr~fica es una elipse en la posición estándar, la cual se interseca con el eje x 
en (-2, Q) y (2, Q), y se interseca con el eje yen (O, -3) Y (0, 3). 

La ecuación X2 - 8y2 = -16 se puede reescribir como y2 /2 - X2 / 16 = 1, la cual es 
de la formay2 /k 2 - X2 /[2 = 1 con k = v'2, 1 = 4. Así entonces, Su gráfica es una hipérbola 
en posición estándar que se interseca con el eje y en (O , - v'2) y (O, v'2). 

La ecuación 5x2 + 2y = ° se puede volver a escribir como X2 = -ty, la cual es de 
la forma X2 = ky con k = -}. Dado que k < 0, ~u gráfica es una parábola en posición e~
tándar que se abre hacia abajo. 

Obsérvese que niflguna cónica en posición estándar tiene término en xy (conocido 
como término de producto cruzado) en su ecuación; la presencia de un término xy, en la 
ecuación de una cónica degenerada, indica, que tal cónica está girada respecto a su posi
ción estándar (figura 75a). También, ninguna cónica en posición estándar tiene tanto un 
término en X2 como en x, o bien, uno en y2 yen y. Si no existe término de producto cru
zado, la presencia de cu~lquiera de estos dqs pareS de términos en la ecuación de una cóni
ca no degenerada indica que tal cónica está trasladada respecto a su posición estándar 
(figura 7 5b). 

Una técnica para identificar la ~ráfica de una cónica nQ degenerada, que no se 
encuentra en la posición estándar, consiste en hacer girar y trasladar los ejes de coordena
das xy, para obtener un sistema de coordenadas x'y', con relación al cual la, cónica esté 
en la posición estándar. Una vez que se hace lo anterior , la ecuación de la cónica en el sis
tema x'y'tend~á una de las formas dadas en la figura 7.4 y , por consiguiente, es posible 
identifica,rla con fac~ifla(:l. 

Ejemplo 8 

Dado que la ecuación cuadrática 

2x: + y2 - 12x - 4 y + 18 = O 

contiene térmÍ!lOs en X2 ,x,y2 y y, pero ningún término con producto cruzado, su gráfic'! 
es una cónica que está trasJadada respecto de la posición estándar, pero no está gir,!da. 

Cl~ 
% 

(a) (b¡ (e ) 

F~Qra 7.5 (a) Girada. (l;) T~asladada. Ce) Girada y trasladada. 
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Esta cónica se puede llevar a la posición estándar, trasladando apropiadamente los ejes de 
coordenadas. Para hacerlo, agrúpense primero los términos en x y y. Esto conduce a 

(2.'(2 - 12x) + (l - 4y) + 18 = O 
o bien, 

2(x 2 
- 6x) + (y2 - 4y) = - 18 

Al completar los cuadrados* en las dos expresiones que están entre paréntesis, se obtiene 

2(x 2 
- 6x + 9) + (y2 - 4y + 4) = -18 + 18 + 4 

o bien, 

2(, - W + (y - 2)2 = 4 (7.16) 

Si se trasladan los ejes de coordenadas por medio de las ecuaciones de traslación 

, ' = x - 3 y' =y-2 

(ejemplo 3 de la sección 3.1), entonces (7.16) queda 

o bien, 

que es la ecuación de una elipse en posición estándar, -en el sistema x'y'. En la figura 7 .6 
se tiene un esquema de esta elipse. 

y 

Figura 7.6 

*Para completar el cuadrado en una expresión de la forma x2 + {Jx, se suma y se resta la constante 
(p/2)2 para obteRer 

,' é l)' ~_\ ' + I )' + (~y -el' = (\ + ~y rey 
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Ahora se considera la identificación de las cónicas que están giradas respecto a la 
posición estándar. En el resto de este texto se sigue una convención estándar de omitir los 
corchetes en todas las matrices de 1 X 1. Por tanto, el símbolo 8 puede denotar el número 
8, o bien, la matriz de 1 X. 1 cuyo elemento es el número 8. Siempre será posible enten
der, por el contexto, cuál es el significado. Con esta convención, (7 .15) se puede escribir 
en la forma matricial 

o bien, 

X ' Ax + Kx + f = O (7.17) 

en donde 

A=[: ~] K = [d e] 

En esta notación , la forma cuadrática asociada con (7.17) es 

x!Ax 

La matriz simétrica A se denomina matriz de la forma cuadratica xtAx. 

Ejemplo 9 

Las matrices de las formas cuadráticas 

3X2 + 5xy + 7)/ y 

son 

y 

Considérese una cónica e con la ecuación 

X' Ax + Kx + f = O (7.18 ) 

Ahora se demostrará que es posible hacer girar los ejes de coordenadas xy de modo que 
en la ecuación de la cónica, en el sistema de coordenadas x'y', no tenga término con pro
ducto cruzado. 

Paso l. Se halla una matriz 

p = [PII PI 2] 
P2I P22 

que diagonaliza ortogonalmente a A. 
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Paso 2. Se intercambian las columnas qe P, si es nece~ario, para hac~r que ¡jet(P) = ¡. 
Esto' asegura que la transformación ortogonal de coorqenadas 

x = Px', es decir{~ J = P [::J (7.l ~) 

es una rotación (véa~e el análisis qlle precede al ej~mplo 68 en la sección 4.1 O). 
Paso 3. A fin de obteI1er la écuación para e en el sistema x'y', se sustituye (7.19) en 

(7.18). Esto conduce a ' 

(Px'YA(Px') + K(Px' ) + f = O , . 

o bien, 

x't(PtAP)x' + (KP)x' + f = o (7.20) 

Puesto que P diagonaliza Qrtog~malmenfe a A, 

en donde Al y A2 son eigenvalores de A. Por t311to , 0.20) se puede volver a escribir 
como 

[ ' 'J [Al X Y O O J [x:J + [d e] [P11 
A2 Y P21 

PI2J [x:J + f = 
P22 Y 

o bien, 

(en donde d' = dpll + eP21 Y e' =dpl2 + eP22)' Esta ecuación no tiene término de 
producto cruzado. 

En el siguen te teorema se resume este análisis. 

Teorema 9. (TeorefllO de los ejes, principales para, R2 j. Sea 

ax 2 + 2bxy + cy2 + dx + ey + f = O 

la ecuación de una cónica e, y supóngase que 

xtAx = ax 2 + 2bxy + cy2 

es la forma cuadrática asociada. Entonces s~ puede (lacer girar los ejes de coordenadas de 
modo que la ecuación para e en e/nuevo sistema de coordenadas x'y' tenga la forma 
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en donde A I Y A2 son los eigenvalores de A. Se puede llevar a cabo la rotación por medio 
d e la sustitución 

x = Px' 

en donde P diagonaliza ortogonalmente a A y det(P) = 1 

Ejemplo 10 

Descríbase la cónica e cuya ecuación es 5x2 - 4xy + 8y2 - 36 = o; 

Solución. La forma matriciaJ de esta ecuación es 

en donde 

La ecuación característica de A es 

[
A - 5 

det(.U - A) = det 2 2 J = (A - 9)(A - 4) = O 
A-8 

Poi tanto, los eigei'lValores de A son A = 4 Y A = 9. 

(7.21) 

Los eigenvectbres correspondientes a A = 4 son ¡as soluciones diferentes de cero de 

Al resolver este sistema se obtiehe 

Por tanto, 

es una base pára el eigenespacio correspondiente a A = 4 . Al normalizar este vector con el 
fin de obtener una base ortonormal para este eigenes!,acio, se obtiene 

VI = 

2 

J5 
1 

) 5 

http://libreria-universitaria.blogspot.com



350 APLICACIONES 

De modo análogo, 

1 

J5 
V 2 = 

2 

J5 

es una base ortonormal para el eigenespacio correspondiente a 'JI. = 9. 
Por tanto, 

2 1 
-

P= 
J5 J5 
1 2 

J5 J5 

diagonaliza ortogonalmente a A. Es más, det(P) = 1 de modo que la transformación orto
gonal de coordenadas 

x = Px' (7 .22) 

es una rotación. Al sustituir (7.22) en (7.21) se obtiene 

(Px'yA(Px') - 36 = O 

o bien, 

(x ' )'(P'AP)x' - 36 = O 

Ya que 

P'AP = [~ ~J 

es posible escribir esta ecuación como 

o bien , 

4X'2 + 9;:,2 - 36 = O 

http://libreria-universitaria.blogspot.com



APL ICACION A LAS SECCIONES CONICAS 351 

Figura 7.7 

Se puede reescribir esta ecuación como 

que es la ecuación de la elipse cuyo esquema se da en la figura 7.7. 

Ejemplo 11 

Descríbase la cónica e cuya ecuación es 

2 2 20 80 
5x - 4xy + 8y + ~ x - ~ y + 4 = O 

J5 J5 

Solución. La forma matricial de esta ecuación es 

x'Ax + Kx + 4 = O (7.23) 
en donde 

y [ 20 -~50J 
K = _ . ../5 Y.J 

Como se muestra en el ejemplo 10, 

[

.L 
) 5 

p = 1 

J5 . 
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diagonaliza ortogonalmente a A. Al sustituir x = Px' en (7.23) se obtiene 

o bien, 

Dado que 

I [4 0J Pk
P

= ° 9 y 

(Px,),A(Px' ) + K(Px') + 4 = ° 

(X' )I(PIAP)x' + (KP)x' + 4 = ° 

KP=[~ 
2 

-80J J5 
J5 1 

J5 

es posible escribir (7.24) como 

4X,2 + 9y'2 - 8x' - 36y' T 4 = ° 

1 

J5 
=[-8 

2 

J5 

(7.24) 

-36] 

(7.25) 

Para llevar la cónica a la posición estándar, se deben trasladar los ejes x'y'. Procediendo 
como en el ejemplo 8 , se reescribe (7.25) como 

4(X,2 - 2x' ) + 9( y'2 - 4y' ) = - 4 

Al completar los cuadrados se obtiene 

4(X'2 - 2x' + 1) + 9(y'2 - 4y' + 4) = -4 + 4 + 36 

o bien, 

4(x' - 1)2 -+- 9( y' - 2)2 = 36 

Si se trasladan los ejes de coordenadas por medió de las ecuaCiones 

entonces (7.26) queda 

ó 

x" = x' - 1 y"=y'- 2 

0 2 11 2 
X Y 
- + - =1 
9 4 

que es la ecuación de la elipse cuyo esquema aparece en la figura 7.8. 

(7.26) 
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Figura 7.8 

EJERCICIOS 7.3 

1. Halle las fonnas cuadráticas asociadas con las ecuaciones cuadráticas que siguen. 

a) 2X2 - 3xy + 4y2 - 7x + 2y + 7 = O 
b) X2 - X)' + 5x + 8)' - 3 = O 
e) 5xy = 8 
d ) 4X2 - 2.1'2 = 7 

e) i + 7x - 8.1' - 5 = O 

2. Encuentre las matrices de las fonnas cuadráticas que se dan en el ejercicio 1. 

3. Exprese cada una de las ecuaciones cuadráticas del ejercicio 1 en la fonna ma
tricial xtA x + Kx + f= O. 

4 . Nombre las cónicas siguientes . 

a) 2.'(2 + 5.1'2 = 20 
e) X2 - .\'2 - 8 = O 
e) X2 + y2 - 25 = O 
g) -x2 =2)' 
i} .r - X2 = O 

b ) 4x 2 +9y2=1 
d) 4y2 - 5X2 = 20 
f) 7y2 - 2x = O 
h) 3x - 11 y2 = O 
j ) X2 _ 3 = _ y2 

5. En cada inciso , una traslación lleva la cónica a la posición estándar. Nombre la 
cónica y dé su ecuación en el sistema de coordenadas trasladado . 

a) 9X2 + 4i - 36x - 24y + 36 = O 
b) X2 - 16i + 8x + 128y = 256 
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e) y2 - 8x - 14r + 49 = O 

d) ,x2 + y2 + 6x - 10y + 18 = O 
e) 2X2 - 3y2 + 6x + 20.1 = - 41 
f) x 2 + lOx + 7y = - 32 

6. Las cónicas no degeneradas que siguen están giradas respecto a la posición están
dar. En cada inciso , gírense los ejes de coordenadas a fin de eliminar el término 
en xy. Nombre la cónica y dé su ecuación en el sistema de coordenadas girado . 

a) 2X2 - 4xy - y2 + 8 = O 
e) 5X2 + 4xy + 5y2 = 9 

b) X2 + 2xy + )'2 + 8x + y = O 
d ) 11 x2 + 24xy + 4/- 15 = O 

En los ejercicios 7 al 12, traslade y haga girar los ejes de coordenadas, si es necesario , 
para poner la cónica en la posición estándar. Nombre la cónica y dé su ecuación en 
el sistema de coordenadas final. 

7. 9X2 - 4xy + 6y2 - 10x - 20y = 5 

8. 3X2 - 8xy - 12y2 - 30x - 64y = O 

9. 2X2 - 4xy -/ - 4x - 8y = -14 

10. 21x2 + 6xy + 13y2 - 114x + 34y + 73 = O 

11. X2 - 6xy - 7y2 + 10x + 2y + 9 = O 

12. 4X2 - 20xy + 25/ - 15x - 6y = O 

13. En ciertos casos, la gráfica de una ecuación cuadrática en x y y puede ser un 
punto, una recta o un par de rectas ; éstas se conocen como degeneradas. Tam
biénes posible que la ecuación no sea satisfecha por valor real alguno de x y y. 
En estos últimos casos, la ecuación no tiene gráfica; se dice que representa una 
cónica imaginaria. Cada una de las ecuaciones que siguen representan una cóni
ca degenerada o una imaginaria. Cuando sea posible , trace la gráfica. 

a) X2 -/ = O 
e) 8X2 + 7y2 = O 
e) 9X2 + 12xy + 4/ - 52 = O 

b) x2+3y2+7=0 
d) X2 - 2xy + y2 = O 
f) X2 +y2_2x- 4y= - 5 

7.4 FORMAS CUADRATICAS; 
APlICACION A LAS SUPERFICIES CUADRICAS 

En esta sección, las técnicas de la sección anterior se extienden hacia las ecuaciones cua
dráticas en tres variables. 

Una ecuación de la forma 

ax2 + by2 + cz2 + 2dxy + 2exz + 2fyz + gx + hy + iz + j = O (7.27) 

en donde a. b • ... • f no son todos cero , se denomina ecuación cuadrática en x. y y z ; la 
expresión 

ax2 + bJ;2 + cz2 + 2dxy + 2exz + 2fyz 

es laforma cuadrática asociada. 
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La ecuación (7 .27) se puede escribir en la forma matricial 

[x y [
a d e] [X] 

z] : ~ ~ ~ + [g 
h 

o bien, 

Xl Ax + Kx + j = O 

en donde 

[
a d e] 

A = d b f 
e f c 

K = [g h i] 

La matriz simétrica A se conoce como matriz de la forma cuadrática 

x'A x = ax 2 + by2 + c::. 2 + 2dxy + 2ex z + 2fyz 

Ejemplo 12 

La forma cuadrática asociaqa con la ecuación cuadrática 

3X2 + 2i - Z2 + 4xy + 3xz - 8yz + 7x + 2y + 3z - 7 = O 

es 

3X2 + 2y2 - Z2 + 4xy + 3xz - 8yz 

La matriz de esta forma cuadrática es 

[~ 
2 

2 
-4 

355 

Las gráficas de las ecuaciones cuadráticas en x, y y z se llaman cuádricas o superfi
cies cuádricas. A continuación se dan algunos ejemplos de cuádricas y sus ecuadones. 

Cuando la ecuación de una cuádrica tiene una -de las formas que se muestran en la 
figura 7 .9, se dice que se encuentra en la posición estándar, con relación a los ejes de coor
denadas. La presencia de uno' o más de los términos de productos cruzados xy, xz y yz en 
la ecuación de una cuádrica no degenerada indica que ésta se encuentra girada respecto a la 
posición estándar; la presencia de los términos en X2 y x, y2 Y Y o Z2 y z, al mismo 
tiempo , en una cuádrica sin término con producto cruzado indica que la misma está tras
ladada respecto a la posición estándar. 
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z 

y y 

x 

Elipsoide Hiperboloide deun manto 

Figura 7.9a 

x 

x 

Hiperboloide de dos mantos r:ono elíptico 

Figura 7.9 b 

Ejemplo 13 

r 
Descríb ase la superficie cuádrica cuya ecuación es 

4X2 + 36y2 - 9z2 - 16x - 216y + 304 = O 

Solución. Al reacomodar los términos da 
\ 

4(x'l -4x)+36(y2 - 6y) - 9z2 = - 304 
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Paraboloide elíptico Paraboloide hiperbólico 

Figura 7.9c 

Completando los cuadrados se obtiene 

4(x 2 
- 4x + 4) + 36(.\"2 - 6.1' + 9) - 9;:2 = -304 + 16 + 324 

ó 

4(x - 2)2 + 36(.\" - W - 9z2 = 36 

o bien, 

(x - 2)2 (. 3)2 Z2 _ 1 
-'----=-9- + ) - - 4 -

Al trasladar los ejes por medio de las ecuaciones 

x ' = x - 2 y' = y-3 z' = z 

se llega a 

que es la ecuación de un hiperboloide de un manto. 
El resultado que sigue indica que siempre es posible eliminar los términos de pro

ductos cruzados. de la ecuación de una cuádrica, girando los ejes de coordenadas. 

Teorema 10. (Teorema de los ejes principales para R 3.) Sea 

QX
2 + by2 + cz2 + 2dxy + 2exz + 2fyz + gx + hy + iz + j = O (7.28) 
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la ecuación de una cuádrica Q y supóngase que 

x'Ax = ax2 + bl + cz2 + 2dxy + 2exz + 2fyz 

es la forma cuadrática asociada. Entonces es posible girar los ejes de coordenadas de modo 
que la ecuación de Q en el sistema de coordenadas x'y'z' tenga la forma 

(7.29) 

en donde Al, 71.2 , Y 71. 3 son los eigenvalores de A. Se puede llevar a efecto la rotación por 
medio de la sustitución 

x = Px' 

en donde P diagonaliza ortogonalmen te a A y det(P) = l. 
Este teorema sugiere el siguiente procedimiento para eliminar los términos de pro

ductos cruzados, de una ecuación cuadrática en x, y y z. 

Paso l . Se encuentra una matriz P que diagonalice ortogonalmente a A . 

Paso 2. Si es necesario , se intercambian dos de las columnas de P para hacer que det(P) = 
1. Esto asegura que la transformación ortogonal de coordenadas 

(7.30) 

es una rotación. 

Paso 3. Se sustituye (7.30) en (7.29). 

La demostración de que la nueva ecuación tiene la forma dada en (7.29) es seme
jante a la que se dio en la sección anterior ; Se deja como ejercicio. 

Ejemplo 14 

Descríbase la superficie cuádrica cuya ecuación es 

4X2 + 4y2 + 4z2 + 4xy + 4xz + 4yz - 3 = O 

Solución. La forma matricial de la ecuación cuadrática anterior es 

x'Ax - 3 = O (7.31 ) 

en donde 
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Como se muestra en el ejemplo 13 de la sección 6.3 , los eigenvalores de A son A = 2 Y 
A = 8, Y A es diagonalizada ortogonalmente por la matriz 

1 1 1 

ji 16 .j3 

P= 
1 1 

ji J6 ,)3 

O 
2 1 

y6 ,/3 

en donde los dos primeros vectores columna de P son los eigenvectores correspondientes 
a A = 2 Y el tercer vector columna es un eigenvector correspondiente a A = 8 . 

Puesto que det(P) = 1 (verifíquese) , la transformación ortogonal de coordenadas 

[
X] [X'] X = Px', es decir, ~. = P ~.: (7.32) 

es una rotación. 
Al sustituir (7.32) en (7.31) se obtiene 

(Px'YA(Px' ) - 3 = O 

o, de manera equivalente, 

(x' )'(P' AP)x' - 3 = O (7.33) 

Ya que 

(7.33) queda 

o bien, 
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Esto se puede reescribir como 

que es la ecuación de un elipsoide. 

EJERCICIOS 7.4 

1. Halle las fonnas cuadráticas asociadas con las ecuaciones cuadráticas que siguen. 

a) X2 + 21- Z2 + 4xy - 5yz + 7x + 2z = 3 
b) 3X2 + 7z2 + 2xy - 3xz + 4yz - 3x = 4 
e) xy + xz + yz = 1 
d) X2 + y2 - Z2 = 7 
e) 3z2 + 3xz - 14y + 9 = O 
f) 2z2 + 2xz + y2 + 2x - y + 3z = O 

2. Encuentre las matrices de las fonnas cuadráticas que se dan en el ejercicio l. 

3. Exprese cada una de las ecuaciones cuadráticas dadas en el ejercicio 1, en la for
ma matricial xt Ax + Kx + f= O. 

4. Nombre las cuádricas siguientes. 

a) 36x2 + 9y2 + 4z2 - 36 = O 
b) 2x2 +6y2-3z2 =18 
e) 6X2 - 3y2 - 2z2 - 6 = O 
d) 9X2 + 4y2 - Z2 = O 
e) 16x2 +1=16z 
f) 7 X2 - 3 y2 + z = O 
g) X2 + y2 + Z2 = 25 

S. En cada inciso, detennine las ecuaciones de traslación que llevarán la cuádrica a 
la posición estándar. Nombre la cuádrica. 

a) 9X2 + 361 + 4z2 - 18x - 144y - 24z + 153 = O 
b) 6X2 + 3 y2 - 2z2 + 12x - 18 Y - 8z = - 7 
e) 3X2 - 31- Z2 + 42x + 144 = O 
d) 4X2 + 91 - Z2 - 54y - 50z = 544 
e) X2 + 16y2 + 2x - 32y - 16z - 15 = O 
f) 7X2 - 3y2 + 126x + 72y + z + 135 = O 
g) X2 + y2 + Z2 - 2x + 4y - 6z = 11 

6. En cada inciso, halle una rotación x = Px' que elimine los términos de productos 
cruzados. Nombre la cuádrica y dé su ecuación en el sistemax'y'z' . 

a) 2X2 + 3y2 + 23z2 + 72xz + 150 = O 
b) 4X2 + 41 + 4z2 + 4xy + 4xz + 4yz - 5 = O 
e) 144x2 + IOOy2 + 81z2 - 216xz - 540x - 720z = O 
d) 2xy + z = O 
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En los ejercicios 7 al 10 traslade y haga girar los ejes de coordenadas para llevar la 
cuádrica a la posición estándar. Nombre la cuádrica y dé su ecuación en el sistema de 
coordenadas final. 

7. 2xy + 2xz + 2yz - 6x - 6y - 4z = -9 

8. 7X2 + 7/ +10z2 - 2xy - 4xz + 4yz - 12x + 12y + 60z = 24 

9. 2xy - 6x + 10y + z - 31 = O 

10. 2X2 + 2/ + 5z2 - 4xy - 2xz + 2yz + lOx - 26y - 2z = O 

11. Pruebe el teorema 10. 
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8 
Introducción a los métodos 
numéricos del álgebra lineal 

8.1 ELlMINACION GAUSSIANA CON CONDENSACION PIVOTAL 

En esta sección se analizan algunos 'aspectos prácticos de la resolución de sistemas de n 
ecuaciones líneales en n incógnitas. En la práctica, los sistemas de ecuaciones lineales a 
menudo se resuelven en computadoras digitales. Dado que las computadoras tienen un lí
mite en el número de cifras decimales que pJeden llevar, redondean, o truncan, la mayoría 
de las cantidades numéricas. Por ejemplo, una computadora diseñada para almacenar ocho 
cifras decimales podría registrar 2/3 como .66666667 (redondeado), o bien, 66666666 
(truncado). En cualquiera de los dos casos, se introduce un error al que se denominará 
error por redondeo. 

Las consideraciones prácticas principales al resolver sistemas de ecuaciones lineales 
en computadoras digitales son: 

1. Minimizar las faltas de exactitud debidas a los errores por redondeo. 
2. Minimizar el tiempo de computadora (y, por tanto, el costo) necesario para obtener 

la solución. 

Excepto cuando la matriz de coeficientes tiene una estructura especializada (por 
ejemplo, un número grande de ceros), la eliminación gaussiana por lo general es el mejor 
métQdo para resolver el sistema. En esta sección se presenta una variación de la eliminación 
gaussiana, desarrollada con el fin de minimizar el efecto del error por redondeo. 

La mayor parte de la aritmética para computadoras se lleva a cabo utilizando núme
ros normalizados de punto flotante. Esto significa que los números se expresan en la forrna* 

en donde k es un entero y M es una fracción que satisface 

.1 ::; M < Í 

La fracción M se llama mantisa. 

(8.1 ) 

*La mayoría de las computadoras convierten números decimales (base 10) a números binario; (base 
2). Sin embargo, a fin de simplificar sólo se pensará en términos de decimales . c, 

363 
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Ejemplol 

Los números que siguen están expresados en la forma normalizada de punto flotante. 

73 = .73 x 102 

-.000152 = -.152 x 10 - 3 

1,579 = .1579 x 104 

- 1/4 = - .25 x 10° 

El número de cifras decimales que se tengan en la mantisa y el tamaño admisible del 
exponente k que se tiene en (8.1) dependen de la computadora que se esté utilizando. Por 
ejemplo, la IBM 360 almacena el equivalente de siete dígitos decimales en la mantisa Y'Per
mite variar 10k desde 10- 75 hasta 1075

. Una computadora que utiliza n cifras decimales 
en la mantisa se dice que redondea los números hasta n dígitos significativos. 

Ejemplo 2 

Los números que siguen están redondeados hasta tres dígitos significativos. 

Número 

7/ 3 
1,758 

.0600092143 
- .12 

13.850 
-.08495 

Forma normalizada 
de punto flotante 

.233 x 10 1 

.176 X 104 

.921 X 10 - 5 

-.120 x 10° 
.138 X 102 

-.850 X 10 - 1 

Valor redondeado 
2.33 

¡ 

1,760 
.00000921 

- .12 
13.8 

- .085 

f. 

(Si, como en los dos últimos casos, la porción de decimal que se va a descartar en el proceso 
de redondeo es exactamente la mitad de una unidad, séadoptará la convención de redon
dear de modo que el último dígito conservado sea par. En la práctica, el tratamiento de 
esta situación varía de computadora a computadora.) 

Ahora se introducirá una variación de la eliminación gaussiana denominada conden
sación pivotal o eliminación gaussiana con pivote; este método está proyectado-con el fin 
de minimizar el efecto acumulativo del error por redondeo al resolver n ecuaciones linea
les en n incógnitas. Se supone que el sistema tiene una solución única. A medida que se 
describa cada paso, se ilustrará la idea utilizando la matriz aumentada para el sistema 

Paso l . En la columna de la extrema izquierda , se encuentra un elemento que tenga el 
valor absoluto más grande. Este se conoce CO lIJO elemento pivote. 
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. r ~ ~ -~ 1~] 
Elemento/L 3 -2 11 

pivote L 
Columna de la extrema izquierda 

Paso 2 . Si es necesario, se efectúa un intercambio de renglones, para llevar el elemento 
pivote a la parte superior de la columna. 

6 2 
2 -1 

-2 

1~] 
11 

Se intercambiaron el primero 
y segundo renglones de la 
matriz anterior. 

Paso 3. Si el elemento pivote es a, se multiplica el renglón superior por 1 la. 

2 

-2 

I 
"3 

- t 
El primer renglon de 
la matriz anterior se 
multiplicó por 1/6. 

Paso 4. Se suman múltiplos apropiados del renglón superior a los renglones de abajo , de 
modo que , en la columna localizada en el paso 1, todos los elementos que están 
por debajo del que se encuentra más arriba se conviertan en ceros. 

[~ -1 

- 5 

I 
"3 

-2 
O 

Se sumó -3 veces el primer 
renglón de la matriz anterior 
al segundo y tercer renglones. 

Paso 5. Se cubre el renglón superior de la matriz y se empieza nuevamente con el paso 1, 
aplicado a la submatriz que se deje. Se continúa de esta manera hasta que la ma· 
triz completa quede en la forma escalonada en los renglones. 

[~ -: -! - ~] 
O 0 O 5 

Eleme~ L--Co1umna diferente de cero más a 

[~ 

[~ 

pivote 

1 

-5 
- 1 

- 1 

I 
"3 

O 

- 2 

I 
"3 

O 

- 2 

la izquierda en la submatriz 

- ~] 
- 5 

Se intercambiaron el 
prim ero y segundo 
renglones de la 
submatriz. 

El primer renglón 
de 15 sub matriz 
se multiplicó 
por - 1/5. 
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[,~l 1 2] El primer renglón de la 
, 1 O - 1, submatriz se sumó al 

O - 2 - 6 I segundo renglón. .., 

I,~
l 1 1 2] Se cubrió el primer rengló~ 

O - 1 de la sub matriz y se regresó 
O EIl - 6 una vez más al paso lo 

Elemento../' 1- Columna de la extrema 
pivote 

[~ 
1 

1 

O 

1 
3' 

O 

izquierda en la nueva 
submatriz. 

¿ 

El primer renglón de 
la nueva sub matriz se 
multiplicó por -1/2. 

Ahora la matriz completa se encuentra en la forma escalonada en los renglones. 

Paso 6. Se resuelve el sistema de ecuaciones correspondiente por medio de sustitución 
regresiva. 

el sistema de ecuaciones correspondiente es 

Xl + X 2 + 1X3 = 2 

X2 = -1 

X 3 = 3 

Por medio de una sustitución regresiva se llega a 

X 2 = -1 Xl = 2 

Puesto que los cálculos anteriores son exactos, este ejemplo no ilustra la efectividad 

de la condensación pivotal en la reducción del error por redondeo; el ejemplo que se da a 
continuación sí lo hace. 

Ejemplo 3 

Resuélvase el sistema siguiente por eliminación gaussiana con pivote. Después de cada 
cálculo, redondéese el resultado hasta tres dígitos significativos . 

. 00044x 1 + .0003x2 - .0001x 3 = .00046 

4x 1 + X 2 + .\:3 = 1.5 
3.\:1 - 9.2.\:2 - SX3 = - 8.2 

Solución (con pivote). La matriz aumentada es 

.0003 

-9.2 

-.0001 

1 

-.5 

.00046] 
1.5 

-8.2 

(8.2) 
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Para llevar el elemento pivote a la parte superior de la primera columna, se intercambian 
el primero y el segundo renglones ; esto da 

[ 

4 1 

.00044 .0003 

3 -9.2 

1 

-.0001 

-.5 

Al dividir cada elemento del primer renglón entre 4 da 

[ 

1 .25 

.00044 .0003 

3 -9.2 

.25 

-.0001 

- .5 

1.5 ] 
.00046 

-8.2 

.

375 l .00046 

-8.2 

Sumando -.00044 veces el primer renglón al segundo y - 3 veces el primero al tercero se 
obtiene (después de redondear hasta tres dígitos significativos), 

[

1 .25 

O .000190 
- O -9.95 

.25 

-.00021 

-1 .25 

Intercambiando el segundo y tercer renglones se tiene 

[

1 .25 

O -9.95 

O .000190 

.25 

-1 .25 

- .00021 

.375 ] 
.000295 

-9.32 

.375 ] 
-9.32 

.000295 

Dividiendo cada elemento del segundo renglón entre - 9.95 se obtiene 

[

1 .25 .25 

O 1 .126 

O .000190 - .00021 

.375 ,] 

.937 

.000295 

Al sumar - .000 190 veces el segundo renglón al tercero da 

[~ 
.25 .25 

1 .126 

O -.000234 

.375 ] 

.937 

.000117 

Al dividir cada elemento del tercer renglón entre - .000234 se llega a la forma escalonada 
en los renglones 

[~ 
.25 

1 

O 

.25 

.126 
.
375l 
.937 

-.5 J 
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El sistema de ecuaciones correspondiente es 

Xl + .25X2 + .25x3 = .375 

X2 + .l26x3 = .937 

X3 = - .5 

Resolviendo por sustitución regresiva se obtiene (hasta tres dígitos significativos) 

Xl = .250 X2 = 1.00 X3 = -.500 (8.3) 

Si (8.2) se resuelve por eliminación gaussiana sin pivote, y capa cálculo se redondea 
hasta tres dígitos significativos, se obtiene (se omiten los detalles) 

Xl = .245 X2 = l.01 X3 = -.492 (8.4) 

Al comparar (8.3) y (8.4) con la solución exacta 

Xl = ± X2 = 1 

se ve que el uso del pivote proporciona resultados más exactos. 
A pesar del hecho de que la "Condensación pivotal puede reducir el efecto acumulado 

del error por redondeo, existen ciertos sistemas de ecuaciones, denominados sistemas mal 
condicionados, que son tan extremadamente sensibles que incluso los errores más ligeros 
en los coeficientes pueden conducir a inexactitudes importantes en la solución. Por ejem
plo, considérese el sistema 

X l + X2= -3 

Xl + 1.016x2 = 5 
(8.5) 

Si se supone que se va a resolver este sistema en una computadora que redondea hasta tres 
dígitos significativos la computadora almacena este sistema. como 

X¡+ X2= -3 

Xl + l.02X2 = 5 
(8.6) 

La soÍución exacta para (8.5) es X¡ = - 503 , X2 = 500, Y la solución exacta para (8.6) es 
Xl = - 403 , X2 = 400 . Por tanto , un error por redondeo de sólo .004 en uno de los coefi
cientes de (8.5) conduce a un error importante en la solución. 

Muy poco se puede hacer, desde el punto de vista de la computación, para evitar los 
errores grandes en las soluciones de los sistemas lineales mal condicionados. Sin embargo, 
en los problemas físicos, en donde se presentan los sistemas mal condicionados, a veces es 
posible volver a plantear el problema que da lugar al sistema, a fin de evitar la situación de 
mal condicionado. En· algunos de los textos que se mencionan al final de este capítulo se 
explica cómo reconocer los sistemas mal condicionados. 

EJERCICIOS 8.1 

1. Exprese lo siguiente en la torma normalizada con punto flotante. 
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(a) Jt-
(d) -.135 

(b) 3,452 
(e) 17.921 

(cl .000003879 
(f) - .0863 

369 

2. Redondee los números que se dan en el ejercicio 1 hasta tres dígitos significativos. 

3. Redondee los números que se dan en el ejercicio 1 hasta dos dígitos significativos. 

En los ejercicios 4 al 7, use la eliminación gaussiana con pivote para resolver el sistema 
con exactitud. Verifíque el trabajo, utilizando la eliminacion gaussiana sin pivote 
para resolver el sistema. 

4. 3x 1 +x2 =-2 
- 5x 1 + X 2 = 22 

6.2x 1 +3x2 - x 3 =5 
4x 1 + 4X2 - ~X3 = 3 
2x 1 - 3x2 + X3 = - 1 

5. XI + X 2 + x 3 = 6 
2x 1 - X 2 + 4x 3 = 12 

-3x1+2x2- x3=-4 

7. 5x 1 + 6X2 - X3 + 2X4 = - 3 
2x 1 - x 2 + x 3 + x 4 =0 

-8x 1 + X2+2X3- x 4 =3 
5x 1 + 2x2 + 3x 3 - X 4 = 4 

En los ejercicios 8 al 9, resuelva el sistema por eliminación gaussiana con pivote. Re
dondee todos los cálculos hasta tres dígitos significativos. 

8 .. 21x 1 + .33x2 = .54 
.70x 1 + .24x1 = .94 

Resuelva 

9 . .11x 1 - .13X1 + .20X3 = - .02 
.10x 1 + .36x2 + .45x 3 = .25 
.50x1 - .01x1 + .30x3 = - .70 

.0001x 1 + X 2 = 1 

X 1 +x2 =2 

por eliminación gaussiana, con y sin pivote. Redondee todos los cálculos hasta tres 
dígitos significativos. Compare los resultados con la solución exacta. 

8.2 lOS METODOS DE GAUSS-SEIDEl y DE JACOBI 

Por lo común, la eliminación gaussiana es la mejor técnica para resolver un sistema de 
ecuaciones lineales. Sin embargo, cuando el número de ecuaciones es grande, por ejemplo 
100 ó más, y cuando la matriz tiene muchos ceros, otros métodos pueden ser más efecti
vos; en esta sección se estudian dos de esos métodos. 

Considérese un sistema de n ecuaciones lineales en n incógnitas 

a¡lx¡ + al2x2 + ... + alnx. = bl 

a2l x ¡ + a22x 2 + ... + a2.x n = b2 
(8.7) 
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Se supondrá que los elementos de la diagonal al 1 , a2 2, oo , , ann , son diferentes de cero y 
que el sistema tiene exactamente una solución. 

El primer método que se analiza se conoce como iteración de Jacobi o método de 
los desplazamientos simultáneos. Para empezar, escríbase nuevamente el sistema (8.7), 
despejando X 1 en la primera ecuación, en términos de las incógnitas restantes; despejando 
X2 en la segunda ecuación , en términos de las incógnitas restantes; despejando x 3 en la 
tercera ecuación , en términos de las incógnitas restantes, etc. Esto conduce a 

Por ejemplo , el sistema 

se reescribiría 

o bien, 

20.\: I + X 2 - X 3 = 17 

XI - IOx2 + X3 = 13 

- XI + X 2 + 1 Ox 3 = 18 

XI = H - iox 2 + iox 3 

X 2 = -: ~ + -tax I + -tax 3 

X3 = ¡g + -taXI --taX 2 

XI = .850 - .05X2 + .05x3 

X2 = -1.3 + .1xI + .I X3 

X3 = 1.8 + .l x l - .l x2 

(8 .8) 

(8.9) 

(8.10) 

Si se conoce una aproximación para la solución de (8.7) y se sustituyen estos valores 
aproximados en el segundo miembro de (8.8), a menudo resulta que los valores de XI' 

X2' ... , x n que se obtienen en el primer miembro forman incluso una mejor aproximación 
para la solución. Esta observación es la clave para el método de J acobi. 

Para resolver el sistema (8.7) por el método de iteración de Jacobi, se hace una 
aproximación inicial para la solución. Cuando no se disponga de una mejor elección, se 
usaXl =0,X2 =0,X3 =0, .... 

Se sustituye esta aproximación inicial en el segundo miembro de (8.8) y se utilizan 
los valores de Xl, X2, '" que se obtienen en el primer miembro, como nueva aproximación 
para la solución. 
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o -1.3 -1.035 - .9980 - .99935 - .99999 -1.0000 

o 1.8 2.015 2.004 2.0000 1.9999 2.0000 

Figura 8.1 

Por ejemplo, para resolver (8.9) por el método de Jacobi, se sustituiría la aproxima
ción inicial Xl = 0, X2 = 0, X3 = ° en el segundo miembro de (8.10) y se calcularía la nue
va aproximación 

X l = .850 (8.11 ) 

A fin de mejorar la aproximación, se repetiría el proceso de sustitución. Por ejemplo, 
en la resolución de (8.9), se sustituiría la aproximación (8.11) en el segundo miembro de 
(8.10)1 para obtener la siguiente aproximación 

Xl = .850 - .05( - 1.3) + .05(1.8) = 1.005 

X2 = - 1.3 + .1(.850) + .1 (1.8) = - 1.035 

X 3 = 1.8 + .1(.850) - .1 ( - 1.3) = 2.015 

De esta manera, se puede generar una sucesión de aproximaciones la cual, en ciertas 
condiciones, se aproximará más y más a la solución exacta del sistema. En la figura 8.1 se 
han resumido los resultados obtenidos al resolver el sistema (8.9), por medio de la itera
ción de Jacobi. Todos los cálculos se redondearon hasta cinco dígitos significativos. Al 
final de seis sustituciones (denominadas iteraciones) , se conoce con exactitud la solución 
exacta Xl = 1, X2 = - 1, X 3 = 2, hasta cinco dígitos significativos. 

A continuación se analiza una pequeña modificación del método de Jacobi, que con 
frecuencia reduce el número de iteraciones necesarias para obtener un grado de exactitud 
dado. La técnica se llama iteración de Gauss-Seidel.. o bien, método de los desplazamien
tos sucesivos. 

En cada iteración del método de Jacobi, la nueva aproximación se obtiene al susti
tuir la aproximación anterior en el segundo miembro de (8.8) y despejar los nuevos valores 
de X I , X2, oo • • No todos estos nuevos valores de las X se calculan simultáneamente ; pn
mero se tiene X l a partir de la ecuación superior, entonces se obtiene X2 a partir de la se
gund a ecuación , a continuación X 3 , etc. Puesto que en general los nuevos valores de las X 

están más próximos a la solución exacta, esto sugiere que se podría obtener una mejor 
exactitud utilizando los nuevos valores de las x tan pronto como se conozcan. Como 
ilustración , considérese el sistema (8 .9). En la primera iteración del método de Jacobi, la 
aproximación inicial Xl = 0, X l = 0, X3 = ° se sustituyó en cada ecuación del segundo 
miembro de (8.10), para obtener la nueva aproximación 

.\ 1 = .850 (8.12) 
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En la primera iteración del método de Gauss-Seidel, la nueva aproximación se cal
cularía comG sigue. Se sustituye la aproximación inicial Xl = 0, X2 = 0, X3 = O en el se
gundo miembro de la primera ecuación dada en (8.10). Esto conduce a la nueva estimación 
Xl = .850 

Se utiliza este nuevo valor de X 1 inmediatamente, realizando la sustitución 

Xl = .850 

en el segundo miembro de la segunda ecuación dada en (8.10). Esto conduce a la nueva 
estima~iónx2 = -1.215. 

Se usa este nuevo valor de X2 inmediatamente, sustituyendo 

Xl = .850 X, = - 1.215 

en el miembro de la tercera ecuación dada en (8.10). Esto produce la nueva estimación 
X 3 = ,2.0065 . 

Por tanto, al final de la primera iteración del método de Gauss-Seidel, la nueva 
aproximación es 

Xl = .850 X2 = -1.215 X 3 = 2.0065 (8.13 ) 

Los cálculos para la segunda iteración se llevarían a cabo como sigue. 
Sustituyendo (8.13) en el segundo miembro de la primera ecuación dada en (8.10), 

y redondeando hasta cinco dígitos significativos, da 

Xl = .850 - .05( -1.215) + .05(2.0065) = 1.0111 

Al sustituir 

Xl = 1.0111 X2 = - 1.215 X3 = 2.0065 

en el segundo miembro de la ecuación dada en (8.1O), y redondeando hasta 
cinco dígitos significativos, se obtiene 

X2 = -1.3 + .1(1.0111) + .1(2.0065) = - .99824 

Sustituyendo 

Xl = 1.0111 X 2 = - .99824 X3 = 2.0065 

en el segundo miembro de la tercera ecuación dada en (8.10), y rendondeando hasta cin
co dígitos significativos, se llega a 

X 3 = 1.8 + .1(1.0111) - .1(-.99824) = 2.0009 

Así entonces, al fmal de la segunda iteración del método de Causs-Seidel, la nueva apro
ximación es 

Xl = 1.0111 X 2 = -.99824 X3 = 2.0009 

http://libreria-universitaria.blogspot.com



LOS METODOS DE GAUSS-SEIDEL y DE JACOBI 373 

o .850 1.0111 .99995 1.0000 

o -1.215 -.99824 -.99992 -1.0000 

o 2.0065 2.0009 2.0000 2.0000 

Figura 8.2 

En la figura 8.2 se han resumido los resultados que se obtuvieron al aplicar cuatro 
iteraciones del método de Gauss-Seidel para resolver (8.9). Todos los números se redon
dearon hasta cinco dígitos significativos. 

Si se comparan las tablas de las figuras 8.1 y 8.2, se ve que el método de Gauss-Sei
del produce la solución de (8.9) (exacta hasta cinco dígitos sigpificativos) en cuatro itera
ciones, en tanto que se necesitaron seis iteraciones para alcanzar la misma exactitud con el 
método de J acobi. Sin embargo, no debe concluirse, por los resultados de este ejemplo que 
el método de Gauss-Seidel es siempre mejor que el de Jacobi. Aun cuando puede parecer 
sorprendente, hay ejemplos en los que el método de Jacobi es mejor que el de Gauss-Seidel. 

Los métodos de Gauss-Seidel y de Jacobi no siempre funcionan. En algunos casos, 
uno, o los dos métodos, pueden se r ineficaces para producir una buena aproximación para 
la solución, sin importar el número de iteraciones que se efectúen. En tales casos, se dice 
que las aproximaciones divergen. Si al llevar a cabo un número suficiente de iteraciones, 
se puede obtener la solución hasta cualquier grado de exactitud que se desee , se dice que 
las aproximaciones convergen. 

Se concluye esta sección con el análisis de una condición, la cual asegurará que las 
aproximaciones generadas por los dos métodos convergen. 

Se dice que una matriz cuadrada 

l"" 
a 12 

"'~l (/21 an G 2n 
A = . 

:/111 0,,2 :1"" 

es estrictamente dominante en la diagonal, si el valor absoluto de cada elemento en la dia
gonal es mayor que la suma de los valores absolutos de los elementos restantes en el mismo 
renglón; es decir, 

la111 > lad + la 131 + . . . + la 1nl 

la221 > la211 + laz31 + ... + hnl 
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Ejemplo 4 

[
: - 2 ~!] 
5 12 - 4 

no es est rictamente dominante en la diagonal ya que, en el segundo renglón, 11 1 no es 
mayor que 141 + 1-61, yen el tercer renglón , 1- 41 no es mayor que ISI + 112 1. 

Sin embargo, si se intercambian el segundo y terce r renglones , la matriz resultante 

es estrictamente dominante en la diagonal, puesto que 

171> 1- 21 + 131 
1121> 151 + 1- 41 

1- 61> 141 + 111 

Se puede demostrar que si A es estrictamente dominante en la diagonal , entonces 
canto la aproximación de Gauss- Seidel como la de Jacobi, para las soluciones de Ax = b, 
convergen. 

EJERCICIOS 8.2 

En los ejercicios 1 al 4, resuelva los sistemas por la iteración de Jacobi. Inicie con 
Xl = O, X2 = O. Use cuatro iteraciones y redondee los cálculos hasta tres dígitos sig
lificativos. Compare los resultados con las soluciones exactas. 

1. 2x'l + X 2 = 7 
XI - 2x 2 = 1 

3. 5x I - 2x 2 = - 13 
X r + 7X2 = - 10 

2. 3x I - .x2 = 5 
2x I + 3 X 2 = - 4 

4. 4x I + . l x2 = .2 
.3x l + .7 X2 = l A 

En los ejercicios 5 al 8, resuelva los sistemas por medio de la iteración de Gauss-Sei
del. Inicie con X l = O, X2 = O. Use tres iteraciones y redondee los cálculos hasta 
tres dígitos significativos . Compare los resultados con las soluciones exactas. 

5. Resuelva el sistema del ejercicio l . 

6. Resuelva el sistema del ejercicio 2. 

7. Resuelva el sistema del ejercicio 3. 

I 

8. Resuelva el sistema del ejercicio 4 . 
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En los ejercicios 9 al 10, resuelva los sistemas por medio de la iteración de J acobi. 
Inicie con Xl = 0, Xz = 0, X3 = O. Use tres iteraciones y redondee los cálculos has
ta tres dígitos significativos. Compare los resultados con las soluciones exactas. 

9. 10.\1 + .\2 + 2.\3 = 3 10. 20.\ 1 - .\ 2 + .\ 3 = 20 
.\1 + 10.\2 - .\3 =} 2 .\ 1 + 10.\2 - .\3 = 11 

2.\ 1 + .\ 2 + 1 0.\ 3 = - 9 .\ 1 + .\ 2 - 20.\ 3 = - 18 

En los ejercicios 11 al 12, resuelva los sistemas por medio de la iteración de Jacobi. 
Inicie con Xl =0, Xz = 0, X3 = O. Use tres iteraciones y redondee los cálculos has
ta tres dígitos significativos. Compare los resultados con las soluciones exactas. 

11. Resuelva el sistema del ejercicio 9. 

12. Resuelva el sistema del ej ercicio 10. 

13. ¿Cuáles de las siguientes matrices son estrictameute dominantes en la diagonal? 

(a) [ 2 lJ 
- 1 4 [

3 
(b) 1 

id l [~ [: ~ :] (e) 

O O 1 

14. Considere el sistema 

3 J [' 3 (~) ~ 
1 

.\ 1 + 3.\1 = 4 

.\1 - .\ 1 = O 

1 2 

J - 7 2 
2 5 

2 

a) Demuestre que las aproximaciones obtenidas por medio de la iteración de 
Jacobi divergen. 

b) ¿Es la matriz de los coeficientes 

estrictamente dominante en la diagonal? 

15. Demuestre que si uno o más de los elementos en la diagonalall, azz, • • . ann 
que se dan en (8.7) es cero , entonces es posible intercambiar las ecuaciones y 
volver a nombrar las incógnitas, de modo que los elementos en la diagonal del 
sistema resultante no sean todos ceros. 

8.3 APROXIMACION DE LOS EIGENVALORES POR EL METODO DE LAS 
POTENCIAS 

Se pueden encontrar los eigenvalores de una matriz al resolver su ecuación característica. 
En los problemas prácticos, este método no es eficaz. Es más, en muchos problemas físi
cos sólo se necesita el eigenvalor con el valor absoluto máximo. En esta sección se analiza 
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un método para obtener una aproximación de este eigenvalor y un eigenvector correspon
diente. En la sección que sigue, se analiza la aproximación de los eigenvalores y eigenvecto
res restantes. 

Definición. Se dice que un eigenvalor de una matriz A es el eigenvalor dominante de A, si 
su valor absoluto es mayor que los valores absolutos de los eigenvalores restantes. Un 
eigenvector que corresponda al eigenvalor dominante se denomina eigenvector dominante 
deA. 

Ejemplo S 

Si una matriz A de 4 X 4 tiene los eigenvalores 

).¡ = -4 

entonces Al = -4 es el eigenvalor dominante puesto que 

1- 41> 1- 21 y 

Ejemplo 6 

Una matriz A de 3 X 3 con los eigenvalores 

1'2 = -7 

no tiene eigenvalor dominante . 
Sea A una matriz diagonalizable de n X n , con un eigenvalor dominante. Al final de 

esta sección se demuestra que si "o es un vector arbitrario diferente de cero en Rn , enton
ces el vector 

(8.14) 

por lo común es una buena aproximación para un eigenvector dominante de A, cuando el 
exponente p es grande. El siguiente ejemplo ilustra esta idea. 

Ejemplo 7 

Como se mostró en el ejemplo 2 del capítulo 6, la matriz 

A = [ 3 2J 
-1 O 

tiene los eigenvalores Al = 2 Y Az = 1. 
El eigenespacio correspondiente al eigenvalor dominante A¡ = 2 es el espacio de 

soluciones del sistema 

(21 - A)x = O 
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es decir, 

Al resolver este sistema se obtiene XI = - 2t, X 2 = t. Por tanto, los eigenvectores corres
pondientes a Al = 2 son los vectores diferentes de cero de la forma 

(8.15) 

A continuación se ilustra un procedimiento para utilizar (8.14) a fin de estimar un 
eigenvector dominante de A. Para empezar, se selecciona arbitrariamente 

Al multiplicar repetidamente Xo por A se obtiene 

3 2 [3 A X o = A(A xo) = 
-1 

A4xo = A(A3xo) = [ 3 2J [ 29J = [ 61J ~ 29 [2.10J 
- 1 ° -13 - 29 - 1 

A partir de estos cálculos es evidente que los productos se están aproximando cada 
vez más a múltiplos escalares de 

que es el eigenveetor dominante de A obenido al hacer t = - 1 en (8.15). D-Jdo que un 
múltiplo escalar de un eigenvector dominante también es un eigenvector dominante , los 
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, cálculos anteriores están produciendo aproximaciones cada vez mejores para un eigenvec
tor dominante de A. 

En seguida se muestra en qué forma obtener una aproximación del eigenvector do
minante, una vez que se conoce una aproximación de un eigenvector dominante . Sea A una 
eigenvalor de A y x un eigenvector correspondiente. Si < , > denota el producto euclidia
no interior, entonces 

( x, Ax ) = ( x, Ax ) = A( X, x) = A 
( x, x) ( x, x) ( x, x) 

Por tanto, si x es una aproximación para un eigenvector dominante, se puede obtener 
una aproximación del eigenvalor dominante por medio de 

, ( x, Ax) 
Al ~ ( __ ) 

X,X 

La razón que se da en (8.16) se conoce como cociente de Rayleigh. * 

Ejemplo 8 

En el ejemplo 7 se obtuvo 

- = [ 509J ' 
x -253 

como aproximación para un eigenvector dominante. Por tanto, 

Ax = [ 3 
-1 

Al sustituir en (8.16), se obtiene 

2J [ 509J [1021J 
O -253 = -509 

A ~ ( x, Ax) = (509)(1021) + (- 253)( - 509) ~ 2007 
1 ( x, x) (509)(509) + ( - 253)( - 253) . 

(8.16) 

la cual es una aproximación relativamente buena para el eigenvalor dominante Al = 2. 
La técnica que se ilustró en los ejemplos 7 y 8 para obtener aproximaciones de los 

eigenvectores y eigenvalores dominantes con frecuencia se denomina método de las poten
cias o método de las iteraciones. 

Como se ilustró en el ejemplo 7 , a menudo el método de las potencias genera vecto
res que tienen componentes inconvenientemente grandes. Para remediar este problema, 
se acostumbra "reducir" el eigenvector aproximado, en cada paso , de modo que sus com-

*Jolm William Strutt Rayleigh (1842 - 1919) - Físico británico . Rayleigh recibió el Premio Nobel en 
Física en el año d~ 1904 por su participación en el descubrimiento del argón , en 1894 . Su investiga
ción abarcó casi todo el campo de la I,' ísica, incluyendo sonido, teoría ondulatoria, óptica , visión del 
color, electrodinámica , electromagnetismo, dispersión de la luz, viscosidad y fotografía . . 
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ponentes se encuentren entre +'1 y - l. Es posible lograr esto, multiplicand0 el eigenvector 
aproximado por el recíproco de la C9mponente que tenga el valor absoluto más grande. 
Como ilustración, en el primer paso del ejemplo 7, la aproximación al eige'nvector domi
nante es 

La componente con el mayor valor absoluto es 5 ; por tanto el eigenvector reducido es 

A continuación se resumen los pasos del método de las potenoias con reducción a 
escala. 

Paso O. Se selecciona un vector arbitrario diferente de cero, Xo . 

Paso 1. Se calcula Axo y reduce a fin de obtener la primera aproximación para un eigen
vector dominante . Se nombra como Xl . 

Paso 2. Se calcula Ax¡ y se reduce para obtener la segunda aproximación, X2 . 

Paso 3. Se calcula AX2 y se reduce para obtener la tercera aproximación, X3 . 

Continuando de esta manera, se obtiene una sucesión, Xo, Xl, X2, . .. ,de aproximaciones 
cada vez mejores para un eigenvector dominante . 

Ejemplo 9 

Usese el método de las potencias con reducción a escala para obtener una aproximación 
de un eigenvector dominante y el eigenvalor dominante de la matriz A que se da en el 
ejemplo 7. 

Solución. Selecciónese arbitrariamente 

como una aproximación inicial. Multiplicando Xo por A y reduciendo a escala se obtiene . 

Multiplicando Xl por A y reduciendo a escala da 

[ 3 2J [ 1 J [ 2.6J Ax¡ = = 
- 1 O - .2 - 1 

1 [2.6J [ 1 J 
x2 = 26 - 1 = - .3X5 
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Por el cociente de Rayleigh, la. primera estimación del eigenvalor dominante es 

' 1 ~ <X l' Ax l ) = (1)(2.6) + (- .2)( - 1) = 2.692 
<X 1'X I ) (1)(1)+(-.2)(-.2) 

Al multiplicar X2 por A y reducir se obtiene 

[ 3 2J [ 1 J [2.23J AX 2 = = 
-1 O - .385 -1 

1 [2.23J [ 1 J X3= -- ~ 
2.23 - 1 - .448 , 

Por el cociente de Rayleigh, la segunda estimación del eigenvalor dominante es 

)' 1 ~ < X2, Axú = (1)(2.23) + (- .385)( -1) = 2.278 
<x 2 , x 2 ) (1)(1) + (- .385)( - .385) 

Si se multiplica X3 por A y se reduce da 

[ 3 2J [ 1 J [2.1 04J 
AX 3 = ~ 1 O - .448 = -1 

r [2.104J [ 1 J 
x4 = 2.104 -1 = - .475 

La tercera estimación del eigenvalor dominante es 

Al ~ < X 3, AX3) = (1 )(2.104) + ( - .448)( - 1) = 2.125 
<x 3 , x 3 ) (1)(1) + (-.448)(-.448) 

Si se continúa de esta manera, se genera una sucesión de aproximaciones para un eigenvec
tor dominante y el eigenvalor dominante . 

Los valores que se calcularon anteriormente, junto con otros resultados de estima
ciones posteriores se encuentran tabulados en la figur¡¡ 8.3. 

2.692 2.278 2.125 2.060 2.029 2.014 

Fig.ua 8.3 
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No hay reglas eficaces y rápidas para detenninar cuántos pasos deben usarse en el 
método de las potencias. Sólo se considerará un procedimiento posible que se usa con am
plitud . 

Si 7f denota una aproximación para una cantidad q , entonces el error relativo en la 
aproximación se define como 

le¡ ~ ql (8.17) 

y el error en porcentaje en la aproximación se define como 

Iq ~ ql x 100% 

Ejemplo 10 

Si el valor exacto de cierto eigenvalor es A = 5, Y si A = 5.1 es una aproximación para A, 
entonces el error relativo es 

li ~ ~I =-¡s -/ .11 = 1- .021 = .02 

y el error en porcentaje es 

(.02).x 100% = 2% 

En el método de las potencias, sería ideal poder decidir con anterioridad el error 
relativo E que se puede tolerar en el eigenvalor, y , entonces, detener los cálculos una vez 
que el error relativo sea menor que E. Por tanto, si A(i) denota la aproximación para el 
eigenvalor dominante Al , en el i- ésimo paso, los cálculos se suspenderían una vez que se 
satisfaga la condición 

1
;0 1 - ~(i) 1 
--.-- < E 

1. 1 

Desafortunadamente , no es posible llevar a la práctica esta idea, ya que se desconoce el 
valo r exacto Al ' Para remediarlo , es usual estimar Al por medio de A(i) y detener los 
cálculos en el i- ésimo paso , si 

(8.18 ) 

La can tidad que se encuentra en el primer miembro de (8.18) se conoce como error relati
vo estimado. Si se mul tiplica por 100% , se le denomina error en porcentaje estimado. 

Ejemplo 11 

En el ejemplo 9, ¿cuántos pasos se deben utilizar para estar seguros de que el error en 
porcentaje estimado , en el eigenvalor dominante, es menor que el 2%? 
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Solución. Denótese por A(i) la aproximación para el eigenvalor dominante en el i-ésimo 
paso. Por tanto, por lo que se expresa en la figura 8.3 , 

X(I) = 2.692, X(2) = 2.278, X(3) = 2.125, etc. 

Por lo que se expresa en (8.18), el error relativo estimado después de dos pasos es 

1 7(~~ - X~!l l = 1
2.278 - 2.692

1 :::: 1_ .1821 = .182 
1.(2) 2.278 

Por consiguiente, .el error en porcentaje estimado, después de dos pasos, es 18.2% . El 
error relativo estimado después de tres pasos es 

I
IX(3}_- 7(2)\ = \2.125 - 2.278\ :::; 1-.0721 = .072 

¡,(3) 2.125 

y el erraren porcentaje estimado es 7.2% . En la tabla de la figura 8.4 se listan los errores 
en porcentajes restantes. En esta tabla se ve que el error en porcentaje estimado es menor 
que el 2% al final del quinto paso. 

OPCIONAL 

Esta sección "," concluye con una demostración de que el método de las potencias funciona, 
cuando A es una matriz diagonalizable, con un eigenvalor dominante. 

Sea A una matriz diagonalizable de n X n. Por el teorema 2 de la sección 6.2, A 
tiene n eigenvectores linealmente independientes, VI , V2, .. . , vn. Sean Al, A2 , ... , An los 
eigenvalores correspondientes, y supóngase que 

(8.19) 

.182 .072 .032 .015 .007 

7.2% 1.5%. .7% 

Figura 8.4 
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Por el teorema 9(a) de la sección 4.5, los eigenvectores V¡ , V2 , ... , vn forman una 
base para Rn ; por tanto, se puede expresar un vector arbitrario Xo en Rn, en la forma: 

Al multiplicar, desde la izquierda, los dos miembros por A da 

Axo = A(k¡y¡ + k 2Y2 + '" + kny lI ) 

= kl(Ay¡) + k2(AY2) + .. . + kn(AYn) 

= k¡/.¡Y¡ + k2;'2Y2 + ... + knAnYn 

Si se multiplica una vez más por A da 

A2xo = A(k¡/,¡Y¡ + k2A2Y2 + .. . + k"AnYn) 

= k¡/,¡(Ay¡) + k2)'2(AY2) + . . . + kn}'n(Ay lI ) 

= k¡i,iy¡" + k2}'~Y2 + .. . + kn)'~Yn 

Continuando , después de p mul tiplicacioncs por A , se obtendría 

Puesto que Al =1= O (véase 8 .l9), (8.21) se puede reescribir como 

De (8 .l9) se deduce que 

(8.20) 

(8 .21) 

(8.22) 

son todos menores que uno en valor absoluto; por tanto, (A2/A¡)P , ... , (An/AdP se 
aproximan paulatinamente a cero, a medida que p crece y, por (8.22), la aproximación 

(8.23) 

se hace cada vez mejor. 
Si k ¡ =1= O, * entonces X~ k ¡ V ¡ es un múltiplo escalar diferente de cero del eigenvector 

dominante v¡ ; por tanto, Afk¡ VI también es un eigenvector dominante . Por tanto , por 
(8.23), AP xo se convierte cada vez en una estimación mejor de un eigenvector dominante, 
confonne p crece. 

*Por lo común no es posible decir por la simple observación de Xo si k 1 #: O. Si, por accidente, k 1 = O, 
el método de las potencias todavía funciona en los problemas prácticos, ya que generalmente los erro
res por redondeo en las computadoras tienden a hacer que k¡ sea pequeño, pero diferente de cero. Cu
riosamente, este es uno de los casos en el que los errores ayudan a obtener resultados correctos. 
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EJERCICIOS 8.3 

1. Halle el eigenvalor dominante (si existe). 

(a) [ - ~ -;J (b) [~ ~J 
(,) [: 2 il (d) [~ 

-12 

~l 
,1" 

-5 O 

O O 

2. Sea 

A=e ~J 
a) Use el método de las potencias con reducción a escala para obtener una apro

ximación del eigenvector dominante de A. Parta de 

Redondee todos los cálculos hasta tres dígitos significativos y suspenda des
pués de tres iteraciones (es decir, tres multip'licaciones por A). 

b) Use el resultado del inciso (a) y el cociente de Rayleigh para obtener una apro
ximación del eigenvalor dominante de A. 

e) Encuentre los valores exactos del eigenvector y eigenvalor dominantes. 
d) Halle el error en porcentaje en la aproximación del eigenvalor dominante . 

En los ejercicios 3 al 4 siga las instrucciones que se dieron en el ejercicio 2 . 

[-3 2J 4. A= 2 O 

5. Sea 

a) Aplique el método de las potencias con reducción a escala a fin de obtener 
una aproximación del eigenvalor dominante y un eigenvector dominante deA . 
Parta de 

Redondee todos los cálculos hasta tres dígitos significativos y suspenda cuan
do el error en porcentaje estimado, en el eigenvalor dominante, sea menor del 
2% . 

b) Encuentre los valores exactos del eigenvalor y eigenvector dominantes. , 
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6. Repita las instrucciones del ejercicio 5 con 

A = [-5 5J 
6 -4 

7. Sea 

a) Aplique el método de las potencias con reducCión a escala para obtener una 
aproximación de un eigenvector de A. Parta de 

Redondee todos los cálculos hasta tres dígitos significativos y suspenda des
pués de tres iteraciones. 

b) Use el resultado del inciso (a) y el cociente de Rayleigh a fin de obtener una 
aproximación del eigenvalor dominante de A. 

e) Encuentre los valores exactos 'Para el eigenvalor y eigenvector dominantes. 
d) Halle el error en porcentaje eri la aproximación del eigenvalor dominante. 

8.4 APROXIMACION DE LOS EIGENVALORES NO OOMINANTES POR 
DEFLACION 

En esta secclOn se bosquej~ con brevedad un método para obtener los eigenvectores y 
eigenvalores no dominantes de una matriz simétrica. 

Se necesita el teorema siguiente, el cual se enuncia sin demostración. * 

Teorema 1. Sea A una matriz simétrica de n X n, con eigenvalores ~I , ~2 , ... , ~n' Si VI es 
un eigenvector correspondiente a ~I y IlvI 11 = 1, entonces: 

a) La matriz B = A - ~I VJ Vil tiene los eigenvalores O, A.2 , .. . , ~n' 

b) Si V es un eigenvector de B correspondiente a uno de los eigenvalores ~2 , ... , ~n ' 
entonces V también es un eigenvector de A correspondiente a este eigenvalor. 

(En el teorema 1 se está suponiendo que VI se expresa como una matr~ de n Xl; así en
tonces, VI VI t es una matriz de n X n .) 

Ejemplo 12 

En el ejemplo 5 de lal~ección 6.1 se demostró que 

*Los lectores interesados en la demostración de este teorema pueden consultar la bibliografía que aPlI
rece al final de esta sección. 
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-2 
3 
O ~] 

tiene los eigenvalores A¡ = 5 , A2 = 5, A3 = 1 Y que 

es un eigenvector correspondiente a A¡ = 5. Al normalizar v se obtiene 

~' 1 = ~') [ - :] = 
,,~ O 

., 
"\ -

,,2 

o 

que es un eigenvector de norma 1, correspondiente a A¡ = 5. 
Por el teorema 1, la matriz 

H 
-2 

~] - 5 

J2 
B = A - ,,- ¡v¡v¡r = 3 I [-~ O J2 

O 

~ H 
-2 0] [ , i 

0] [" 
1 

~] 
- 2 

~ = ~ 
2 

3 ~ - 5 - ~ 
¡ 

~ 2 

O O O 

debe tener los eigenvalores A = 0,5 Y l . Como comprobación, la ecuación característica de 

Bes 

O 

~ 1 = ;.(i. - 5)(;. - 1) = O 
..{ -5 

De donde, los eigenvalores de B son A:: 0 , A:: 5, A:: 1, como lo predice el teorema l. 
El eigenespacio de B correspondiente a A :: 5 es el espacio de soluciones del sistema 

(51 - B)x = O 
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es decir, 

H 
1 ' 
2 
9 
2 

o 

387 

Al resolver este sistema da XI = O, X2 = O, X3 = t. Por tanto, los eigenvectores de B corres
pondientes a A = 5 son los vectores diferentes de cero de la forma 

Como lo predice el inciso (b) del teorema 1, éstos también son eigenvectores de A corres
pondientes a A = 5, ya que 

es decir, 

- 2 
3 
O 

De modo análogo, los eigenvectores de B correspondientes a A = l · también son eigenvec
tores de A correspondientes a A = l . 

El teorema 1, hasta cierto punto, hace posible determinar los eigenvalores y eigen
vectores no dominantes de una matriz simétrica A de n X n . Para ver cómo, supóngase 
que se pueden ordenar los eigenvalores de A, de acuerdo con la magnitud de sus valores 
absolutos , como sigue: 

(8 .24) 

Además supóngase que se han obtenido el eigenvalor dominante y el eigenvector 
dominante de A, por el método de las potencias. Al normalizar el eigenvector dominante , 
se puede obtener un eigenvector dominante VI que tenga norma uno. Por el teorema 1, 
los eigenvalores de B = A - Al V IV, t serán O, A2 , A3 , ... , An. Por (8 .24), estos eigenvalores 
quedan ordenados según sus valores absolutos , como sigue: 

Por tanto, A2 es el eigenvalor dominante de B. Ahora, aplicando el método de las poten
cias a B , se puede encontrar una aproximación para el eigenval'or A2 y un eigenvector co
rrespondiente. Esta técnica para obtener aproximaciones para el eigenvalor con el segundo 
valor absoluto más grande se conoce como deflación. 
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Redondee todos los cálculos hasta tres dígitos significativos y suspéndase 
después de tres iteraciones. 

d) Halle los valores exactos de los eigenvalores y eigenvectores . 

2. Siga las instrucciones dadas en el ejercicio 1 con 
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Por desgracia , existen limitaciones prácticas del método de deflación. Puesto que 
Al y VI sólo se obtienen en foOlla aproximada por el método de las potencias , se introdu
ce un error en B al aplicar la deflación. Si se aplica una vez más el proceso de deflación, la 
matriz siguiente tiene errores adicionales introducidos a través de la aproximación de 71.2 y 
V2 . ConfoOlle se continúa el proceso, esta composición de los errores finalmente destruye 
la exactitud de los resultados. En la práctica , en general se debe evitar encontrar más de 
dos o tres eigenvalores por deflación. 

Cuando la razón \71.2 /71. 1 \ está cercana a uno , el método de l~s potencias converge 
con lentitud; es decir , se necesitan muchos pasos para obtener un grado razonable de exac
titud . Los lectores interesados en estudiar técnicas para "acelerar" esta rapidez de conver
gencia y aprender más acerca de los métodos numéricos del álgebra lineal , quizás deseen 
consultar los siguientes textos: 

Analysis 01 Numerical Methods, E. Isaacson y H. B. Keller, John Wiley and Sons, 
Nueva York, 1966. 
Applied Linear Algebra, B. Noble, Prentice- Hall, Inc., 1969. 
Computational Methods 01 Linear Algebra, V. N. Faddeeva , Dover , 1959. 

En las bibliografías adicionales de estos textos se encuentran más referencias. 

EJERCICIOS 8.4 

l. Sea 

a) Aplique el método de las potencias con redw:;ción a escala para obtener una 
aproximación de un eigenvector dominante. Parta de 

Redondee todos los cálculos hasta tres dígitos significativos y suspenda des
pués de tres iteraciones (es decir, tres multiplicaciones por A). 

b) Use el resuitado del inciso (a) y el cociente de Rayleigh para obtener una 
aproximación .del eigenvalor dominante de A . 

e) Aplique la deflación para obtener una aproximación del eigenvalor restante 
y el eigenvector correspondiente; esto es, aplique el método de las potencias a 

en donde ';1 y Al son las aproximaciones obtenidas en los incisos (a) y (b). 

Parta de 

X
o =GJ 
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Respuestas a los ejercicios 

EJERCICIOS 1.1 (página 25) 

1. b,d,f 

2. a) .\ = ~t + 1.\ = t 

b) Xl = - 2s + ;t + 4. x 2 = S . X 3 = t 

e) Xl =:tr - is + ~t -~. X 2 = r. X 3 = s. x .. = t 

d) r = ti] - ~r - ts + 2r. \1' = q. x = r . .r = s. ::: = t 

11 - 2 0] b) [ _ : 3. a) 

l~ 4 - 1 

- [ .' 

[~ 
O O O 

;] e) 2 - [ O [ d) [1 O 
O [ 

O O 2 O -' 
Xl - x3=2 Xl = O 

4. a) 2x 1 + X 2 + X.\ = -' 
- X2 + 2X 3 = 4 

b) X 2 = O 

d) 

5. k = 6, una infinidad de soluciones 
k -# 6, ninguna solución 

X 1 -X2 =[ 

O 

2 

~J 

- 1 

= 1 

=2 
=3 

6. a) Las rectas no tienen punto común de intersección. 
b) Las rectas se mtersecan exactamente en un punto. 
c) Las tres rectas coinciden. 

391 
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EJERCICIOS 1.2 (página 35) 

1. d,! 2. b, c,f 

3. a) XI = 4, X2 = 3, X3 = 2 b) X ¡ = 2 - 3t, X 2 = 4 + t, X3 = 2 - t, X4 = t 
e) XI = -1 - 5s - 5t, X 2 = S, X 3 = J - 3t, X 4 = 2 - 4t, Xs = t d) Inconsistente 

4. a) x l =4,x2 =3,x3 =2 b)xl=2-3t;X2=4+t,X3=2-t,x4=t 
¡;;) XI = -1 - 5s - 5t: x 2 = s, X 3 = 1 - '3t, x4 = 2 - 4t, x5 = t d) Inconsistente 

5. a) x l =3,xz =l,x3 =2 b)x¡=-3t,x2 =-4t, x 3 =7t 
e) X = s - 1, Y = 2r, z = r, W = s 

7. a) Inconsistente b) Xl = -4, x z =2, x 3 =7 e) XI = 3 + 2t, x 2 = t 

9. a) XI = 0, Xl = - 3t, X3 = t b) Inconsistente 

11. a) XI = ~a - !b, Xz = - ~a + tb 
b) xl=a-~c,xz= a-tb,x3 = -a+tb+~c 

12. a = 4, una infinidad; a = -4, ninguna; a '* ± 4 , exactamente una. 

[1 3J [1 0J . 14. ° 1 Y ° 1 S011 respuestas posibles. 

n 
15. IX = -, f3 = n, I = 0, 

2 

EJERCICIOS 1.3 (página 41) 

1. a, e, d 2. Xl = 0, X 2 = O, X3 = ° 
4. Xl = 0, Xz = 0, X3 = 0, X 4 = ° 

t 5t 
5. X = 8' y = 16' z = t 6. i. = 4, ;. = 2 

11. Una respuesta posible es X + Y + z = ° 
x+y+z=J 

EJERCICIOS 1.4 (página 48) 

1. a) indefinida 
d) indefinida 

b) 4 x 2 

e) 5 x 5 
e) indefinida 
j) 5 x 2 

3. a = 5, b = - 3, e = 4, d = 1 

[12 -31 H 
6 

l] 4. a) -4 5 b) 1 

4 Ij 3 

d) [-: 

8 

t~l [': 36 ':] e) ° -1 

32 9 25 12 26 21 

[ -~ 4 -'] e) -1 -1 

-1 1 

[ -2& 7J 
j) , O -14 
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[4? 
108 

"] [ 3 
45 9l 

5. a) Indefinida b) 12 - 3 21 e) I ~ - 11 17j 
36 7'6 63 17 13 

[, ; 45 9] [" 15 31] d) -11 17 e) IndefinIda 1) O 2 Ó 
17 13 38 lO 27 

6. a) [67 41 41J b) [63 67 57J e) [m 
[ '1 

f) [::1 d) 

6~j e) [24 56 97J 
')7 

7. 182 

EJERCICIOS 1.5 (página 57) 

[ 2 - IJ 3. A - I = 
-5 3 

5. No [-3 6. ~ - ~] 7. [~ !] 
8.A 3 =[1 2~] A - 3 =[ 1 ;] A

2 
- 2A + 1 =G ~] 26 26 

- TI 

9 A' ~ [ ¡ I 

-!] 
- 2 

[ca s O -seno] I 10. 2 
senO cos O I - 2 2 

o O 
a ll 

11. e) (A + B¡Z = A 2 + AB + BA + B2 12. A - I = 
O 

l ' 

o O 

[± ~I 17. OA Y AO pueden no tener el mismo tamaño. 18. O 0] ± I O 

O ± I 

EJE RelelOS 1.6 (página 66) 

1.11, h, d,l, (.J 2. a) Súmese -5 veces el primer renglón al segundo. 
b) Intercámbiense el primero y tercer renglones. 
e) Multiplíquese el segundo renglón por}. 

O 

393 
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E,~[: 
O 

i] [00 '] 3. a) 1 b) E2 = O 1 O 

O 1 00 

c) E,~ [i 
O 

~] d) E. ~ [ : O 0] 
1 1 O 

O -2 O 1 

4. No, puesto que no se puede obtener e efectuando sobre B una sola operación sobre 
los renglones. 

[ - ~ - ~J b) [ =~ -3J e) No inversible s. a) -2 

[ =; 
1 1 -'] H 

1 

J 10 , -2 

6. a) 1 b) No inversible e) 1 
"2 

7 , 
1 

10 ~. "2 

d) H O -:] 
rl 1 

J 11 O 

-i,] e) l~ 
2 

O f) 

l~ 
1 

- 1 1 - 1 1 

[ ' h 
-L/2 :j l-i 

O O 

~J 
,y -

1 O 
7 a) tvo2 tv2 b) "2 e) No inversible 1 1 

O -4 4 

O 1 
-8 

[ca, n - senO 0] 8. A - 1 = se~{) cos () O 

O 1 

9. a) El = [ 1 
- 3 ~JE2= [:) ~J b) A - I=[~ ~J [- ~ ~J 

e) A = [1 
3 ~J [~ ~J 

11. A ~ H O 

0] [' 
O 

mi 
3 3 'l 1 O O 1 7 X 

O 1 O O O () 

O 
1 o O () o () o o (l 

/(1 /(~ /( 

o O o o O () 
/(c 

o (l /(2 /.:.J /( 

13. a) b) 

'l '~' 
O O - () () () () 

/(c 
() 

k , L " 
O () () O O () 

/(~ "1 
,,~ k-' /(2 1, 
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EJERCICIOS 1.7 (página 73) 

I. x l = 41,x2 =-17 3. Xl = -7, x 2 = 4, x3 = - 1 

4. Xl = 1, x 2 = - 11 , x 3 = 16 5. x = 1, Y = 5, z = - l 

6. w = 1, X = - 6, Y = 10, z = -7 7. a ) X l = 1f, X 2 = -t X3 = -4-
b) Xl = -},X2=},X3=.lj 
e) X J = 3, X2 = O, X 3 = -4 
d) x J =~, x2 = -i, X3 = TI 

EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS (Página 75) 

1. x' = ~x + % y, y' = - %x + h 
2. x' = x cos e + y sen e, y' = - x sen e + y cos e 
3. 3 monedas de un centavo, 4 de cinco centavos,6 de diez centavos. 

4. x = 4, Y = 2, = = 3 5. Una infinidad si a = 2 ó a = - ~; ninguna en 

7. K = [~ ~l 
caso contrario. 

6. a) a #- O, h '1- 2 
e) a = O, h = 2 

b) a #- O, h = 2 
d) a = O, h #- 2 

8. mpn multiplicaciones y mp(n - 1) adiciones 

10. a = 1, h = - 2, e = 3 11. a = 1, b = - 4, e = - 5 

EJERCICIOS 2.1 (página 83) 

1. a) 5 b) 7 e) 10 d) O e) 4 n 5 

2. a) Par b) Par 

5. 59 

e) Impar d) Impar e) Impar n Par 

3. 5 4. O 6. k 2 
- 4k -- 5 7. O 8. 425 9. 104 

11. a) ;. = 3, ;, = 2 b) 1, = 2, ;. = 6 

14. 275 15. a) 120 b) - 120 

EJERCICIOS 2.2 (página 88) 

1. a) 6 b) - 16 e) O d) O 2. - 21 3. - 5 4. - 7 
6. - 21 7. 6 8. * 9. - 2 10. a) 5 b) 10 e) 5 d) 

EJERqCIOS 2.3 (página 96) 

1. a) [~ ~l r' 
- x () 

~1 
lIJJ 

""1 
- 3 

b) : 4 I d) e ) (/1 2 (12 2 
I 

3 .\ lIJ .1 "l J 

10 
5. 

395 
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4. a) Inversible 
e) No inversible 

b) No inversible 
d) No inversible 

5. a) .135 b) ~ 

6. Si x = O, el primero y tercer renglones son proporcionales. 
Si x = 2, el primero y segundo renglones son proporcionales. 

8. a) k = 1(5 + JI?), k = 1(5 - J17) (b) k = -1 

EJERCICIOS 2.4 (página 107) 

e) io 

1. a) .'11 1 1 = 29, ,'111 2 = - I 1, ,'1113 = - 19, ,'112 1 = 2 L ,'1121 = 13. ,'11 23 = - 19 
M 31 = 27, ,'1132 = -5. ,'1133 = l e) 

b) C 11 = 29, C 12 = 11 , C13 = -19, C 2 ¡ = -21, C n = 13 
C23 := 19, C31 = 27, C32 = 5, C33 = 19 

2. a) M 13 = 36, C!3 = 36 
e) M 22 = - 48, C 22 = -48 

3. 152 4. a) I ~~ 
-19 

-2 1 

13 

19 

b) M 2 3 = 24, C 23 = -24 
d) ,'1121 = - 108, C 21 = 108 

2~j 
19 

[ 

?9 -21 

b) (lU ;1 13 
-19 19 

5. 48 6. - 66 7. O 8. k3 
- 8k 2 

- 10k + 95 9. - 120 

r-
4 3 O 

-~J 11.A - 1 = 2 
- 1 O 

-7 O -1 
12. Xl = 1, x 2 = 2 

6 O - 7 

13. x = k y = -fr, z = - ft 14. x = if ,)' = H. z = ~ 

2~l 
19 

lO. O 

15. Xl = -~? ,X2= -H,x3=-'W 16. X l = 3, Xl = 5, X3 = -1, X4 = 8 

17. No se puede aplicar la regla de Cramer. 18. z = 2 

EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS (página 109) 

" 

d) -5 

1. X' =!X + b y' = -%x + Ü 2. x ' = x cos O + y sen e, y' = - "sena + y cos (} 

10. b) ~2. 

EJERCICIOS 3.1 (página 121) 

3. a) p¡p2 = (- 1, 3) 

e) P1Pl = (2.- 12, -IJ) 
b) 'P¡P z = ( - 7, 2) 
d) p¡p l = ( - R. 7.4) 

4. PQ, en donde Q = (9,5,1) es una respuesta posible, 

5. PQ. en donde P = (0,4,-8) es una respuesta posible. 

6. a) (- '2,0.4) 
e) (- 1. - 5, 2) 
e) (- 30. -7, 5) 

b) (23, - 15, 4) 
d ) (-39. 69. - 12) 
j) (O . ..:.. lO. O) 

7.x =( - ~,t. l) 
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10. el = - 1, e2 = - 1, e3 = 1 (en donde t es arbitraria) 
• 

11. a) (1. -t -t) b) el, -ti) 12. a) x' = 5, y' = 8 b)x=-- 1,y=3 

EJERCICIOS 3.2 (página 125) 

1. a) 5 b) 5.,/i e) 3 d» )3 e) -J129 

2. a) fi3 b) 2-/26 e) -J209 d) -J93 

3. a) 2",3 b) ~T4 + ",2 e) 4-JT4 d) 2,/37 ' 

e) (1 /,/6, 1/.,/6, -2/i6) f) 1 

7. (1 /) 3, 1/i3, 1/.}3) 

8. Una esfera de radio 1 con centro en (xo , Yo, zo) 

EJERCICIOS 3.3 (página 132) 

1. a) -10 b) -3 

3 
2. a) b) 

/58 -J 5 

e) ° d) -20 

e) ° d) 
20 

1y'70 

f) 9 

3. a) obtuso b) agudo e) obtuso d) ortogonales 

4. a) (E, --A-) b) (0,0) e) (-~~,O, -+%) d) (H,M,~) 

5. a) (t%.11) b) (2,6) e ) (-tt 1.11) d) (-*, --KH) 

7. + - - --( 2 3) 
- -JU' -J13 

M. a) 6 b) 36 e) 24" 5 d) 24-/3 

3 1 
10. cos 01 = 0, cos e2 = - =--= , cos ()3 = -_= 

) 10 -J 10 

EJERCICIOS 3.4 (página 141) 

1. a) -23,7, -1) 
d) O, - 56, - 392) 

b) (-20, -67, -9) 
e) (24,0, -16) 

2 . 
13. () = cos '- l -~ 

~6 

e ) (-78, -52, -26) 
f) (- 12, - 22, - 8) 

2. a) (12,30, -6) b) (-2,0,2) 3. (a) t)374 b) 9)13 

7. x = (t - ti, - t + ~l, 1). en donde t es arbitraria. 

9.227 10. a) u =(O, 1,0) y v=(I , O, O) 
(h) ( - 1, O, O) 

e) (0, 0, - 1) 
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EJERCICIOS 3.5 (página 148) 

1. a) (x - 2) + 4( y - 6) + 2(z - 1) = O 
b) -(x+ l) +7(y+ l) +6(z-2)=0 
e) 2 = O 
d) 2x + 3y + 4z = O 

2. a) x + 4 Y + 2z - 28 = O 
e) z = O 

b) - x + 7 Y + 6z - .6 = O 
d) 2x + 3y + 42 = O 

3. a) (5, O, O) es un punto en el plano y n = (2, - 3, 7) es un vector normal, de modo 
que 2(x - 5) - 3y + 7z = O es una forma punto-normal ; otros puntos y otras 
n ormales proporcionan otras respuestas correctas. 

h) x + 32 = O son respuestas posibles. 

4. a) 2y - 2 - 1 = O b) x +9y- 5z- 16= 0 

5. a) 1: = 2 + t, Y = 4 + 2e, z = 6 + 5t 
b) x= -3+5t,y=2-7t,2= - 4-3t 
e ) x=l,y= I,2=5+t 
d) x = t, Y = t, 2 = I 

v- 4 z- 6 
6. a) x-2= -' - = - -

2 5 

x+3 y-2 z+4 
(b) -=-=-

5 -7 - 3 

7. a) x = 6 + 1, Y = -1 + 3t, z = 5 - 91 or x = 7 + t, Y = 2 + 3t, 
"' = - 4 - 9t son respuestas posibles. 

b) x = - t, Y = - l, :: = - t or .X = - I - t, Y = - I - t, z = - 1 - t es una respuesta 
posible. 

8. a) x = - 4- + 4t, y = -l.;f - ~t, z = t b) x = it, y = l, 2 = O 

9. a) x - 2y - 17 = O. y + 22 - 5 = O b) 3x - 5y= 0,2y-z= 0 

10. plano xy: z = O; plano xz : y = O; plano yz: x = O 12. (- 2F, -~, 1f) 

13. 5x - 2y + z - 30 = O 15. (- 17, - 1, 1) 16. x - 4y + 42 + 9 = O 

EJERCICIOS 4.1 (página 156) 

1. a) (-3. - 4, -8,4) b) (53, 34. 49. 20) 
d) ( - 99, -84, - 150,30) e) (- 63. - 28, - 21, - 69) 

2. (-t. - 1, - t, -!) 3. el = l ,e2 = l ,c}= - 1,c4 = I 

5. a) 5 b) v' II e) v' T4 d) y 48 

6. a) v¡ ~73 b) i l4 + 3.J7 e) 4" 14 d) v' 1801 

e ) ( _ 2 . O, ~_ . ~_) f) I 
y6 y 6 .. ./6 

3 
8. k = ±Jl4 

9. a) - I b) - I e) O d) 27 

e)( - 1,2,7,- 10) 
f) (2,6, 15, -14) 
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10. a) (2 .. ~~) y (_~=, __ 1 ) 
J5 ~5 ,,)5.j5 

ll. a) JlO b) 3.[3 e) .j59 d) 10 

EJERCICIOS 4.2 (página 161) 

1. No es un espacio vectorial. No se cumple el axioma 8. 

2. No es un espacio vectorial. No se cumple el axioma 10. 

3. No es un espacio vectorial. No se cumplen los axiomas 9 y 10. 

4. El conjunto es un espacio vectorial bajo las operaciones dadas. 

5. El conjunto es un espacio vectorial bajo las operaciones dadas. 

6. No es un espacio vectorial. No se cumplen los axiomas 5 y 6. 

7. El conjunto es un espacio vectorial baja las operaciones dadas . 

8. No es un espacio vectorial. No se cumplen los axiomas 7 y 8. 

9. El conjunto es un espacio vectorial bajo las operaciones dadas. 

10. No es un espacio vectorial. No se cumplen los axiomas 1,4,5 Y 6. 

11. El conjunto es un espacio vectorial baja las operaciones dadas . 

12. El conjunto es un espacio vectorial bajo las operaciones dadas. 

13. El conjunto es un espacio vectorial bajo las operaciones dadas. 

14. El conjunto es un espacio vectorial bajo las operaciones dadas. 

EJERCICIOS 4.3 (página 170) 

1. a,e 2. b, e 3. a, b, d 4. b, d, e 5. a, b, d 
-

6. a) (5,9,5) = 3u - 4v-t- w 

e) (O. O, O) = Ou + Ov + Ow 
b) (2, O, 6) = 4u - 2w 
d) (2,2,3) = t u - t v + tw 

7. a) 5 + 9x + 5X2 = 3p¡ - 4P2 + P3 
(b) 2 + 6X2 = 4p¡ - 2P3 
e) 0= Op¡ + OP2 + OP3 
d) 2 + 2x + 3X2 = t p¡ - t p2 + t p3 

8. u. e, d 9. a) Los vectores lo generan b) Los vectores no lo generan 10. a, 'C 

e) Los vectores no lo generan d) Los vectores lo generan 

11. Los polinomios no generan a P2 12. a, b, d 13. 8x - 7y + z = O 

14. x = 2t, y = 7t, z = - t, en donde - 00< t < + 00 
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EJERCICIOS 4.4 (página 116) 

1. a) Uz es un múltiplo escalar de UI . 

b) Por el teorema 6, los vectores son linealmente dependientes. 
c) pz es un múltiplo escalar de PI . 
d) B es un múltiplo escalar de A. 

2. a) independiente b) independiente 

3. a) independiente b) independiente 

4. a) independiente b) independiente 

S. a) dependiente b) independiente 

e) dependiente f) dependiente 

6. a) No se encuentran en un plano. 
b) Se encuentran en un plano. 

7. a) No se encuentran en la misma recta. 
b) No se encuentran en la misma recta. 
c) Se encuentran sobre la misma recta. 

EJERCICIOS 4.5 (página 184) 

1. a) Una base para R 2 tiene dos vectores. 
b) Una base para R 3 tiene tres vectores. 
e) U na base para P 2 tiene tres vectores. 

c) independiente 

c) independiente 

e) independiente 

e) independiente 

d) Una base para M 22 tiene cuatro-vectores. 

2. a, b 3. a, b 4. c, d 

d) dependien te 

d) independiente 

d) dependiente 

d) dependiente 

6. Dos cualesquiera de los vectores VI, V2, V3 7. Base: (1,0, '1); dimensión = 1 

8. Base: (-i, -i, 1, O), (O, - 1, O, 1); dimensión = 2 

9. Base : (4, 1, O, O), (- 3, O, 1, O), (1 , O, O, 1): dimensión = 3 

10. Base: (3, 1, O), (-1, 0,1); dimensión = 2 

12. Base: (4, -5,1); dimension = 1 

11. Ninguna base; dimensión = O 

13. a) ti, 1, O), (-i, 0,1) b) (1,1, O), (O, 0, 1) c) (2, - 1, 4) d) (1 , l. O), (0,1 ,1) 

14. a ) 3- Tridimensional b) 2-Bidimensional c) 1- Unidimensional 

15. 3- Tridimensional 

EJERCICIOS; 4.6 (página 195) 

1. !¡ '= (2, -1 , 0, 1) 
!2 = (3, 5, 7, - 1) 
!3=(1.4, 2.7) 
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b) GJ e) 1 

4. a) (1, O, 1,2), (0, 1, 1, O), (O, 0, 0, 1) 

5. a} , 1,0,5, 2, O), (O, 1,0, O, O), (0, 0, - 3, O, 1) 

6. a) (1, 1, -4, -3),(0, 1, - 5, -2),(0, 0, 1, -~) 
b) (1, - 1,2, O), (0, 1,0, O), (O, O, 1, -i) 
e) (1, 1, 0, O), (O, 1, 1, 1), (O, 0, 1, 1), (O, 0, 0, 1) 

b) 1\ 
1 

° ° 
b 

8. a) { VI ' V2 , v,,} 

9. a) h, v2 } 

b) v3 = 2v¡ - v2 , v5 = -VI + 3v 2 + 2v" 

b) v3 =2v¡+v2 ,v,,= -2v¡+v2 

e) 3 

° -1 

1 e) 3 

° 
° 

10 . a) Primero y tercer renglones, o segundo y tercer renglones; cualquier par de 
columnas, excepto el par que consta de la primera y cuarta columnas. 

b) Dos cualesquiera de los tres primeros renglones, junto con el último renglón; 
tres columnas cualesquiera. 

11. a) 3 b) el mínimo de m y n 12. a) b - [lJ -1 3J 
- 4 L-6 

b) b no está en el espacio de colum nas de A c)b=c¡ - cz 

EJERCICIOS 4.7 (página '201) 

1. a) - 12 b)O e)O d)120 

3. a) 16 b) 56 4. a)-6 

6. a) No es un producto interior, 
no se cumple el axioma 4. 

b) No es un producto interior, 
no se cumplen los axiomas 2,3. 

e) <u, v> es un producto interior. 
d) No es un producto interior, 

no se cumple el axioma 4 . 

2. a) - 5 b) O 

b) O 

7. No. No se cumple 
el axiona 4. 

e) 3 d) 52 
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) 
28 16. a - 15 b) O 17 . ajO b)1 4 e) - -

1T 

In _1_ 
",/2 

APENDICE 

EJERCICIOS 4.8 (página 208) 

1. a) J2i b) J206 e) .Ji d) O 

2. a) jiO b) .j85 e) 1 d) O 

3. a) j6 b) 5 4. a) /96 b) O 5. a) ,,'45 b) O 

6. a) Ji8 b) O 7. Ji8 8. a) J98 b) O 

-1 -3 -20 -1 2 
9. a) J2 b) - e) O d) - e) - f) -

j73 9jiO .Ji J55 

10. a) O b) O 11. a) 19 _ 
10-./7 

b) O 12. a) k = - 3 b) k = -2, k = -3 

1 
1 4~ a, b, e 15. ± J3249 ( - 34, 44, - 6, 11) 

3249 

EJERCICIOS 4.9 (página 220) 

1. b 2. b, d 3. a 4. a 

7. a) (~, - ~), (Jw, Jw) b) (1 , O), (O, -1 ) 

8. a) (~, ~3' ~),( - ~, ~, O),(~, ~, -~) 

( 
7 2 ) ( 30 105) b) (1,0,0), O, ro' - ro ' O, ~,--

v53 v 53 '>1 1192511925 

( 2 1 )(5 1 2 ) 
9. 0, )S' }S' ° , J36' - J36' J36' ° , 

12. W ¡ = (-t 2, ~) , W 2 = (t 0, ~- ) 

13. W¡ = (it n, ¡N), W 2 = (iz, - -12, -A) 14. w¡ = (-i, -±, i, t), W 2 = (±, t ll-, - t) 

22. Q( - ~. -t -<;); tJ3s 23. Q( -t~. - lf) 
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EJERCICIOS 4.10 (página 239) 

1. a) (w)s = (3, -7), [wJs = [_ ~J b) (w)s = (ls , 1
3
4), [wJs = [~J 

2. ,) (,1, ~ (3. - 2. 1). e,], ~ [- ~l b) ¡,¡, ~ (- 2. 0, 1), [,], ~ [-~l 

3. ,) (p), - (4. - 3. 1). [p], ~ [ - il » (pI, ~ (0.2. - 1), [p], ~ [ _ ~l 

4. (Ah+llL3)[A ],~ l~J 
- - [-2.j2J 5. a) (w)s= (-2 y 2.S y 2). [wJs= s.j2 b) (w), ~ (O, -2, 1), [w], ~ [ -:1 

6. a) w = (l6. 10, 12) b) q = 3 + 4X 2 e) B = ,1S -lJ 
L 6 3 

7. a) Ilull = y 2. d(u. v) = ,jI}, (u, v) = 3 

8. a) r \' ~J 
L -TI 1 1 b) [ =~J d) r~ -!J 

9. a) [ ° 
- 2 =~ J b) [ = ~J d) [ ~ -1J 

- 5 ° 

403 

1 -1] b+~l 11 ,+¡ [ 

3 
;¡: 

10. a ) --~ 
2 2.] [_2] 

- 3 -i b) .~. 

12. a) [¡ :j b) [ -; J d) [ - f -fJ 
13. b) [_! ~j e) [ _ ~j e) e ~J 
14. a) (4 v' 2, - 2v' 2) b) (- 3.s .j2, 1.5 .j2) 

15. a) ( - 1 + 3";3, 3 + v'3) b) (2.S - )3, 2.S)3 + 1) 

16. a) (.S v2. 1.5,2. 5) b) ( - 2.5 ft., 3.5 ft., -3) 

17. a) (-.5 - 2.S ..,;3, 2, 2.S - .S ;)3) b) (.S - l.S.J3, 6, -1.5 - .s)3) 

18. a) ( - 1, 1.S v'2, - 3.S .j2) b) (1 , -1.S .j2, 4.S J2) 19. a,b, d, e 
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1 -~2 O l 1 1 l ) 
"\ -

20. a} [~ ~] 
,,2 ) 2 , -

b) _ ,\ 
d} 

" -6 ,,6 ,6 
"I} 

,,3 ..,; 3 ,3 

,) II 
1 

ij - 1 
6 
1 , 
6 -6 
s l 

-6 ¡; 

sene] [ ca, O sene :l 2í. a) [ cos e 
b) - se~o cos o -sene cos e o 

23. a) (-2, - 1) b) (-t - 6f) e) ( --Y-,~) (d) (O, O) 25. a, e 

27. a) (lf-, -t -7) b) (2, 1,6) e) (--~ , l/ , -3) d) (O, O, O) 

29. b 

/' [ca, O O 

-"~lIl b) A ~ [~ 
O 

O 1 31. a) A = O 1 'cos (1 senO 

sen e O cos o -sene cos () 

-/2 -/6 ..,;2 
- -
4 4 2 

J3 1 
32. - O 

2 2 

.Ji -/6 Ji -
4 4 2 

EJE RCICIOS SUPLEMENTARIOS (página 244) 

L a) Tódo R 3 

e) Recta : x = 2t, y = t, Z = O 

2. a) (O, a, a, O) con a =1= O 

7. ~) a(4, 1, 1) + b(O, - 1,2) 
b) (a + e)(3, -1,2) + b(l, 4,1) 
e) a(2, 3, O) + b( - 1, O, 4) + c(4, -1, 1) 

b) Plano: 2x - 3y + Z = O 
d) El origen: (O, O, O) 

8. a) y <:= (-1 + r)y¡ + (1 - r)Y2 + rY 3; r arbitrario 
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EJERCICIOS 5.1 (página 254) 

I. Lineal 2. No lineal 
S. No lineal 6. Lineal 
9. Lineal 10. Lineal 

13. Lineal 14. No lineal 
17. Lineal 18. Lineal 

3. 
7. 

1I. 
15. 
19. 

Lineal 
Lineal 
No lineal 
Lineal 
pneal 

4 . Lineal 
8. No lineal 
12. Lineal 
16. No lineal 
;20. No lineal 

405 

21 . F(x, y) = (-x. y) 23. a) [: [ 42J 
b) -55 

e) [x + 3y + 4ZJ 
x - 7= 

24. a) (2, O. - [ ) b) T(\:, y, z) = (x, O. :) 

25. a) Tt3 . 8, 4) = (-2, 3, - 1) b) T(\: . r. :) = t (2x - r - :::. - x + 2r - :::. - x - y + 2z) 

26. a) T ( - 1. 2) = ( - 3_ . ~): T(x. r) = (~~ - ~_. \:_ +~) 
\ ,¡ 2 y 2; . ,2 v 2 'v 2 v 2 

b) T( - 1, 2) = (1. - 2): T(\:. r ) = ( - \:. - y) 

(
, 3 1 1 ,3) 

T(\: . r) = - \: - - r. - \: + - r 
. :? 2 ' 2 2 ' 

( 

[ - ,j ) 
d) T(- 1.2)= - 2" + ",3. 2- + 1 : / 

/ 

(1 'v 3 y3 1) 
T( \:. r) = - x + - r. -- x + - r 

. 2 :2 ' 2 2 ' 

EJERCICIOS 5 .. 2 (página 2.62) 

1. a. e 2. l/ 3. l/. h. e .4. a 5. b .6. a 7. ker(T) =;o {O}; R(T) = V 

8. Rango (T) = l, nulidad (T) = 1 
~-----

10. a) Rango (T) = n, nulidad (T) = ° 
e) Rango (T) = 11, nulidad (T) = ° 

9. Rango (T) = 3, nulidad (n = O 

b) Rango (T)= 0, nulidad (1')= 11 

11. T(\: . .\". :::) = (30\: - 101' - 3:::. - 9, + 3r + .::). T(I, 1, 1) = (17, - 5) 

12. T (:? - 2\: + 3\:2) = 8 + 8x - 7>;2 

13. a) Nulidad(T)=2 b) Nulidad (T)=4 e) Nulidad(T)=3 d) Nulidad(T)= 1 

14. Nulidad (T) = 0 , rango (T) = 6 

a ) Dimensión = nulidad (T) = 3 
b) No. Para que Ax = b sea consistente para todo b en R 5, se deb.e tener R(T) .= R 5 

• 

Pero R(T) =1= R S puesto que rango (T) + dim R.(T) = 4. 

c) Rango (T)= 2, nulidad (T)= 1 
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17. ,) m b) [H m c) Rmgo en" l. nuliMd en" 2 

18. a) [~l [~J bf]Pj e) Rango (n = 2, nulidad (n = 2. 

19 'lJ l-JjVJ b) e) Rango (n = 3, nulidad (n = 2 

-1 

-1 

22. a) 14x - 8y - 5z = O b) x = - 1, Y = - 1, z = t, - 'X) < t < + 'X) 

26 . ker (D) consta de todos los polinomios constantes. 

27. ker (l) consta de todos los polinomios de la forma kx. 

EJERCICIOS 5.3 (página 280) 

.1. a) 12 -IJ 
Ll 1 

o 
1 

d) O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

1 

O 

b) [~ ~J 

b) [ ~ 
-1 

1 

O 

O 

O 

O - 1 ° 

2 - 1 

1 1 

O O ~l 
O O O 
O O O 

e) O O O 

O O O 

O O O 

3. a) [ _ ~ - ~J b)[-~_~J e) [~ ~J [O olJ d) O 

4. a) (-1, -2) b)(-2, -I) e) (2, O) d) (0,1) 

8. a) Rectángulo con vértices en (O, O), (1, O), (1, -2), (0, - 2) 
b) Rectángulo con vértices en (O, O), (- 1, O), (-1, 2), (O, 2) 

e) Rectángulo con vértices en (O, O), (- 1, O), (- 1, t), (O, t) 
d) Cuadrado con vértices en (O, O), (2, O), (2, 2), (0, 2) 
e) ParalelograrilO con vértices en (0, O), (1, O), (7, 2), (6,2) 
f) Paralelogramo con vértices en (O, O), (1, - 2), (0, 1), (1, - 1) 
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9. Rectángulo con vértices en (O, O), (- 3, O), (0,1), (- 3,1) 

j2 I 
1 

10. (a) 1 e) [-1 0J ° - 1 

Lv2 

[

'V

3 

~ l 2 2 
e) _ 

1 'V 3 
- - -

2 2 

11. (a) [~ ~J 12. a) [~ ~J b) [~ ~J 
13. a) Dilatación en un factor de 3 en la dirección x. 

b) Dilatación en un factor de - 5 en la dirección y. 
e) Deslizamiento cortante en un factor de 4 en la dirección x. 

407 

14. a) [~ ~J[~ ~J ; dilataciónenladireCCiÓnyenUnfactorde3,acontinUaCiÓn 
una dilatación en la dirección x en un factor de 2. 

b) [~ ~J [~ ~J ; deslizamiento cortante en la dirección x en un factor de 4 y, 

a con tinuación , deslizamiento cortante en la dirección y en un factor de 2. 

e) [0 lJ [4 0J [1 0J ; dilatación en la dirección y en un factor de - 2, 
I ° ° I ° -2 

en seguida una dilatación en la dirección x en un factor de 4 y, por último, 
una reflexión respecto a y = x . 

[
1 0J [. 1 0J [1 - 3J d) ; deslizamiento cortante en la dirección x con un fac-
4 1 O 18 O I 

tor de - 3; en seguida , dilatación en la dirección y con un factor de 18 y, 
por último deslizamiento cortante en la dirección y con un factor de 4. 

[0
1 (5)J 15. a) 

16. a) [ O IJ 
- 5 O 

19. a) .\' = h 

21. [:1 - ~J 

b) [~ ~J 
) I [ -./ 3 -1 J 

h 2 _ 6,j 3 + 3 6 + 3,.;3 18. a) 16y - Ilx - 3 = ° 
b) .\' = x d) Y = - 2x 

22. b) No; A no es inversible. 
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EJERCICIOS 5.4 (página 289) 

[1 1 0J 
1. O -2 -3 bJ [ ~:] 

O O O 

O O O 
4. a) 1 1 4 

025 

1 3 1 

5. a) [T(V¡)]B = [ -~J [T(V2)]B = [~J 

b) T(v 1) = [ -~J T(v2 ) = [ ~~J e) [-~J 

6. 'J [T(,,)]. ~ [ J [TI,,)]. ~ [ - n [TI,,)]. ~ [ iJ [TI'.)], ~ m 

bJ Te,,¡{H TI',J{¡n T(',J~ nn Ti',) ~ n] 'fm 
7. ' : [Te,,¡]. ~ m [Te,,)]. ~ [ _ H [Te,,)]. ~ [ -:] 

b) T(v 1) = 16 + 51x + 19x2, T(v2 ) = -6 - 5x + 5x2, ThJ = 7 + 40x + 15x2 
e) T(1 + X2) = 22 + 56x + 14x2 

11. ,) [l 1 0] [O ' il] O 2 b) O -~ -~ e) -6 + 48x 
O O O O O 

12. 'J [~ O 0] [0 O ~] [' 1 0J O -1 
b) ~ 1 e) O 2 2 

• O 1 O O O O 2 

EJERCICIOS 5.5 (página 296) 

[1 -2J-l. [T]B = O -1 
[ 

3 
-TI 

[T]B' = _..1_ 
11 

56J -~ 
11 

[ 
4 61J 

2. [T]B = ~ _,~ - 10 2: 
[ 

U2 9J 
[T]B' = -W z;-
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l- I - _.1 l 
,, 2" ./'2 

3. [T]B = ~ _1 

y2 ,)2"J 

4. (Y], ~ [i -~ -~] 
o 7 

l
13 

11 ,)2 
[T]B = ~ 

11 v' 2 

(T], ~ [ -: 

5. [TJB = [~ 
() 

~ ~;l [T]B' = [~) ~ °01 ] 

O O O O 

6. [TJB = [~ ~J [T] B' = [~ ~J 7. [T]u = [; 

EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS (página 298) 

409 

1. No; T(x¡ + x2 ) = A(x¡ + x2 ) + B"# (Ax¡ + B) + (A x 2 + B) = T (x¡) + T(x 2)y, si.c "# 1, 
entonces T (cx ) = cAx + B"# c(Ax + B) = cT(x). 

. n [cos n(] - sen n(] ] 
2. b) A = 

senn(] cos nO 

5. a) T(e3) y dos cualesquiera de T(e¡ ), T(e2) y T (e3) forman bases para el recorrido; 
(- 1, 1, O, 1) es una base para el kernel. 

b) Rango = 3, nulidad = 1 

6. a) 2 b) O ) (3 + 5,)3 ,)3+ 5) 
7. b 4 ' 4 

EJERCICIQS 6.1 (página 307) 

l.a) ;.2-2i.- 3 = 0 
d) i. 2 + 3 = O 

b) i.2 
- 8i. + 16 = O 

e) J.2 =0 
c» ).2-12=0 
f) A2 

- 2). + 1 = O 

2. a) i. = 3, i. = - 1 b) i. = 4 
d) Ningún eigenvalor real e) i. = O 

c) }, = jl2, j. = -J12 
f) }, = 1 

3. a) Base para el eigenespacio correspondiente a i. = 3: [n 
base para el eigenespacio correspondiente a ), = - 1 : [~J 

b) Base para el eigenespacio correspondiente a i, = 4: [:] 
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e) Base para el eigenespacio correspondiente a [ 
3 1 ,¡=; 

), = J12: v
l

-

, ... [ ~~2l base para el eigenespacio correspondiente a ). = - ~ 12: 1 

d) No hay eigenespacios. 

e) Base para el eigenespacio correspondiente a ). = O: [~J [~J 

f) Base para el eigenespacio correspondiente a ), = 1: [~l [~J 
5. a) i,3 - 6i. 2 + Il i, - 6 = ° 

e) i3 + 8i,2 + i. + 8 = ° 
e) ;'3 

- 6i.2 + 12i. - 8 = ° 
b) ;.3 - 2i. = ° 
d) P - i. 2 

- ), - 2 = ° 
f) ),3 - 2;.2 - ISi. + 36 = ° 

6. a) i = 1, i. = 2, i. = 3 b) i. = O, i. = ..J 2, i. = - 2 
e) i. = 2 e ) i. = - 8 d) ;.= 2 

j) ).= - 4,}.=3 

7. a) [0] r-i-J [-1] ), = 1 : base (\,' i. = 2: base : . i. = 3: base : 

[

+(15 - SJ 2.) I 
;. = - .j2: base +( - 1 ~ 2J2. ) 

el J. ~ - 8 b,,, [ =¡] (d) '~2 b,,, 1 ~] 

8. a) (i, - 1)2(i.+ 2)( ). + 1) = 0 b) (i.- 4) 2(i. 2 + 3)= 0 

9. a) ;.= U . = -2,;.= - 1 b)j. = 4 

l
2J 1- Ij - 1-~ ~ . I = - :2. base \l . I = - 1 base : 

() () () 

APENDICE 
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11. (1) X= - 4, ;. =3 
b) Base para el eigenespacio correspondiente a ;. = - 4: - 2 + ~x + Xl 

base para el eigenespacio correspondien te a ;. = 3: 5 - 2x + X l 

12. a) i. = 1, i . = - 2, i. = - 1 

411 

b) Base para el eigenespacio correspondiente a ;. = 1: [~ ~J y [~ ~J ; base 

para el eigenespacio correspondiente a i. = - 2 : [ - ~ ~J; base para el eigen~ 

espacio co rrespondiente a ;. = - 1 : 

EJERCICIOS 6.2 (página 317) 

5. P = [: ~J 6. P = [~ ~J p - 1 AP = [1 0J 
O - 1 

7. p ~ U ~ :] 
8. P = [- ~ ~ ~l 100 

9. N o diagonalizable 
[
1 O 0] 

p-1 A P = () 2 () 

O O 3 

11. No diagonalizable p ~ n O 

°l 
[" O 

°l 
12. 1 O P - 1AP = () O () 

O 1 () () 1 

13. No diagonalizable l' , 
() 

j l- 2 
O O 

~l o 1 
P - 1AP = O - 2 o 

14. P = 
O O 1 O O 3 0J () O O O o O J 

:] () [:,] - 1 
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17. PI =t-+-x, pz=x [ 

1 o ~ 

19. - 1023 1024J 

EJE Rel el os 6.3 (página 323) 

1. a) A = o: unidimensional, A = 2: unidimensional 
b) A = 6: unidimensional, A = - 3: bidimensional 
e) A = 3: unidimensional, A = O: bidimensional 
d) A = o: unidimensional, A = 6: bidimensional 
e) A = O: tridimensional, A = 8: unidimensional 
f) A = -2: tridimensional, A = 4 : unidimensional 

l~~ -~J 3. p= -
1 ..}3 

2 2 

p - I AP = [8 0J 
O -4 

4. p=[! -n [25 P- IAP= O - 2~J 

r 
~ O J] 

5. p= -~ 1 ; 

_ ~ O ~ 
[" 

O 

-5~J p-1AP= ~ -3 

O 

I I ~J O O 
R J3 J6 ..}2 "';2 \1-

2 
O 8. O 7. () 

J2 -../3 J6 v2 

O O () 
--

\1 3 .,; Ó , () O O -y-

2 
O O 

..,¡ 5 v5 

2 
O O 

9. 
,15 v5 

O O 
2 

v5 ...;5 

2 I 
O () 

.,;5 ...;5 

APENDICE 

/ 2 "'; 2 °1 
6. 

/ 2 - ~)j ...; 2 

O O 
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EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS (página 324) 

1. b) La transformación hace girar los vectores hasta describir el ángulo e; por lo 
tanto, si O < O < n, entonces ningún vector diferente de cero se transforma 
en un vector con la misma dirección o la opuesta . 

[~ 
1 :l 2. A = k con multiplicidad 3. 3. e) 2 

O 

2 r15 
30J A 3 = [75 150J A4 = [375 750J AS = [1875 3750J 9. A = 
10 ' 50 ' 250 ' L 5 25 125 625 1250 

IO.A'_[; 11 el [ 

O O -:l -3 :J A' - [ : 

- 8 

l ~l O O 
-8 - 15 

-1 1 O 
-15 10 lO - 24 15 

O - 3 

EJERCICIOS 7.1 (página 335) 

1. a) Y¡ = clesx 
- 2c2e - x 

Y2 = c l e
5x + c2e- x 

2. a) YI = c¡e7x 
- 3c2e - x 

Y2 = 2c¡e7x + 2c2e - x 

3. a) YI = -c2e2x + c3e3x 

Y2 = c¡ex + 2c2e2x - c3e3
• 

Y3 = 2c2e2x 
- c3e3x 

4. YI = (c I + cz)e2x + C3et 
Y2 = - C2eh + C3e8x 

Y3 = _c\e2x + c3eBx 

EJERCICIOS 7.2 (página 342) 

1. a) (1 + n) - 2senx - sen2x 

b) YI = O 
Y2 = O 

b) Y I = -4¡Oe7 .< + ~6e - x 
Y2 = - 2¡Oe7x - ~e - x 

b) Y¡ = eZx _ 2e3x 

Y2 = eX - 2eh + 2e3x 

.Ji3 = - 2eh + 2e3x 

b) (l+n)-2 senx+--+--+ "'+--[
sen 2x sen 3x sen nXJ 

2 3 n 

4n 
2. a) 1n2 + 4 cos x + cos 2x + ~ cos 3x - 4n senx - 2n sen2x - 3 sen 3x 

b) 4 2 ~ cos Kx ~ ~enkx 
3 n + 4 L. -- - 4n L. --

k = \ k2 
k = ¡ k 

3. a) 
1 1 

- - -t---ex 

2 e - 1 

1 3 - e 
b) ----

12 2e - 2 

http://libreria-universitaria.blogspot.com



414 APENDICE 

4. a) (4e - 10) + (18 - 6e) x 
b) (3 - e)(7e - 19) 

. 2 
3 

5. a) - x 
n 

6 
b) 1- -

n 2 

<Xl 2 
8. L - sen(kx) 

k= 1 k 

EJERCICIOS 7.3 (página 353) 

1. a) 2X2 - 3xy + 4y2 b) x 2 -xy e) Sxy d) 4X2 - 2y2 e) y2 

2. a) [ _~ -!J b) [ _~ -~J e) I-~ ~J 
- Lz 

d) [~ - ~J 
3. a) [x y] [-~ -!J[:J +[-7 2][:J +7=0 

b) [x y] [-~ -~J [:J + [S 8][:J-3=0 
e) [x y] [~ 

e) [x y] [~ 

4. a) elipse 
e) círculo 
i) parábola 

~J[:J -8 =0 d) [x y] [~ 

~J [:J + [7 -8][:J-S=0 
b) elipse 
f) parábola 
j) círculo 

e) hipérbola 
g) parábola 

-~J [:]-7 = ° 

d) hipérbola 
h) parábola 

e) [~ 

5. a) 9X'2 + 4y'2 = 36, elipse 
e) y,2 = 8x' , parábola 

b) X,2 - 16y,2 = 16, hipérbola 
d) x,2 + y,2 = 16, círculo 

e) 18y,2 - 12x,2 = 419, hi
pérbola 

6. a) 3x,2 - 2y,2 + 8 = 0, hi
pérbola 

e) 7x,2 + 3y,2 = 9, elipse 

7. 2X,,2 + y,,2 = 6, elipse 

9. 2x,,2 - 3y,,2 = 24, hipérbola 

11. 4y ,,2 - x,,2 = 0, hipérbola 

f) y' = - +X,2, parábola 

b) 2v'2x,2 - 7x' + 9y' = 0 , 
parábola 

d) 4x,2 - /2 = 3, hipérbola 

8. 13y"2 - 4x,,2 = 81, hipérbola 

10. 6X,,2 + Ily,,2 = 66, elipse 

12. v'29y ,2 - 3x' = 0, parábola 

13. a) Dos rectas que se intersecan, y = x y y = -x 
b) N o existe gráfica 
e) La gráfica es el punto único (0 , O) 
d) La gráfica es la recta y = x 

3 2 
e) La gráfica consta de dos rectas paralelas - x + --= y = + 2 

JD J13 -
j) La gráfica es el punto único (1, 2) 

~J 
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EJERCICIOS 7.4 (página 360) 

1. (a) X2 + 2y2 - Z2 + 4xy - 5yz 
e) xy + xz + yz 
e) 3Z2+3xz 

b) 3X2 + 7z2 + 2xy - 3xz + 4yz 
d) X2 + y2 _ Z2 

J) 2z2 + 2xz + y2 

4. a) Elipsoide . b) Hiperboloide de un manto . 

415 

e) Hiperboloide de dos mantos. d) Cono elíptico. e) Paraboloide elíptico. 
j) Paraboloide hiperbólico. g) Esfera. 

S. a) 9x,2 + 36y,2 + 4z,2 = 36, elipsoide 
b) 6X ,2 + 3y,2 - 2Z,2 = 18, hiperboloide un manto 
e) 3x,2 - 3y,2 - z ,2 = 3, hiperboloide de dos mantos 
d) 4x,2 + 9y,2 - z,2 = O, cono elíptico 
e) X,2 + 16y,2 - 16z' = 32, hiperboloide de un manto 
J) 7x,2 - 3y,2 + Z, = O, paraboloide hiperbólico 
g) X,2 + y,2 + z,2 = 25, esfera 

6. a) 25x' - 3y' - 50z' - 150 = O, hiperboloide de dos mantos 
b) 2X,2 + 2y,2 + 8z,2 - 5 = O, elipsoide 
c) 9x,2 + 4)',2 - 36z = O, paraboloide elíptico 
d) x,2 - y,2 + Z ' = O, paraboloide hiperbólico 
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7. xI/2 + vl/ 2 - 221/2 = - 1, hiperboloide de dos mantos 

8. XI/2 + y ,,2 + 221/2 =:: 4 , elipsoide 

9. XI/2 + )' 1/ 2 + z" =:: 0
1 

paraboloide hiperbólico 

10. 6XI/2 + 3yl/2 - 8 v'2zl/ = O, paraboloide elíptico 

EJERCICIOS 8.1 (página 368) 

1. a) .28 x 10 1 b) .3452 x 104 e) .3879 x 10- 5 

d) -.135 x 10° e) .17921 x 102 f) - .863 x 10 - I 

2. a) .280 x 101 b) .345 x 104 e) .388 x 10 - 5 

d) - .135 x 10° e) .1 79 x 102 f) -.863 X 10 - 1 

3. a) .28 x 10 1 b) .35 x 104 d .39 X 10 - 5 

d) - .14 x 10° e) .18 x 102 f) - .86 X 10 - 1 

4. XI = - 3, X 2 = 7 

6. X I = 1, Xl = 2, X 3 = 3 7. XI = O, X 2 = O, X3 = 1, X4 = - 1 

8. XI = .997, Xl = 1.00 9. XI = -2,x 2 = 0, X3= 1 

10. Xl = O, X 2 = 1 ( sin pivote ); XI = 1, X2 = 1 ( con pivote) 

EJERCICIOS 8.2 (página 374) 

1. Xl "'" 2.81, X2 "'" .94 ; la solución exacta es XI = 3, X2 = 1 

2. XI ""'.954,X2 ""' - 1.90;lasoluciónexactaesxl = 1 ,x2 =-2 

3. Xl "'" -2.99, X2 "'" - .998; la solución exacta es Xl = - 3, X2 ==- 1 

4 . Xl "'" 0.00 , X2 "'" 1.98; la solución exacta es Xl =:: O, X2 =:: 2 

5. Xl "'" 3.03,X2 "'" 1.02; la solución exacta esxl = 3, X2 = 1 

6. Xl "'" 1.01, X2 "'" - 2.00; la solución exacta es Xl = 1, X2 = -2, 

7. X I ""' - 3.00,X2 ""'- 1.00 ; lasoluciónexactaesxl = - 3,X2 = - 1 

8. Xl ::::O. 00S,X2 ::::o2.00;lasoluciónexactaesx ¡ =0,X2 =2 

9. Xl"'" .492,X2 ""' .006 ,X 3 ""' - .996 ; la solución exacta esx¡ = t, X2 =0,X3 = - 1 

10. XI "'" 1 .VO , X2 "'" .998, X3 "'" 1.00 ; la solución exacta e.s Xl 0.= 1, X2 = 1, X3 = 1 

11. Xl ""' .499,X2 ""'. 0004 ,X3 ""' - 1.00 ; la solución exacta es Xl =:}-,X2 =0,X3 = - 1 

12. Xl "'" 1.00 , X2 "'" l.00 ,X3 "'" 1.00 ; la solución exacta esxl = I , X2 = 1,x3 = 1 

13 . a, d, e 
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 

EJERCICIOS 8.3 (página 384) 

1. a)A=3 

2. a) [1.00 J 
.503 

b) No hay eigenvalor dominante 

b) 5.02 

e) A = 6 d) A= 3 

e) El eigenvector dominante es [~J ; el eigenvalor dominante es 5 

d) El error en porcentaje es .4% 

3. a) [1 .00 l 
.750J 

b) 8.01 

e) El eigenvector dominante es [~J; el eigenvalor dominante es 8 

d) El error en porcentaje es .125% 

4. a) [ 1.00 J 
- .560 

b) -4.00 

e) El eigenvector dominante es [ -~J ; el eigenvalor dominante es -4 

d) El error en porcentaje es 0% 

417 

5. a) Al final de dos iteraciones, el eigenvalor y eigenvector dominantes son aproxi-

madamente Al "" 20.1 Y x ~ [ 1 J 
.119 

b) Los valores exactos del eigenvalor y eigenvector dominantes son Al = 20 Y x = 

[~J 
6. a) Al final de tres iteraciones, el eigenvalor y eigenvector dominantes son apro-

[- .978J ximadamente Al "" -9.95 Y x ~ 1 

b) Los valores exactos del eigenvalor y eigenvector dominantes son Al = -10. 

bj 10.0 

http://libreria-universitaria.blogspot.com



418 APENDICE 

EJERCICIOS 8.4 (página 388) 

b) 7.00 [-.SIJ e) i ' 2 ~ 2.00, V2 ~ 1 

d) Eigenvalores exactos 7, 2 ; eigenvectores exactos 

['J [-+l VI = !' V2 = ~ 

2. a) [ , J 
.503 

b) 12.0 [-.S32J e) i' 2 ~ 2.02, V2 ~ 1 

d) Eigenvalores exactos 12, 2; eigenvectores exactos 
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