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PRESENTACION

Si usted, estimado lector, considera que la matematica es una de las materias
de mayor complejidad en los planes de estudio escolar, pre-universitario y
superior, o desea profundizar y repasar temas y ejercicios que le permitiran el
dominio progresivo y la maestria avanzada en el tema, ha abierto el libro apro-
piado.

Desde siempre Lexus Editores ha desarrollado recursos metodolégicos ten-
dientes a mejorar la articulacion teorica y practica entre el nivel secundario y
la universidad. Esta vez, ha deseado crear un manual educativo que sirva
como herramienta de auto-evaluacion para los alumnos que se encuentran en
etapa pre-universitaria. De esta manera, ellos mismos seran capaces de juzgar
sus capacidades con vista a iniciar sus estudios superiores.

Se ha tenido el especial cuidado de seleccionar un grupo altamente calificado
para la redaccion de esta obra, conformado por estudiantes universitarios y
docentes especializados, a fin de lograr un manual de preparacion pre-univer-
sitaria en Algebra en la que se destaca el desarrollo de complejos ejercicios,
usando métodos apropiados, faciles y amigables.

Este manual conduce al lector de una manera didactica a lo largo de la asigna-
tura, pasando de lo mas sencillo a lo mds complejo, con numerosos ejercicios
resueltos y propuestos, brindandole de esta manera una base muy solida para
que destaque durante su paso por las aulas universitarias, al ostentar adecua-
do conocimiento y dominio de la materia.

Un DVD, producido con la mas alta tecnologia digital e infografica, acompana
esta obra, para demostrar al estudiante que lo dificultoso puede verse siempre
en términos entendibles y amenos. Es practicamente como tener un profesor
en casa a tiempo completo.

Los Editores
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ALGEBRA

CONCEPTOS FUNDAMENTALES

El algebra es la parte de la matematica que estudia a
la cantidad en su forma mas general obteniendo ge-
neralizaciones sobre el comportamiento operacional
de los numeros. Estudia de esta manera, funciones
numéricas; para lo cual se emplea ntmeros, letras y
signos de operacion.

Como el estudio de una funcion conduce finalmente
al planteamiento de una ecuacion o igualdad, se dice
también que el dlgebra es la ciencia que estudia las
ecuaciones. Utiliza conceptos y leyes propias. Estos
son analizados a continuacion:

EXPRESION ALGEBRAICA

Es el conjunto de numeros y letras unidos entre si
por los signos de operacion de la suma, la resta, la
multiplicacion, la division, la potenciacion y la radi-
cacion.(*)

Ejemplos:

Son expresiones algebraicas las siguientes:
i x

i) 4x

iii) 4x? + 5y* + 7z°

iv) 3x’+ 7N x?-5xy!

3x%y - 3xy’

No son expresiones algebraicas:
i) 5%
ii) log, x

iii) sen x

(*)Las letras son empleadas tanto para repre-

sentar valores conocidos o datos (en este
caso; por convencion, se usa las primerds
letras del alfabeto) como valores desconoci-
dos (se usa las ultimas letras del alfabeto).

Es necesario aclarar que todas las expresiones que
tienen numeros y letras son expresiones algebraicas;
a excepcion de las dltimas tres, que reciben el nom-
bre de funciones trascendentes y que son utilizadas
muy a menudo en el calculo superior. Para una
mayor ilustracion, indicaremos la definicion de las
siguientes funciones trascendentes:

Funcion exponencial.- Representada por una base nu-
meérica y un exponente literal, como por ejemplo:
7% (base = 7, exponente = x).

Funcion logaritmica.- Representada por el simbolo
“log.” y que se toma en una cierta base a un determi-
nado ntmero. Ejemplo: log, N y se lee logaritmo en
base b del numero N.

Funcion trigonométrica.- Representada por las fun-
ciones seno, coseno, tangente y sus complementos
aplicados sobre un ntimero real. Ejemplo: sen x, que
se lee: “seno de x”.

CLASIFICACION DE LAS EXPRESIONES
ALGEBRAICAS

Segun el tipo de numero o variable de sus expo-
nentes, radicales o denominadores las expresiones al-
gebraicas pueden clasificarse en:

Enteras

Racionales

Expresiones Fraccionarias

Algebraicas

Irracionales

a) Expresion algebraica racional

Es aquella que se caracteriza porque tiene expo-
nentes enteros o no tiene letras en su cantidad su-
bradical (es decir, al interior de la raiz).

- 13 -



Ejemplos:
i) 4ax* +5y° + 7z*

i) 4x 7+ 2y3 + 1127

iii) 1 ogtp Lys, Ly
3
. x2  47? 273
iv) + +
3yz  7xy* 9yt
NOTA:

Se entiende por cantidad subradical a la parte de una
raiz que se encuentra en el interior del radical. De este
modo:

n
VA | selee “raizn de A”

Donde n = indice, A = cantidad subradical

a.1) Expresion algebraica racional entera

Es aquella que se caracteriza porque tiene expo-
nentes enteros positivos o no tiene letras en su
denominador.

Ejemplos:

i) 2x*+ 5y’ + 12yP

i) 4x?y> z* - 8wt ©

a.2) Expresion algebraica racional fraccionaria

Es aquella que se caracteriza porque tiene expo-
nentes negativos o tiene letras en su denominador.

Ejemplos:
D) 4x3+ Ty 2+ 12z
u) L + i + 7

3x SyF

4x2 + 3y + 727
4%° + 5yz

iii)
iv) 4x* + 5y° + 82° + 9t

b) Expresion algebraica irracional

Es aquella que se caracteriza porque tiene expo-
nentes fraccionarios o tiene letras en su cantidad
subradical.

Ejemplos:

i) 5x12 + Ty!3 4 8215
ii) 4x13 4 8y 154 72718
iii) Vax? + 5y2 + 8 Vz

7 8

V) —+ —+ —

Wy e

v) 4x?0 + 5y8 +7xM + 9 \xyz

Resumen de las caracteristicas de las expresiones
algebraicas.

Racionales r Enteras
Exponente Exponente
entero entero positivo
Subradical Denominador
sin letras sin letras
{ Fraccionarias
Expresiones Exponente
Algebraica entero negativo
Denominador
\ con letras
Irracionales
Exponente
fraccion
Subradical
con letras

TERMINO ALGEBRAICO
Es aquella expresion algebraica cuyas partes no es-
tan separadas ni por el signo mas ni por el signo

menos. En otras palabras, un término algebraico es
un monomio.

Ejemplos:
i) 4x?
i) +5y%z*

iii) -3x*y’z8

- 14 -



ALGEBRA

Partes de un Término Algebraico

/_\ coeficiente
(-7) X4A—\

exponente

parte literal

TEORIA DE EXPONENTES

La Teoria de Exponentes tiene por objeto estudiar to-
das las clases de exponentes que existen y las relacio-
nes que se dan entre ellos.

La operacion que permite la presencia del exponente
es la potenciacion, la cual se define asi:

POTENCIACION
Es la operacion que consiste en repetir un ntmero
llamado base tantas veces como factor, como lo indi-

que otro llamado exponente; al resultado de esta ope-
racion se le denomina potencia, y se representa asi:

Potencia = (base)®xponente
Ejemplos:

i) 27=2.2.2.2.2.2.2=128

7 factores 2

ii) 5°=5.5.5.5.5=3125
%/—J
5 factores 5

iii)4°=4.4.4.4.4.4=409
| —

6 factores 4

En general:

a"=a.a.a.a. ... .a

“n” factores a

NOTA:

Recuerdese que para efectos del estudio algebrai-
co, la base es literal y el exponente es numérico:

LEYES QUE RIGEN A LOS EXPONENTES

Multiplicacion de Potencias de Bases Iguales.
Se escribe la base comtin y como exponente se escri-
be la suma de ellos.

m+n

a™. a"=a
Ejemplos:
) x0.x =x = x!?
i) x8. x5, x3. x8. x12 = x8+638+12 _ 15

lll) 2m+3 2m+4 24-2m - 2m+3+m+4+4-2m

=211=2048

Division de Potencias de Bases Iguales.

Se escribe la base comtin y como exponente se escri-
be la diferencia de dichos exponentes.

m

a
_ ,m-n
an :
Ejemplos:
8
X :
i) X o k83
3

12
X
i) - = X12:(3) = x1243 _ 15

2m+3
iii) - 2m+3—(m—3) - 2m+3—m+3 — 26 = 64
3

5x+2 5x+3 5x+2+x+3 52x+5

iv) =
52x+1

52x+1 - 52x+1
- 52x+5- (2x+1) — 54 — 625
Exponente Cero.

Toda cantidad diferente de cero, con exponente cero,
es igual a la unidad. Asi:

a®=1, donde: a # 0
Ejemplos:

) 57°=51=5
0
9 1
i) 4 =42 =42 =16

i) 2t 4+ 57 + 87 22+54+8=15

- 15 -



Exponente Negativo

Toda cantidad diferente de cero, elevada a un expo-
nente negativo, es igual a una fraccion cuyo numera-
dor es 1 y cuyo denominador es igual a la misma ex-
presion pero con el signo del exponente cambiado a
positivo. Asi:

a'“=Ln, donde: a = 0

a
Ejemplos:
2
) x?= ):_3 ii) E—4 = a’b*
3 Bs
in2l=toos E-E
2 b> al

Potencia de un Producto.
Es igual a elevar cada factor a dicha potencia.
(a.b)" =a". b»
Ejemplos:

i) (a.b)’=2ab’
i) (Bx )= 3x2
iii) x*y* = (xy)*

3X.2x_(3.2)x_6_X

iv)
6% oF 6*

Potencia de un Cociente.

Se eleva tanto el numerador como el denominador a
dicha potencia.

(i)ia_“
b/ b"
Ejemplos:
4 4 7 7
JoE T ac
y/l ¥ T \y
3 3 n n
W(2)-2 I (5]
5 5 125 2" 2

Potencia Negativa de un Cociente.

Se invierte el cociente y la potencia se transforma en
positiva. Luego, puede procederse como en el caso
anterior.

Ejemplos:

. (2)-2_(5)2_52_25
(=) =(2)=2=22
5 2/ 22 4

J-G)-G)-6)-G)
+{—]={=]+|=) +|—
5 1 1 1

=4+ 27 + 625 = 656

Potencia de Potencia.

Se escribe la misma base y el nuevo exponente es
igual al producto de los exponentes.

(@mr=am"
Ejemplos:
i) (x2)3=xPC) = x°
i) [(x3)*]? = xBWO) - x60
i) (x3)* = x12

iv) (x2)5 = x'10

RAIZ DE UNA POTENCIA

Se escribe la base y como nuevo exponente, la divi-
sion del exponente de la potencia entre el indice del
radical.

|=

r\l/a_"= ar

- 16 -
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Ejemplos:
5 EY
i) \/;O =x’=x?

ii) K \/x?= VR = 0 =
i) V\/\/W=\/\/Jx_ﬂ=\/dx7= 8 = x*

Nota:

Cuando se tiene muchos radicales, se puede
gene-ralizar la regla como sigue:

1
,’ mnsr e
\Va= a =amnsr

Exponente Fraccionario
Toda cantidad elevada a un exponente fraccionario es
igual a la raiz de dicha cantidad, cuyo indice es el

denominador de la fraccion y el numerador per-
manece como exponente. Por lo tanto:

P
a" = \ar
Ejemplos:

3

i)a5_=i/r:3
1
i)g83=38=2
2
i) 643 = (Vo4 )= @2 = 16

RAIZ DE UN PRODUCTO

Es igual a extraer la raiz de cada factor, y luego efec-
tuar el producto.

Vab=Na . Wb
Ejemplo:
i) SVXIOY25 - e i/}z= x%y°
i) Vxy = Vx Ay

Raiz de un Cociente.

Se extrae la raiz tanto del numerador como del deno-
minador, y luego se procede a dividir estas raices
resultantes.

n|a

2 _ Na
b b

Ejemplos:

5[ x20 R[x20 Cxt

i) = ==
¥y R/x20 y7
.\ 4] 16 x20 2
i) A|l— = " ==
35 625 5

Introduccion de un Factor en un Radical.

Se multiplica el exponente del factor por el indice del
radical, de la siguiente forma.

ap \b = Varm b
Ejemplos:
i) x? i/—y_= W= ‘Slxloy

LEYES DE LOS SIGNOS EN LAS
OPERACIONES ALGEBRAICAS

MULTIPLICACION

El producto de dos términos de signos iguales es po-
sitivo, y de signos diferentes es negativo.

a)  [+].[+] =[]

by [-1.[-] =1[+]

o [+ 01 =1

A .+ =1
DIVISION

La division de dos términos de signos iguales es po-
sitivo, y de signos diferentes es negativo:

- 17 -



[+] [+]

a)T]=[+] b)ﬁ=[-]
[-] [-]
LI d) — = [-
) N [+] ) N [-]
POTENCIACION

La potencia de una base con exponente par, siempre
es positiva; pero la potencia de una base con expo-
nente impar, depende del signo de la base:

a)  [+]p> = [+]
b) [+]mPar = [4]
c) [-]p> = [+]

O e [
RADICACION
Si el indice es impar, el resultado tendra el mismo
signo que la cantidad subradical. Si el indice es par y
la cantidad subradical es positivo, el resultado tendra
doble signo; positivo y negativo;pero, si la cantidad

subradical es negativa el resultado sera una cantidad
imaginaria, que no existira en el campo real.

) "N+
b) "1
o "+
&) "N+

[+]

(-]

[£]

= cantidad imaginaria

Nota:

Para efectos de estudio, se empleara, en el caso
(c), raices de indice par y cantidad subradical po-
sitivas; el signo aritmético de la raiz; es decir, el
valor positivo.

EJERCICIO RESUELTOS

Sobre las leyes de la teoria de exponentes y los
signos en las operaciones algebraicas.

1.- Calcular el valor de:

e 2x+4 + 36(2X'2)
- 2x+5 _ 2(2x+3) _ 4(2x+1) _ 6(22(—1)

Solucion:

Por la ley de la teoria de exponentes se conoce
que:
am+n = am an .

Aplicando al ejercicio:

2% 2%+ 36 (—zx )
22
E=

2% 25-2(2.23) - 4(2¢.21) - 6 (27)
Operando apropiadamente:

- 16 .25 +9 . 2
32.2¢-16.2%-8.2%-3.2¢

Se hace el cambio de 2* = a, para hacer mas sim-
ple las operaciones:

E- 16a + 9a _25a
" 32a-16a-8a-3a 5a

=5

Rpta.: =5

2.- Calcular el valor de:

4\
43(8 ?>
E-_—Y 7/
[y
Solucion:

Transformemos el numerador, para escribir con
base 4:

4 -n 4 -n -n
(8 3) = [(23)3] = (9" = [(22)2] =4
Reemplazando en la expresion original:

4,3 . 4-2n 4_3 . 4-2n 43-2n
B 4! 441)2_ (41m)2 B 42

E

E = 43-211(2-211) - 43-2n—2+2n - 41 - 4

Rpta.: = 4
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3.- Hallar el valor de la expresion: multiplicando potencias de bases iguales:
E-A 20! E_36.79.56.212
4042 | Y22 T 36 79 56 ol
Solucion: simplificando:
Transformando el denominador: 12
E=%2_= 212-11 - 21 =2
4042, D2 _ 4me2 | D2(neD) 21
Rpta.: 2
— 4n+2 + (22)n+1
= 4042 4 4nel 5.- Calcular el valor de:
= 4™ (4141) B

3

—4ml 5 Eo NG

reemplazando en la expresion, y transformando

Solucion:
el numerador:

Escribimos la raiz principal en la forma expo-

nencial:
B n (4 . 5)n+1
S b I

E-| &
operando en el numerador: ; 8
n 4n+1 . 5n+l
E= gl 5l luego, transformamos los exponentes:
simplificando y descomponiendo la potencia: 312 |y (1_ . L) 3
? 3 2 3
n n 1 E = (3) = (3)
EoAql2e2 _W5n o505
41
-1
. 6
Rpta.: 5 % 3 1 _% é_é
=[.31=3? 3 =3) =3*=31=3
4.- Calcular el valor de: 3
o 21°.35° . 80° Rpta.: 3
T st 149 302
157 147. 30 6.- Simplificar la expresion:
Solucion:
1]1] =2
Se sabe que: (a. b)» =a". b" E={m! [m(m3) 3]3
descomponemos en factores primos, para aplicar
esta ley: Solucion:
6 3 (94 5)3
E = G.7°7.5°Q".5) Efectuando operaciones:
3.5*2.7°2.3.5)?
1] 1]1)2
aplicando la ley anterior: E = (m™1)?|(m')° (m?)* |
36.76.73.53.212.53
E RTINS NP

=34.54.29.79.22.33.52 E=m
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5.3 5 Luego:

E=m

10" + 15" + 67

Rpta.: m 1 _Af(.2.3)"
E= [10“+15“+6“ \ 1

7.- Calcular: (5.2.3)"

2n+l

n+2

4\

E= 4 Simplificando:

E = V(30)" = 30" = 30" = 30
Solucion:

Rpta.: 30
Trabajando con el denominador: P

42 e 9.- Calcular:
\ 4\ = "y g

n+2 Lo n+2 n+2
2 2
V4 2= s

1
n+l n+1 n nln
E=[2 5205
23 .52 45"

Solucion:
n+2 n+2 n+2 Separemos los exponentes que aparecen suma-
= )22 \12“+2 22 = dos:
reemplazando, descomponiendo y simplificando: on 21 5n 5l_on an &
23,524+ 50 ]

TR I

E Hagamos que: 2" =a; 5" = b:
Rpta.: 2 £ [10ab - [ 9ab ¥
8b + b
8.- Calcular:
1l &
E- 1“/ 10" + 15" + 6" reponiendo: E = (27)"=2"=21=2
524 27m 4+ 3™
Rpta.: 2
Solucion:

) ) 10.- Calcular:
En primer lugar transformemos el denominador:

(3n + 6) veces  (2n + 3) veces

10™ + 15" + 6"

Tt X.X.X.....X |[x.x.x..
k= 1+1+1 E=XXX x” x6 H“*Z
= 30 X L.X

(4n - 2) veces
Dando comun denominador en el denominador

de la raiz: Solucion:

Cada expresion se reduce:

- 5 ][]

n10™ + 15 + 60

E= 6" + 15" + 10"
5120 3n
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Que se puede escribir asi:

E- X3n X6 X2n X3 1 _ X3n+2n . X6+3
- X2 x6 X" x2 - XA 24642
3n 6 2n 3
X" X X" x y
E="—= =x90 = x3
X x-2 X6
Rpta.: x>

11.- Resolver:

x-1
\’ \3’ 3%l _ 3X-\7[8x—3 =0

Solucion:

Transpongamos términos:

x-1
\’ \3’ 23x1 _ 3X_x7[8x-3 =0

3x-1 x-3
23(x-1) — (23)3x-7

x-3

3xl
2 3x3 2 3x-7
Si igualamos los exponentes (dado que son fun-
ciones exponenciales):
3x-1 3x-9
3x-3 3x-7

GBx-1)Bx-7)=0Bx-3) 3x-9)
Ox?-21x-3x+7 =9x%-27x - 9x + 27

simplificando:
21X -3x +27x+9x =27 -7
12x =20

5
Rpta.: x = —
pta.: x 3

3\ \/i =9
4 3 16
Solucion:
Transformemos buscando una base comun:

3)G)-G)

12.- Resolver:

igualando los exponentes:

x-1 1_2
1 2 1
eliminado los denominadores:
2x-2-1=4
2x =7
Rpta.: x=7/2

13.- Hallar el valor de:

n 256n+1 n+\1'4n2-1
64m+1 4!

| —

Solucion:
Previamente se opera en forma parcial:

e 256™1 = (64 . 4)™!
— 64n+1 . 4n+1

n2.12 (n+1)(n-1)

1 n2-1
m n2-1 _ n+l _ n+l  _ n+l
41 4™ J gl g

— 4n-1

:|>~|>~i~

! 1
n 1
o N4l =4n =4

Reemplazando las expresiones transformadas, en

= 4m

la expresion inicial:

A

simplificando y efectuando:

64n+1 . 4n+1 . 4n-1
64T 4

n n+l+n-1
E- A\ 2
4
E = xn}42n-(-n) — xn[42n+n — \n 43n
3n
E =4"=43=64
Rpta.: 64

=21 -




14.- Calcular el valor de: Reemplazando los equivalentes en la expresion
2 - propuesta:

412 40P
Y Y e E=" x
Ve [

Efectuando operaciones, de adentro hacia afuera:

R 4

Solucion:

La expresion se puede escribir ast:

x4 x* X x* 1
2 'Y B Ez\/[\/3(63)x3] ) \/l633_X3 =\/l 6"3r

40412 40 4 12 4

R =
a+b a+b a+b xt
= = falied & =
4a>b 4a»b 4a»b E = \]6X4 = 6x4 = 6
Rpta.: 6
Operando convenientemente: pa
22 arb 12 16.- Calcular el valor de:
R=4 abab oy b 2b n-1 n-1
- Eo A4+l 4[5 41
4 4] 5h0 1
y, efectuando los exponentes: ol ol
N "+ 1 74l
2a-a-b I-n 1-n
12 6"+ 1 7l
R=42b4 n
aeb2b Solucion:
4 a-b
Desarrollando el caso general:
Simplificando:
n-1 n-1
b \/a“'l +1 _ \/ arl 4+ 1
R=4ab, 1317 44327 al™+ 1 amb 4]
43‘]3 _ B n-1 an—l +1
1+a™!
Rpta.: 7 an1
15.- Calcular el valor de:
nl
n = =aml=g
3
81 n
E- )3
3 n+l
3
2163 ] Por lo tanto, por analogia:
Solucion: nlfgn1
=4
Por convenir, se realiza las siguientes equiva- 5
lencias: 1
o5l ]
n =5
3" - x 50045
n n n n-1 | n-
.813 =(34)3+(33)4=X4 61+1=6
6'"+5
. 33‘”1 _ 3(3“.31) =306"3) (33" = x3
nlign1 g _7
«216 =6 7'+ 5
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Luego: E=4+5+06+7=22 19.- Calcular el valor de:
]7

Rpta.: 22

17.- Simplificar: 7
P - 7
T,
E = 7 7
Solucion:

Solucion: Si definimos </77= x, luego:
Resolviendo por partes: 1
e 7 =77 =7 =x

{/ x4 xon? \n/ X0 (x4 1) L ) )
= B 7 _ -
Xan + an X4n2 (an + 1) L4 \/7_= 7 =— 5= = ;

R S22 2 o2
= \xn = Vx2 = x20 Reemplazando:

Reemplazando: . ( Vxx )7
S L\x 1
E _{/ x4 xon? {/ 0 (x4 1) (7 X) (7>
TN, o\ e et )
x4+ x xM (x" + 1) =X7 =i_
N n 7.7 7
— XZn =xn
Rt N Reponiendo el valor de x:
pta.: x
E=(7 )=7

18.- Simplificar:

Rpta.: 7

E= \/Xn \/an \/Xn3 Vet N <" 20.- Senalar el exponente de “x” después de simpli-

I3 )

ficar (hay “n” radicales):

Extrayendo raiz a cada factor, sucesivamente:

4
1[ n _ 3 3 33/ o3
E=x 2 Vxr® Yy 1,Xnn E= Yx° Yx° Vx X

Solucion:
n3 . .
n = .
sl . - Suponiendo n = 1, se obtiene que:
E=x.x. \x" Vx" x"
. 4-1
. il
NI Vx3 = x4 = x
E=x.x.x. Vx" ... Vx"

Suponiendo n = 2, se obtiene que:

A 4\/ 4 42
e Vx3V x3 = X3\/X3‘4.X3=\/X12.X3

421

por lo que, al final se obtendra:

E=x.x.x.x...x=x"

ooy
“n” veces 15

2
— x 16 = x#

Rpta.: x"
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Suponiendo n = 3, se obtiene:

4 431

63 -
3\4[34 3 2 63 43 _ 43
e Vx> Vx x°= Vx* =x =X

Suponiendo n = 4, se obtiene:

4
4 43-1
4 </_ 44 &
e \x3 \’X3 V3V 3= Vx5 = x*

y, asi sucesivamente.

W »

Para “n” casos se puede generalizar como:

-1

luego, el exponente es:

21.- Simplificar la expresion:

S|~

n n+2 n+1
E= 4 5
23 .5". 14"
7n

20+l 50425 10" -
Solucion:
Trabajando por partes:

. on 12n+2_ 2n(4 . 3)n+2 ~ on 4r1+2 . 3n+2
4n+2 - 4n+2 - 4n+2

=2".3".32=9 6"

n+l n+l n+l n+l
.20 =(6.5) =6 .5 6" 6-6. 6

5n+l 5n+1 5n+1

e2m+l 502 28 5n-2(2.5)" =2 10"

,.23.5m. a4 23.5". (7.2

=23 .10
6 7"
Reemplazando:
1

E- 6"+9.6"-6.6n

2.10"+25.10"-23.10"

1

Eo 2O

4 (10)"

Rpta.: 0,6

22.- Simplificar:

Solucion:

Trabajando con el exponente:

1
b b .
\/\]37b7=b(b\/b7) =b(\/b_)
. b(bb> =b(bb-b)‘ =bbbb

-b
A continuacion, hagamos que x = b,y reem-
placemos en E:

L L L e N (U
Rpta.: b

23.- Calcular:

52,20+ 4 50" ne]
Sn . 8 _ 5n+1

21

E=1 50

Solucioén:
Operando por partes:
o 520 Jml 4 501 = (52)n 20 2 4+ 500
= 252" 2 +50"=(25.2)". 2+ 50"

=50".2+50"=50".3 M
5" 8-5ml =51 8.5 5=5" 3 (I
n2-1 (n+1)(n-1)
e 5 n+l _ 5 n+l - Sn-l (HD
1
1Im P
o« A5 2 (51 2 (51 = 50 )
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Reemplazando (1), (ID), (II) y (IV) en E: Solucion:
3
50 50 + Haciendo x = \/; por lo tanto x> = 3
5n 1
E= on . 3 Reemplazando:
.51 5- 1-n
3.1
1 . <
_ 10™ . 5n—1 n . 5n- 1 . X
| 5 5-1n E=|x*. Vx*
1
= [2n . srmta] P2 [0 53n] Efectuando las operaciones necesarias:
- [@.5r]" =2.52=250 ,
1l* x2
X 3 1
Rpta.: 250 E=|xx. ()5) = (x) [x X% ]

24 .- Calcular el valor de:

3 3

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Calcular: b) 625 ¢ 25 D5 e s
4. Calcular “n” en la igualdad:
\j\/@/\/@/@/ﬂ}@% Vov. .8

N =

“n” radicales

1
2) 2 I 26 b3 (5) @4+ o8

d) e) 4 5. Efectuar:

N|>—4

2. Hallar E = a.b en la relacion:

_( 1 3Y
ab b =22 J= (36) ( 5
D1 b)% oV2 o) 4 AR CE
2
6. Efectuar:

3. Simplificar:
15°.12%.5°.6°

1
R R C o ol o 10%.3° .5

E=Ab QD m3 o5 d2 a6
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7. Efectuar:

-y 0

= ()& & &
a) 172 b) 1/4 c)2 e)3

8. Calcular:

=

a) 1 e) x*

92 )ik

ECUACIONES EXPONENCIALES

Son igualdades relativas cuyas incognitas aparecen
como exponentes. Se entiende por igualdad relativa a
aquella que se verifica para algunos valores que se le
asigne a sus incognitas.

Ejemplos de ecuaciones exponenciales:

i 5% =125

i 22° =512

-X

iii) [A4X]2 = Ale

45

SOLUCION DE UNA ECUACION
EXPONENCIAL

Es el valor o valores que verifican la igualdad relativa.
Ejemplos:
i) 5%=125= x =3, dado que: 5° =125
i) 7o =

343 = x = 2, dado que: 7% = 73 = 343

Para obtener la solucion se debe tener en cuenta:
1) Las bases de las potencias deben ser iguales.

2) Para que haya igualdad, los exponentes de las po-
tencias, como consecuencia, deben ser iguales.

En resumen:

Si Am=A" -, m=n

9. Calcular:
S S ey
R
a) 1/x b)x ox* dx

10. Hallar la suma de exponentes de las variables x,
y, z después de simplificar:

db _Xa VC —dea —ZC
- V yP \J z¢ \J x?
41

b) b @) @

a) a

EJERCICIOS RESUELTOS

) &) -3
4 27 3
Transformando las potencias:
X x-1
63
2 ' 3 3
Efectuando operaciones e invirtiendo la potencia:
3 x-1
3 2x 3 -1 _ 3 -1
EIIET -6)
3 2x 3 -3+3 3 -1
2) @) @)
3 2x- 3x+3 3
3)=6G)

Igualando los exponentes:

1.- Resolver:

Solucion:

x+3=-1

X =4
Rpta.: 4

2.- Resolver:

3% 4 3%l 3x2 4 333 4 3x% = 363
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Solucion: Solucion:

Transformando las potencias: Efectuando operaciones:

3X+3—X+3—X+3—X+3—X=363
3 32 3 3t

58%. 4% _ 516

igualando exponentes:
haciendo y = 3%, se obtiene:

8%. 4% =16%
y + % + % + % + 8—}71 =363 transformando:
eliminado denominadores: (23‘)_x (22)X = (24)60
8ly + 27y + 9y + 3y =y = 363 . 81 23x 2% _ 9240
reduciendo: 23x2x _ 9240
121y =363 . 81 Jx _ 9240
2081 0
y =243 Rpta.: 240
pero:y =3¥=243 =3° 5.- Resolver:
4X
C e 1
X=3 1 (5)
Rpta.: 5 (—) =0,7071
3.- Resolver: Solucion:
1
0x+2 = 0% 4+ 240 2 -1
- l Obsérvese que: 0,7071 =\/i_ S22
Solucion: 2 2
Descomponiendo las potencias: X N 12

0% .92 = 0% 4+ 240 (1_) (1_>=(_)4=<_) =(l)
haciendo: y = 9% (a) 4 2 4 4 4

8ly =y + 240 de donde: 4% = 412
de donde: y =3 :
Sustituyendo en (a): luego: x = >

: =3 Rpta.: 1/2
° 9% = 912
6.- Resolver:
T x=1/72 ,
x¥ =3

Rpta.: 1/2

Solucion:
4.- Resolver:
Haciendo el cambio de variable:
x4 60
[58 ] =5 y= % ()
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Extrayendo raiz cubica: 8.- Calcular el valor de “n”:

3\/§ = 3\/; n-l an + Xn2+5 _ XS
X = 3\/}77 (b)

reemplazando (a) y (b) en la ecuacion inicial: Descomponiendo las potencias:

3 y
_ n-1 2 2
(Y)—3 1fx“+X“AX5_X5
X"+ x. x°

factorizando los numeradores y denominadores:

) R
Y3)=3
W xn? 1+x% _ 5
% x" (1 + x°)

Elevando al cubo, se tendra: 0 oxn? e
x" -
n-1
\,an-n - XS

x" + Xn+5

Solucion:

o, también:

y¥ =3 de donde: y=3

reemplazando en (b):
n(n-1)

3 m-1) _ 5
x =7N3 X =X

3
Rpta.: 5 X=X
luego:
7.- Resolver: n=5
33 .
[539] = 59 Rpta.: 5
Solucion: 9.- Resolver la siguiente ecuacion exponencial:
Efectuando operaciones: 3X oxH
3 =27
537 3 50 Solucion:
o: Como 27 = 3? entonces:
943" 9
53 - 59

33x _ (33)9)(-4: 33_9)(-4

de donde: )
igualando los exponentes:
393" 2 99 = (32)9 = 318
3x_3 ox4_3 (32)"‘4 =31 32x8 _ 32x7

igualando los exponentes:

3% = 3T
0 +3x=18 igualando los exponentes:
3¥=9=32 X=2x-7

luego: x =2 nx=7

Rpta.: 2 Rpta: 7
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10.- Resolver la siguiente ecuacion exponencial: 12.- Resolver:
(@] =als nx
b*  =x*
Solucion:
donde : b =x*

Efectuando operaciones:

X 4 Solucion:
()=l

Reemplazando “b” en la ecuacion:

2. xX 23
a =a xxn

n-x
XX X X
. (x*) =x
igualando los exponentes:

Xz.x"‘=\/2f3

Efectuando operaciones:

XXX . anx _ XXX
312 312 -
XX = 932 (2-1) = (L) n
2 xX+H-X XXX
1 =X
2 - E n
1 X
2x = (= R
=\2 Xt =X
por comparacion: igualando exponentes:
1 X
X = 7 X" = XX
1
Rpta.: 5 igualando exponentes nuevamente:
n=x*"

11.- Resolver:

Elevando a la “n” potencia e intercambiando los
\ % -1 exponentes:
(b?a)™ + x b . o
ne = ()" = (x)

de aqui se obtiene:

Solucion:

Elevando a la potencia “n” ambos miembros de la

igualdad: = n
_xt+a® 1 de donde:
b2 n n b n
(b*a)™ + x ‘o \/;
bn n ny _ b2 n n n
(<" + 2" = (b%2)" + x Rpta: \/n_
b"x™ + b"a" = b?"a" + x"
] . 13.- Resolver:
transponiendo términos:
X X
bx™ - x" = h2ngn - hgn 18_ 18 - X-l 12 18

x" (b" -1) = b"a" (b"-1) Solucién:

simplificando: Transformando los exponentes negativos en po-
x" = b"a" sitivos:
x" = (ab)™ X
x = ab 1 _1 12 18
X
Rpta.: ab 18 ¢
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transponiendo:

X X X

x=18"% 1218 -(18.12) '8

X

X

x=(32.2.22.3)18 _(33 2318

X
]18

X = [(3 .2)3
efectuando:
X
x=6°

elevando a la L:
X

por lo tanto:
x=06
Rpta.: 6
14.- Resolver:
GRS

Solucion:
Elevando a la potencia b":

bl'b. bb bl-b+b

b )" x = b -b

luego:
(b°. x) B"-x — b

identificando exponentes:

bb.x=b ; x= b
bP
oo x=blb
Rpta.: bt
15.- Resolver:
1 1
X - — X+ —
4x_3 2 =3 2

Solucion:

Transformando adecuadamente:

4

=3%.32-
32 42

4X

N
*
—
—
+
\_|/
]
W
i
—
5

4.3 34
2 3
8.3%

33

4=

4% 8 PEL! (4 )3/2
x . — 3 \3
3 3 /3 3 3

G)-G)

por lo tanto:

N|w

3
Rpta.: =—
pta )

16.- Resolver:

2
9

ol

3 (5)-+
-X T tX o) X
Lix L x
N m - Nm? "= N m?

Solucion:

Transformando a formulas exponenciales:

— +X

1
2 2
-X 9+X

 m@9? -
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de aqui:

igualando exponentes:

1ox L.
3 3 2

= +
2 2 (2 )(2 )
—-X —+X = +x])=-x
9 9 9 9

eliminando términos y transponiendo:

i+X—+£x+ix=2

3 3
eliminando denominadores:
3x +3x + 2x + 2x = 18
10x = 18

x=1,8
Rpta.: 1,8

17.- Resolver la ecuacion exponencial:
1

5

Xt =

Solucion:

Trabajando con el segundo miembro:

XX=(_1_> 16
16

como consecuencia:

o b
=16

1

Rpta.: —
TS

VALOR NUMERICO DE LAS
EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Se denomina valor numeérico de una expresion alge-
braica al valor que toma dicha expresion cuando se le
asigna determinados valores a sus letras.

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Hallar el valor numérico de:

para:x=4, y=2, z=3
Solucion:

Reemplazando los valores asignados:

CHCEES

) )

Efectuando operaciones y transformaciones:

E=

-1
2

) -+ &)
NG - @) + (12
\27-4+2=1025 =5

Rpta.: 5
2.- Calcular el valor numérico de:
2

- 1b
ab 4 b?

1+b

E =
PLI

para:a®=2 y b*=0,5
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Solucion:

Transformando previamente:

2

Lo la b pa.a? |y pa@a™®
b? +ba.ab b? +ba.ab
reemplazando los datos:
2
L — 1 L
@ m” |29+ 05)°
@+ ) | (2094052
2
L
E - : 2 4
22 . L \/7 2+ — \/2_
4
E-10 _g
2
Rpta.: E=8

3.- Hallar el valor numérico de:

X
X+X

E = x* ;
Solucion:

Transformando la expresion:

Reemplazando el dato:

)

Rpta.: E=16

4.- Hallar el valor numérico de:

\/—sr

=2%=

%/X_

para: x = 16

X
para: x* =2

16

1
2

Solucion:

Transformando el numerador y denominador se-

paradamente:

3

x Vx2 Vx3%/; =32/;43=x
12

x \x 3VX %/X_= 9\/X_31 = x>0

43/36

reemplazando:
-4 -1
E anl’
36 B
E=|Z2 x36 9] = |x
3L
%9
-L
9
81 (81)(1) 1
-2 )< - 4
=[x 36 cue/\o) T Ay
4
=VN16 =
Rpta.: E=2

5.- Calcular el valor numérico de:

E =x¥

si se cumple las condiciones siguientes:

Xayb = Da
bea — Zb
Solucion:

Multiplicando (1) . (2):

Xa+b . ya+b 2a+b
de aqui:
Xy =2
Dividiendo (1) entre (2):
Xa-b _ za-b
ya—b
X _H
y

D
)

(3)
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Luego, se deduce que: 7.- Calcular el valor numérico de:

X = Zy (4’) 5 X [x x(xx-l - D + 1]
E= x*

Sustituyendo (4) en (3):

2y) () =2 para: x** =2
2yt =2 Solucion:
y=1 Transformando la expresion:
Sustituyendo en (4): . [XX+1_ =1 1] N [XXX . 1]
E = x% = xOX
X =2y
X = 2(1) =2 E- XSXX .(XX -X)+ xX _ X5XXX+X -X . xXX
Por lo tanto:
E= (X)Xy = (2)2'1 =4 E= X5xxx . xXX
Rpta.: E=4 el orden de los factores exponentes no altera el

producto y sacando 5:
6.- Calcular el valor numérico de:
< X 5
()]

E=X+b ,"az—be E =
x-b a2+ 2bx

Reemplazando x¥ = 2 se obtiene:

para x = Va’-b?

E=[(2?2]=29=-1024

E- \/(az- 2bx) (x + b)?

(a? + 2bx) (x - b)? Rpta.: 1024

Solucion:
. 8.- Calcular el valor numérico de:
Introduciendo factores:

Operando el cuadrado cada expresion: g-bVb+x+xVb+x

x\x

E- \/ (a% - 2bx) (x* + 2bx + b?)

(a% + 2bx) (x? - 2bx + b?) bla?
para: X = #
six=Va-h? = x*=a’-b? Vb2 - Va2
reemplazando: Solucion:

Factorizando y efectuando:

E- ,\/(az - 2bx) (a? - b* + 2bx + b?)
(a% + 2bx) (a> - b*> + 2bx + b?) ("b+x) x+b) Vb+x)?
E= =
\x3 \x3

,\/ (a? - 2bx) (a? + 2bx)
(a% + 2bx) (a? - 2bx) \/

Rpta:E=1
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Reemplazando “x”:

3
1

b
T_‘_
ba?

b2 -

E:‘\/E+((:—+(D2+£=£+C+d+i
b c+d a b c¢c+d a

E=1+1+1=3

Rpta: E=3

10.- Calcular el valor numérico de E = x+y, en la si-

E = [W_%/a_z +l]
a2

\3/;2

|

=_Db
Rpta.: E—?

3
b2 ﬂ/i:z

9.- Calcular el valor numérico de:

£ _N@+bb+erd Narbro(c+d+b)
B b cd

V(a+b)(a+c+d)

a

+

si;ab+ac+ad+bc+bd=0
Solucion:

Efectuando operaciones se obtiene:

Vab+ac+ad+b?+be + bd
b

E

+\/(c+d)2+ab+ac+bc+bd+ad
c+d

reemplazando por el valor del dato se obtiene:

guiente ecuacion:

Solucion:

Efectuando operaciones en el primer miembro:

n-2 n-2 2
P n2  n’onell
a n-1 . b n-1 = a1 b n-1

n-2

(-2)
n-1

n(n-2)

b n-1

n

1
a _anl pud

Igualando el segundo miembro:

Por lo tanto, se puede deducir que:

L
n-1

—_— N

=

n-y=n-
y:

Del mismo modo, también se deduce que:

X + 1 __n
n-y n-1
X + 1 __n
n-1 n-1
X+L=n—:> x=1
n-y n-1

“E=x+y=1+1=2

Rpta.: E =2
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Calcular el valor de:

6. Simplificar:

m m+3 2m+1 m+1 2m -
9n+1/4'\/3n—-2 Jz\/z 7 -2 7 ("\1/3_)1
[ 2m+5 . 72m _ 2m+1 . 72m+1
VL v
3 3 BN 927 d3m o1
a) 3 b) \/37 C) 9 d) 27 e) 81 7 Sl XY = yx’ Calcular:
2. Calcular el valor de: 2xyX B B
= _y
- Niel" [yl
E<L
m| m+1 a) x b) y* Ay d) x7 e) y*
mel [ 8. Calcular:
para x = {/Hm
D1 bHm™ Om d)Vm & m™ C- \1/ Flset 1ot 5 il
(211—1)_ + (3n—1)' + (51’1—1)_
3. Simplificar la expresion:
a) 1l b) 6 c) 30 d) 10 e)18
1
"x , ‘ e 9. Calcular:
x'2 x4- 1 !
(x?) T
2 (T
X 2
A x bx oVx A1  ex P 2(V2_ )
4. Simplificar la expresion:
P P D12 M2 0o \/227 H2 o4
2l 10. Simplificar:
Vit Nm
a) a2 b) a* c) a d) \/; e) a? \j x x!
E= (X "_1) \/;

5. Simplificar:

-2

{(ab)*[ab{(abp}%l%}

o let] |

a) ab e) a

b) Vx

11. Simplificar:

) = 91 dxVx eV

R - X (Xn) 12“ 2\/73
Vx2 . A / (e
— veces
a) x° b) x° c) x° d) x e) 1l
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12. Simplificar:

leT )

e PR { [aa(az)z]'l}z

27

o e

a) alf b) a8 c) al? d) al? e) 1l
13. Calcular:
b ]
D7 D1 oV7T D49 343
14. Senalar el exponente de “x”, después de simpli-
ficar:
w1
Vox_
po|
Ux A
L k]
a)3 b) 2 c) 4 d)1 e) 5

15. Efectuar:

9 e e ”

Jz(zwaw@

5 & & G

a) 2 c) 6

16. Efectuar:

5661

e ste ] (3)

o)

1

R =

9y

d) 9

a) 25 b) 16 c) 4 e) 81

17. Efectuar:

N|»—

3
Al B V4\3\3
3
Ns (27327) oVe4i27
D12 W13 O D4 o2

18. Calcular:

\/32n +8 +£\/9on \/3211 + 16
2841 5 62" 8 + 40
ni/ 23n+2 IV31-H +1

8n+1 _ 23n+2 3n—1 +1

b) 0 d) -2

a) 1 c) -1 e) 1/2

19. Expresar en forma simplificada:

a) X“\/; ) x™1 in c) x! ZI\I/;
2
d) Vx? e) X
20. Simplificar la expresion:
Lo
30
ax  BVx 9x ol o1
21. Resolver la ecuacion exponencial:
2 b
S N
V2 2 1
1 N2 N2 LS 2
a) b) 5 c) 5 d) 5 e)
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22. Hallar el valor de “x” y n en la siguiente igual-
dad:
XX =27
Dx=2 bx=V2 0o x=29
n=1/4 n=2 M= 22
dx=2> e) x =28
n=272 n=1/8

23. Calcular “x” en:

n
1,X“+9“ _1
81"+ x" 3

a) 27 b) 9 o3 d) 81 e) 243
24. Calcular “x” después de resolver:
V6561 . 12" - 6x
aL b4 99 DL o1l6
4 9

25. Calcular el valor de “a” después de resolver:

a® = bP
=2a
siendo a = b.
DL m2 ol w8 o4
2 4
26. Resolver y dar un valor de “x” en:
Gx+y)*¥=9
X-y\/a= 18x* + 12xy + 2y?
a)-3/4 b)-9/4 ¢ 5/4 d)3/4 ) 9/4
27. Resolver la ecuacion exponencial:
xX2X2 =4
2 hZ oLl g2 ol
2 2 4

[}

28. Resolver y dar el valor de “y” en:

(2X)x+y — (y) 2x+y

0= (&)

y
4 16 4 16 4
29. Resolver:
XZX-I = 2
2L mHl oL 9.1 oL
2 2 4 16
30. Resolver:
22X+2 -2 32x+2 = 6%
D2 bl 0-2 d)% 9L
31.Si E = 16, calcular “x” siendo:
E=4 4% 47 47 2
a) 2 b) -2 c)3 d) -3 e) 4

32. Calcular el valor de:

- (Vovbe ) (Vo Ve

) (R

si abc = u®

a) u’ b) v’ o) u’ d) v° e) ull
33. Calcular el valor de A = xyz si:

(0,1)0,4 (0’2)0,3 (073)0,2 (0’4)0,1 = 2X 3y 52

a) 0,1 b)-0,1 ¢ 0,12 d)-0,12 e) 1/5

34. Calcular el valor de “n” en:
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35. Hallar el valor numérico de:

7
para x = N2

36. Calcular Y = x¥°

, si se cumple que:

37. Calcular el valor de E = PP

38. Calcular L = % siendo:

e) 2

e)5

e) 2

39. Calcular el valor numérico de:

C=
5 \/ - .
( Nl
paraa=2 b=06
a) 4 b) 2 c)8 d) 6 e) 12
40. Hallar el valor numérico de:
E=223.156-223.134-22.119
+ 104 .8-103. 30
a) 25 b) 32 c) 30 d) 7 e)0
CLAVE DE RESPUESTAS
HC  2)A 3)E 4)C 5D O6)E
7)C  8)C 9)A 100D 11)C 12)D
13)B  14)D 15)E 16)A 17)D 18)A
19)C 20)B 21)B  22)C 23)A 24)B
25)C 26)C 27)A 28)E 29)B 30)C
31)A 32)E 33)A 34)C 35A 36)C
37)D 38)C 39)B 40)C
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GRADO DE LAS EXPRESIONES
ALGEBRAICAS

GRADO

Es una caracteristicas de la expresion algebraica, que
viene dados por el exponente de sus letras, el cual
debe ser un numero entero y positivo, y permite
determinar el numero de soluciones de una
ecuacion. Puede ser de dos tipos: relativo y absoluto.
El primero se refiere a una sola letra y el segundo a
todas sus letras.

GRADOS DE UN MONOMIO

Monomio. Es la minima expresion algebraica que
tiene un sélo término algebraico. Como toda expre-
sion algebraica tendra dos grados que son:

Grado Absoluto. (G.A.). El grado absoluto de un
monomio estd dado por la suma de los exponentes de
todas sus letras.

Grado relativo. (G.R.). Estd dado por el exponente
de la letra referida a dicho monomio.

Ejemplo:

Determinar los grados siguiente monomio:
M = 4°x7y8z*

Solucion:

Se debe dar como respuesta los dos grados es de-
cir, el grado absoluto y el relativo.

1) GAM.=7+8+4=19
GR_ = 7 con respecto a x

2) G.RM.

GRy = 8 con respecto a 'y

GR_ = 4 con respecto a z

GRADOS DE UN POLINOMIO
Polinomio.

Es una expresion algebraica que tiene 2 o mas tér-
minos algebraicos; recibe el nombre de binomio

cuando tiene 2 términos; trinomio cuando tiene 3
términos, etc.

Grado Absoluto de un Polinomio (G.A.P). Esta dado
por el término que tiene mayor grado absoluto.

Grado Relativo de un Polinomio (G.R.P). Esta dado
por el término de mayor exponente de la letra referi-
da en dicho polinomio.

Ejemplo:

Determinar los grados del siguiente polinomio.

P= 4X4y3z5 + 8X5y4z6 + 9X6y228
Solucion:

Como no se especifica qué grado debe darse, se
obtendran los dos grados: absoluto y relativo.

G.A. de 4x*y’z>... es 12
Grado
(1) Absoluto =
de P

G.A. de 8x°y*z%... es 15

G.A. de 9x%y?z8... es 16
Luego: G.A.P. =16
Grado Relativo con respecto

a x = 6 (por ser el mayor
exponente)

Grado Relativo con respecto

Grado 4( 1
o ay =4 (por ser el mayor
) Eelatlvo = exponente)
eP

Grado Relativo con respecto
az =8 (por ser el mayor
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EJERCICIOS RESUELTOS

1.-

[N}
“

Hallar “a” y “b” si el Grado Absoluto del
monomio es igual a 17, y su coeficiente tiene el
mismo valor que el Grado relativo con respecto a
“x”. Siendo el monomio:

M=(a+b) x2(@-1) y3b
Solucion:
DATOS:

i) G AM. =17
Efectuando:

2a-2+3b=17
Luego por el enunciado (1):

2a+3b =19 )
2(a-1)+3b=17

ii)2(a-1)=a+b

efectuando: 2a-2=a+b
otambién: a-b=2 (I1)
De (1I1): a=2+b (111)

reemplazando (III) en (I):

22+b)+3b=19

de donde: b=3
En (IID): a=2+3=5
Rpta.: _

b=3

Hallar el valor que debe darse a “m” para que la
expresion:

3 Xm-l 4Xm

M =

sea de 6to. Grado.

Solucion:

Simplificando la expresion:

m
3 m-1 4_ 3 ml o+ 4 -
X X
M: —_—= X 4
5m-4
X 6

m_ 5Sm-4
4 6
3

5m-4

m-1 +
también: M = x

Para que la expresion sea de 6to. Grado el expo-
nente debe ser igual a 6.

m-1+£_5m-4
3 12 18

Dando comun denominador y eliminado deno-
minadores:

12(m-1) +3m-2(5m-4)=36.6
12Zm-12 +3m-10m + 8 =216
5m = 220

Rpta.: m =44

.- Hallar el grado absoluto de la expresion:

a+h [ b+c
M = cha Wazc
si se cumple la siguiente expresion:
b+’ +b-a"+b-0"+b+a)' =0

Solucion:

El grado absoluto de M sera la suma de los expo-
nentes de x, y, W, z.

GAM. =2 c+a_(c+a)(b+ra+b+o)
a+b b+c  (a+b)(b+0)
2
G.A.M,=(a+c) +2b(a + )

ab + ac + bc + b?

a2+ c2 + 2ac + 2ab + 2bc
= )

b+ ab + ac + be
de la condicion:

1 1 1 1
+ + + =0
b+c b-a b-¢c b+a

S e——
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Agrupando y efectuando de acuerdo a lo senalado de la condicion:
graficamente:
2-1 .3-1 . 4-1 5-1 n+l1-1
+ + + + .+ =m
b—c+b+c+b+a+b—a_0 2 3 4 5 n+1
b2- 2 b?- a2 21,3 1,4 1,5 1, ,n+l 1
2 2 3 3 4 4 5 5 n+l n+l
2b 2b
oo b IS I SO O SO [ SO I SR
- ¢ - @ 2 3 4 5 n+1
dividiendo entre 2b:
(1+1+1+...+1)(L+L+L+L+...+ 1 ):m
1 1 -, 2\2 3 4 5 n+l
+ =0 n
bl-c2 b?-a?
haciendo:
b%-a? +b?-c? _0
(bz_cz)(bz_az)_ r,1r 1 1 .1 =p
2 3 4 5 n+l
Para que la expresion sea cero, el numerador n-p=m p=n-m )

debe ser cero, asi:

b2 a2a bl = 0 Sustituyendo en el G.A.M.

2b%=a%+ ¢? (1D

=n+m-(n-m)=n+m-n+m=2m
Rpta.: G.AM. =2m
Reemplazando (II) en el G.AM. (I):

5.- Hallar el grado de la expresion:
2b% + 2ac + 2bc + 2ba

b2+ ab + ac + bc i/ 3
4y 4+2V4+23\l4+...00

M =
2(b? + ac + bc + ab) 5

b?+ ab + ac + bc Solucién:

GAM. =

El 1 :
Rpta: GAM. =2 grado es el exponente de x

3 3 3
4.- Si se cumple que: \/4+2V4+2\/4+...00=m

Elevando al cubo se obtiene:

) 3
2 3 4 7 n+1l 3
' 452 N4+2V4+ . 0=m?

Hallar el grado de:

pero se puede reemplazar la raiz por su valor que

- es “m”:
M =
3— 4 4 +2m=m’
\/X_ \/x_ \/; .. “n” factores

m>-2m-4=0

Solucion:

El grado pedido es: probando para m = 2, se obtiene:
2»-212)-4 =0

G.A.M.=n+m-(i+L+L+ et 1 )

2 3 4 n+1

Rpta.: G.AM. =2
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6.- Calcular el valor de “m” si el grado de la expre-
sion es de 7mo. Grado:

Para determinar el grado relativo de “y” (G.R.,)
en el monomio M, se calcula el exponente de “y”:

ot A b3+ 1 (b+1DM*-b+1)
m |3 m / m[ o G.R. =
m Xm X X3m3

Y abi(b + 1) (b + 1)ab?
m 2
(x* Wx ) b b 1
Solucion:

M =

T ab?  ab? +E

Se observard que tiene el mismo valor que el
Multiplicando los indices de los radicales mayores:

G.R., es decir = 10, luego:
mt m 1L 1 1 GRy=—+ -1 .1 _Gr =10
m \/H:mm m"=mm m™ =m’=1 "7 a2 ab  ab?
Luego la expresion propuesta es igual a: Rpta.. GRy M, = 10
m m 1 3vm3 i
« Vx Vxom 3 (M xm ym2 8.- Hallar el grado absoluto de la expresion:
M = = -
m m 4m .
(x*."x ) e
Xm . X1/m X3m

1\3

L 16@(%)“
X [HVX Coxt. )(9...)(“2]2n+1
= -1
M =x

Dato:
de acuerdo con el dato: 12+422+3%2+ ... +n*= nn+ Dn+ 1)
6
1 B 1
G.AM.: o 1=7 ; e 8 Solucion:
Rpta.: M= 1

m

Transformando la expresion:
1
7.- Si el grado relativo a “x” en el monomio:

\/;n 16§ %
X
M = Y
V b' 2/73\/ b’ l{/7 [n+1 X12+22+3v2+m+112]2n+l
M = X y vz y Z VX
B ab b+l
Tl

1
X\/;n (24)8 y?
es igual a 10, hallar el G.R. respecto a “y” en el M= T
monomio. nC@ns DD | G DOD
3 6
abz o b+1 X
el o e
2n N2 6
Solucion: M = %
. . ©
Para determinar el G.R, en el monomio M se cal- X
cula el exponente de “x”:
FlGAM. =2 n \/;+%-%=2n
1 1 1
GR;—+—-—2=10 I
“a ab? ab M

Rpta.: G.AM. = 2n
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9.- Hallar el coeficiente del monomio: DATOS:

1V Por dato (1), la diferencia de exponentes de x es 12:
_ 0% (. 3a+2b _3a-b
M=9 ( 3 ) X y
GRx:n-(1-m) = 12

Si su grado absoluto es 8 y el grado relativo n-l+m=12

[7t)

a n + o
SOluci()nZ

, ) Por dato (2), la diferencia de exponentes de y es 10:
Por primer dato: es decir la suma de exponentes

de “x” es “y” es 8: GRy:m - (n-3) =10
G.AM.: 3a+2b+3a-b=8 m-n+3=10
6a+b=8 () m-n=7 ®

Por segundo dato: es decir el exponente de “y” es Sumando (@) y (B):

iguala L: 2m=20 ; m=10
GRy:3a-b=1 ) reemplazando en (a):
Sumando (o) y (f): n+10=13 ; n=3
9a=9 : a=1 Luego:
En (o): GRz=5n-(m-2)=5n-m+2
6(1)+b=8 ; b=2 Sustituyendo los valores de m y n:
Sustituyendo estos valores en el coeficiente: GR,=5(3)-10+2
LY GRz= 7
a1 Rz =
7 (5)
se tiene: 11.- Hallar el valor de “m” para que la siguiente

expresion sea de 2do. grado absoluto:

ga('%)bzgl('%f:g(%):l @by

Rpta.: Coeficiente = 1 4
a3 »\'aO bm/S
10.- En el siguiente monomio: »
Solucion:
xnymzon Trabajando con el numerador:

M =

Xl-m yn-3 Zm-Z
El grado relati “x” es 12, el grado rel 3\, 1 26 1o
grado re atlvoure”spectoa x” es 12, el grado rel- @b 2 =a 3 b 3 _p @

ativo respecto a “y” es 10, hallar el grado relativo

W _»

respectoa "z

u|8
—
—
o=
S~——

Trabajando con el denominador:
Solucion:
({1

4
Para hallar el grado respecto a “z” debe de calcu- \/ R 1/ . ‘“?
larse los valores de “m” y “n”. a2 Ya’ b =a

m

b40

+|w
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Reemplazando los equivalentes en la proposicion

.

1 m 3

a’b*| [ 1.5 m m|”
M=l=5—F a3 #bp» ®

at b

L

Sodm s S5 mly; 5 0om

M = a12 blZO] =[a12 blZ] =a4 b4

Por el Dato G.A.M.:
5 m
2 . m_H .
PR ’

Rpta.: m=3

12.- Hallar la suma de los grados relativos respecto a

“x” e “y” en la siguiente expresion:

_ x+y) (X+y2) (B+y?) (xt+yh). (x4 y)
o)) 6o o) (ol

n(n+ 1)
Dato: 1+2+3+4...n= )

Solucion:

Operando con el denominador, se obtiene:

M - x+y) (x2+ y2) (x> + Y3) (x*+ Y4)...(x“+ y“)
) (ER) R ) ()

Simplificando se obtiene:

M = (xy)(xy)2(xy)*(xy)*... (xy)" = (xy)" 270

n(n+1)
2

n(n+1)
2

n(n+1)

M= (xy) ?

Luego el grado absoluto es la suma de los expo-
nentes:

nn+1) nn+1) 2nn+1)
+ =

5 nn+1)

G.AM. =

Rpta.: GAM.=n(n+1)

13.- Si a"b" = k™ donde k es una constante, calcular el
G.A. de:

k" + a?"

n 2n
M = ,\/ k*+b =\/
a2k + 1 b2 kh+ 1

Solucion:

Trabajando con cada expresion.

\/ k™ + b2 ,\/ a"b" + b*"
]\/[1 = =
an k" + 1 b2 amh" + 1
~ b" (a" + b")
b—z +1
a
M, - bra™(a® + b")
(b™ + ah)
M, = bra® = b2a2
njyn 2n
M, - a"b" + a _
a?"a"b" +1
a"b"(a™ + b)
(a" + b")
M, = a’b?
por lo tanto:
GAM, =R, 0 _20_,
2 2 2

GAM,=—+=n
22

Rpta.: G.AM.=n

W, ” W

14.- Calcular el valor de “x” e “y

3 [
Y by+6

223 plv

en el monomio:

7]

si es de 2do. grado respecto a “a
absoluto.

y de 7mo. grado
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Solucion: Operando:
i) Por el dato (1): (m + n)? i (m + n)?
(m-n)  2mn(m - n)?
GAmg=X+Yn%=2 (@)

m + n)?
dividiendo todo entre :

ii) Por dato (2):

G.AM.:
1 =0 ; 2mn(m-n)-1=0

xX+y 2 y+6 2mn(m - n)

S -y =7 B
3 3 3 2mn (m-n)=1 ; mn (m—n):i—.'.
reemplazando (a) en () se obtiene: )
Rpta.: —
6 p
2+ 222 -y =7 2
6 16.- Hallar el grado de la siguiente expresion alge-
y+o (1-y)=5 braica:
3
1+L
y+6-3(1-y)=15 1/, 1
2 1
Rpta.: y=3 1\+?/ 1*%/
M = 2. xt.x0. X!
En(a):x+3-i=2 .
3 3 Solucion:
Rpta: x =5 Operando:
15.-Sim>n>0 vy la expresion: (“%) <1*%)<1*§)”‘ (I*%)
M = X2+4+6+8+...+2n
M = (x™ 4 ymym el indice se tiene:
2mn m+n
mn R 1 1 1 1 1
m-n m+n 1+— 1+— 1+— 1+— 1+—
%Q’ *z ) ( 1)( 2)( 3)( 4) ( n)
es de grado absoluto cero, calcular: _ (i) (i) (i) (i) <n + 1) _n+1
1/7\2/\3/\4 n 1
p=m.n(m-n)
Solucis en el exponente de “x” se tendra:
olucion:

Para determinar el grado de M, debe hallarse los 2+4+6+8+..+n=2(1+2+3+4..+n)
mayores exponentes tanto en el numerador como -2 (n + 1)
en el denominador; la diferencia de estos expo- =~
nentes es el G.A.M.

reemplazando, la expresion compleja se transfor-

G.AM.: ma en:
(m+1n)(m +n) - n(n+l)
- M = ‘\llxn(m-l) =X (n+1) _ X"
(m+n)(m+n) (m-n)(m-n)
m-n 2mn - Rpta.: GAM. =n

- 45 -



17.- Dado el polinomio:

b-4 20

P=2x* +3y o

+ 4(Xy)“‘b_4 + 5y

Si la suma de los grados absolutos de todos los
términos del polinomio es (a®+2)? calcular el
valor de b.

Solucion:

Llamando I, II, IIT y IV a los términos del poli-
nomio. El grado absoluto de cada término es:

G.AT (D = gb-4
G.A.T. (I = 229
GAT (M)  =a™ +ab

G.AT (IV) =4 +abt

La suma de los grados absolutos segun enun-
ciado es:

abt 4 a0 4 bty bt 4y abt (6 4 2)2
en el primer término haciendo: a>* =y, se obtiene:
y+y +y+y+4+y=(a®+2)?
v+ 4y +4 = (a% + 2)?
(y +2)* = (a + 2)?
de aqui:
y+2=a%+2 y=a

Reponiendo valor de y:

igualando exponentes:

b-4=6
Rpta.: b=10

18.- Calcular m y n para que el polinomio:

P-= 3Xm+l yn-3 + 7Xm+2 yn-l + 11Xm+3 y11-2

sea de grado absoluto 8 y de grado relativo

[7a})

respecto a “y” igual a 5.

Solucion:

Llamando I, IT y 11, a los términos del polinomio.

Por dato y recordando que el grado absoluto del
polinomio es igual al grado del término, de mas
alto grado:

’G.A.t(l) =m+n+1-3
=m+n-2
GAP { GAt(Il) =m+2+n-1 } =m+n+1
=m+n+1
GAt(ll) =m+3+n-2
\ =m+n+1 }

G.A.P: m+n+1=8

m+n=7 (o)

Por dato y recordando que G.R. y es igual al
grado del término de mas alto grado relativo:

n-3
GRy: {n-1} =n-1=5
n-2

En (a):
m+6=7
m=1

Rpta: m=1,n=06

19.- Dados los siguientes polinomios:

P= 5Xm+ll yn-3 +7Xm+7 yn-2+6Xm+2 ym—l
Q — 2X2m+6 yn+2_‘_12X2m+2 yn+7_'_8X2m yn+10
Determinar el G.A. del polinomio Q, sabiendo

que: el grado absoluto de P es 16 y el menor
exponente de “y” en el polinomio Q es 4.

Solucion:

Por el dato (1):

G.A.t (D =m+n+8

G.AP{ GA.t(1D =m+n+9 m+n+9
GAt{I) =m+n+3

Por dato (1):

G.AP: m+n+9=16

Dedonde: m+n=7 (o)
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Por el dato (2):

menor exponente de “y” en Q:

n+2=4

n=2
En(a): m+2=7
m=>5

El grado absoluto de Q es:

GAt(Q) =2m+n+8
GAQ. { GAt(I) =2m+n+9

GAt (D =2m +n + 10

2m+n+ 10

reemplazando valores de m y n:
GAQ =205+2)+10=22
Rpta.: G.A.Q. =22
20.- Si en el polinomio:
P = 4xmm2 ym3 L Gxmenss ymd | 7ymen6 yme2

se verifica que la diferencia entre los grados rela-

tivos de “x” é “y” es 5 y ademds que el menor

exponente de “y” es 3. Hallar su grado absoluto.

Solucion:

Por el dato (1)

m+n-2
GR_:{m+n+5 =m+n+5
m+n-6
m-3
G.R.y: m-4;) =m+2
m+ 2

Por dato (1) :
GR._- G.R.y =5 esto es:
Mm+n+5)-(m+2)=5;

de aqui: n=2
Por el dato (2):
el menor exponente de y” es:

m-4=3 Luego:m=7

De acuerdo con el pedido, el G.A.P. es igual al
mayor grado de todos los términos, es decir:

GAt() =2m-5+n
GAP{ GAt() =2m+n+1 |=2m+n+1
GAt(l) =2m+n-4
=27 +2+1
=17

Rpta.: G.AP =17

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Si el monomio:

1"" b
M=26 Vx"y X*‘yb2

es de grado absoluto 4, y los grados relativo a “x

(73]

é “y” son iguales. Calcular el valor de:
E=3b-2a

a) 1 b) 5 c) -4 d -1 e) -2

(73]

2. ;Qué valor debe tomar “x” para que el monomio:

sea de grado 120?

a) 4 b) 5 o2 d3 e)7

3. Hallar el valor de “m” de tal manera que la
expresion:
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Vet

33(32) [ (al/Z) 1/3] 172

sea de grado 120

a) 10 b) 20 ¢) 30 d) 40 e) 120
4. Hallar el grado del siguiente monomio:
i ) E—
M=7XA\/6+ 6+3V6+~<°°
a) 1l b) 2 )3 d) 4 e) 6

5. Hallar el grado del nomonio:
M = 4x®0* @t bt
si se cumple:
yz-a?=xz-b?=xy-ct=x’+y?+22-d*=0

y ademds abed = m

aym bym*> om* dm® ) m?
6. Hallar el grado de la expresion:
M xo+m yn-m+2 ZZn
- x-m ym+n+2 ZZm
_2'1 _3-10
siendo n = 16* © m=321%
a5 b4 03 d) 2 e) 1

7. Hallar el valor de:

NG G (T F

siendo el valor de “a” el que se obtiene, para que
la expresion:

3

x22 \x32
M= Xa+1
sea de primer grado.
a) 8 b) 9 c) 10 d) 12 e) 16

8. Hallar el valor de “m” si la expresion:
M = 3m

es de grado 32.

a) 4 b) 2

oV2 d)%

9. ¢Cuantas letras se deben tomar en el siguiente

1
6)4

monomio:
M = a® b?* ¢80 d120 .
para que su grado sea 6 006?
a)12 b)) 10 o) 15 d) 13 e) 11

10. Hallar el grado de la expresion:

\/10-V4 -\/6+ N6 + N6 +... % veces
M = 5x

b) 3

a) 2 c)5 d) 10 e) 4

11. Si el grado absoluto de la expresion:

afy
{/(a +b + c)oBBrar J[(xyz) pras
M =
(x +y+z)p 0w\]z"‘

es nulo, hallar el valor de:

a+f
J =
af
a)r b)p+q o -r d) -1 e) -q
12.Sim >n > 0y la expresion:
ol
Xm+n s m-n
E- y
2mp 2 men men [
XZm-l + ZZm-Z y m-no oo men
es de grado nulo. Calcular:
m n
E = F + E
a)5 b) 4 c) 6 d) 7 e) 3
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13. SiA= (2 M) Vm?-n?

m+n
hallar el grado de:

Ya el
A + A

m + n

M =
m+n/ 2m
\m-n (m-n)
a) 1l b) 2 c) m dmn )0

14. Hallar el valor de “m” para que el monomio:

1
23 2
Mo | X 33 x™ \/X_
N xm \/X_3
sea de segundo grado.

a)3 b) 2 c) 4 d) 5 e) 7

15. Hallar m y n si el polinomio:

P (X,)’) — 4X2m+n-4 ym+n+2 + 7X2m+n—3 ym+n+l

+ 9X2m+n»2 ym+n

es de grado absoluto veintiocho y la diferencia de

los grados relativos de “x” é “y” es 6. Dar m + n

a)10 b)12 c) 8 d) 14 e) 16

16. Se tienen dos polinomios P y Q, si el polinomio
P es de grado 10 respecto a “x”. En el polinomio

73 })

Q el grado respecto a “x” es 5 grados menos que

[73})

el grado respecto a “y”. Hallar el grado respecto

a “y” en el polinomio Q, siendo:

2]

P (X,Y) - sz +1 y.n»l + 3xm yn+1 + 7Xm2+1 yn

0) (i) & DB 400 o 5pam i) @parel (3

a)10 b)5 c) 15 d) 12 e)2

17. Determinar el grado absoluto de Q, si el grado

absoluto de P es 20 y el mayor exponente de “y”
en Q es 10.

P (X,y) = 3X“+7 ym-l + 6Xn+8 ym + 5x0 ym+1
Q (X’y) = 4Xm+l yn + 7Xm+2 ym-l + 8Xm+3 yn+2

a)15 b)16 o) 17 d) 18 e) 19

18. Hallar E = m + n si el G.A. del polinomio:

P (X’Y) — 4Xm+3 yn-Z + 5Xm+1 yml + 7x™ yn+2

es de grado absoluto 8 y el grado relativo a “x”
supera en una unidad al grado relativo a “y”.

a) 5 b) 4 )3 d) 6 e) 10

19. Calcular el valor de “x” para que la expresion
sea de segundo grado:

M=V Vo Vo Vo
a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5
20. Si el grado absoluto de:
T A 4 N
ab ]Xaz yab

es igual a 7, hallar el grado respecto a “x” en el
monomio:

M, =

a _p4
Xy z
M2 =
V -1 2
v () ()
a) 5 b) 4 )3 d) 6 e) 7
CLAVE DE RESPUESTAS
1) A 2)B 3)D 4)B 5) C
6) D 7) A 8) A 9)E 10) B
11) C 12) C 13) E 14) C 15) A
16) B 17) C 18) D 19) C 20) E
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NOTACION POLINOMICA

Notacion polindmica es la representacion de un poli-
nomio, mediante sus variables y constantes.

Se denomina variable a toda magnitud que cambia
de valor, se le representa por las tltimas letras del
abecedario: x,y,z, etc.

Se denomina constante a toda magnitud que tiene
un valor fijo, no cambia su valor; se le representa por
las primeras letras del abecedario: a,b,c, etc.

POLINOMIO

Polinomio es una expresion que consta de mds de un
término general, un polinomio se representa de la
siguiente manera:

P (x,y), se lee “polinomio en x,y”.

donde P es el nombre genérico:

(x, y) son las variables x é y.

Por lo tanto:

P(x,y), significa que el polinomio es de nombre
P y de variables x, y.

Ejemplos:

i) P(xy) =4x>+5y>+7

ii) P(x,V,z) =4x> + Txy + 62>
iii) P(x) = 4x> + 5x> + 7x

En general se tendra:

P (x,,z2) = ax*+by’+cz’
k \

nombre  variables constantes
genérico

VALOR NUMERICO DE
UN POLINOMIO

Es el valor que toma dicho polinomio, cuando se
reemplaza en ¢l valores asignados a sus variables.

Ejemplo.- Sea el polinomio:
P(x,y) =x*+y%-5
hallar P(2,4)

Solucion:

Se reemplaza los valores de x ey, asi:

PQ2,4)=22+5*-5=4+25-5=24

CAMBIO DE VARIABLE EN UN POLINOMIO

Es la expresion que se obtiene al cambiar la variable
del polinomio por otra.

Ejemplo: Sea el polinomio:
P(x) =4x?>+5x+6
calcular P(y + 1)

Solucion:

Se reemplaza x por y+1; asi:
Ply+1) = 4(y+1)?>+5@F+1)+6
efectuando operaciones:
Ply+1)=4(y>+2+1) +5y+5+6
P(y+1)=4y*+8y +4 + 5y + 11

P(y + 1) =4y* + 13y + 15

- 50 -



ALGEBRA

EJERCICIOS RESUELTOS 3.

1.- Calcular:
E=Q [P(-2)]

siendo: P (x) =3x> +5x*+2x+8 y:

Q) = x+ D G5x*- D! 4 (x+5"(x+ 1)
+2x+5)"(x-1)
Solucion:

Cidlculo de P (-2):

P(-2) =3(-2) +5(-2)2 + 2(-2) + 2(-2) + 8
=24420-4+8=0
P(-2) =0

Calculo de Q [P(-2)]

Q [P(-2)] =Q[0] = (0 + )™ (0 - 1)*!
+O+5)"O0O+D+O+5™0-1)

QIO0] = (1) (-1)™! + 5™ + 57(-1)
QIO =) ¢-1) +5™-5"=-1
Rpta: E=Q[P(-2)]=-1
2.-Si P (x) = x*- x + 2, calcular:

R =P{P[2-P(-D]}
Solucion:
Ciélculo de P (-1):

P =(12-(D+2=1+1+2=4
Calculo de P[2 - P(-1)]:
P[2-P (-1)] = P[2 - 4] = P[-2]
P{-2} = (-2)2-(-2)+2=4+2+2=8
Cilculo de P{P{2 - P(-1)}}:

P(P[*-P(-D]} =P {8} =8>-(8) + 2
=04-8+2=58

P{P[2 - P(-1)]} = 58

x-1

Vx + 1

R = P{P[P(25)]}

SiP(x) = , calcular:

Solucion:
Calculando por partes:

sy 23124 24

25+1 5+1 6

4-1 3 3
P[P(25)] =P = — = =—=1
[P(25)] = P [4] 1 0.1 "3

PP[P(25)]} = P[1] = L -9 _p
1+1 2

Rpta.: E= P{P[P(25)]} = 0

-Si P(x) =x(2 -x) + 5, calcular:

P(x) - P(-x)

P(X)+(x+\/5—) (X—\/S—)

R =

Solucion:
Calculo de P(-x):

P(-x) = (-x) [2-(-x)] + 5 =-x(2+X) + 5

=-2x-x2+5

Por otro lado:

(x4 V5) (x-\5) = x2- (V5 )P o x5
ademds: P(x) = 2x-x2+5
reemplazando:

2x - X2+ 5-(2x - %2+ 5)
2x - X2+ 5+ (x%-5)

R=

2 2
R < 2X -X*+54+2Xx+x*-5 =4_X=2

2X - X2+ 5+ X% -5 2x

Rpta.: R=2

- Calcular:

E=Px+1)+Px-1)-2Pkx),
si: P(x) = 3x% + 2x + 4
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Solucion:
Calculo de P(x + 1):

Px+1)=3x+12+2(x+1)+4
=3(x%+2x+ 1) +2(x+1) + 4
=3x2+6x+3+2x+2+4
=3x2+8x+9

Calculo de P(x - 1):

P(x-1) =3(x-1)2+2(x-1)+4
=3(x*-2x+ 1) +2(x-1) +4
=3x2-6x+3+2x-2+4
=3x>-4x+5

reemplazando en la expresion propuesta:
E=(Gx*+8x+9)+ B3x*-4x +5) - 2(3x%+ 2x + 4)
E=06x>+4x+14-6x*-4x-8=6

Rpta.: E=6

6.- Sif(x) = x - 2a, g(x) = 2x + a y ademas:

flgx)] - glf(x)] =

“ »

flg(@)] + 19
calcular
Solucion:

Calculo de f[g(x)]:

flgx)] = f[2x +a]l =2x+a-2a=2x-a
Calculo de g[f(x)]:

glf(x)]=g(x-2a)=2(x-2a) +a=2x-4a+a
= 2x - 3a

Calculo de f[g(a)]:
g(a) =2(a) +a=3a
flg(a)] =f(3a) =3a-2a=a
reemplazando en la segunda condicion:

(2x-a)-(2x-3a)=a+ 19
2x-a-2x+3a=a+ 19
2a=a+ 19

Rpta.: a=19

7-SiP(x) = —:
l+x

1
1 +x

F(x) = y
Gx) =x

y ademds: P{F[G(x)]} = —

Calcular “x”
Solucion:
Como: G(x) =x
FIGx)] = F(x)
1 1
F(x) 1+ %) 1+x 1
PIFGO] = ST T Tax+l 2
1+Fx) 1+—— ERR S X
1+x 1+x
Por otro lado:
1
P[F(x)] = —L—
[F(x)] 0

Igualando los valores del polinomio en P:

de donde: x =8

Si: P [(x+ 3)%]

2x+1
(x* +6X+9)2 32" X+ 3 X
T x+3

Calcular P(4)

2x

Solucion:
Transformando por partes:
1 lyx
[(X2+6X+9)2]2 [[(X+3)2]2]

X+3 X+3

2
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L 2x+1 | 2x L 2x
3% x4+3 X =13%(x+3) 1 ;—

2
= (3§) Z)EX +3)%=3 [(x + 3)X] X-% <%>

Como la expresion transformada es:

Pl(x + 3)*] = 3[(x + 3)¥]2 por comparacion: x = 111—

P (4) =3(4)*=3(16) =48 . .
reemplazando en el polinomio propuesto:

Rpta.: P(4) =48

pl—1  |on(2) + (L) + m(L
9.- Si se cumple que: AT (n) <n2> (n3)

1
[ : .?]
P [x" = nx + n°x> + °x> + ... (considerar tooslelely
“n” términos) “n” términos
Calcular: Rpta: =n
1 . X+ 3 .
P — 9.-Si P(x) = T calcular: P[P(x)]
Wy =
n Solucion:
n
P(x) +3
Solucion: PIP(x)] = P(x) - 1
Sea:
reemplazando P(x):
[Xx'i_l 1 X+3+3 x+3+3(x-1)
P Lx = Pl—FF x-1 x-1
Nk P[P(x)] = =
0 n n x+3_1 x+3-3(x-1)
x-1 x-1
luego se tendra: _X+3+3x-3
x3-x+1
1 1
2 \/IT ) 4x
& _ P[P(x)] =—=x
X =1—_1= n (1’1 4
( @) .
n\1 10.-Si P(x) = +8 y P[P(x)]es independiente de “x”

( \/n—)l N ( 1)\/n— Calcular: E = 64k?

Solucion:

= (%) = (%) = (%) Calculo de P[P(x)]
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kx + 1 i1 k*x +k+x-8
(X-S) X -8

PIP(x)] = kP(x) + 1 _ _
P(x)-8 kx+l_8 kx + 1 - 8x + 64
x-8 x-8
2
PIP(x)] = K+ Dx+ (k-8)

(k- 8)x + 65

[73s 1)

si es independiente de “x” se debe cumplir:

k2+1_k-8

k-8 65

65(k*+ 1) = (k- 8)?

Esta propiedad sera demostrada en el Capitulo
de Polinomios Especiales.

Operando:
65k* + 65 = k* - 16k + 64
64k>+ 16k +1 =0
Bk+1)?=0
8k+1=0

de donde: k = - é—

luego:

E - 64k? = 64(- %)2 - 64(L) -1

Rpta.: E=1
11.-Si P(x) =ax*+b y: P[P(x)] = 8x* + 24x* + ¢
Calcular :E=a+b+c

Solucion:

Cdlculo de P[P(x)]:
P[P(x)] =a [P(x)]?+ b =a(ax*+ b)2+b
=a’x*+ 2a’hx? + ab*+ b

= a’x*+ 2a’bx? + (ab*+ b) (A)

Como: P[P(x)] = 8x*+24x> + ¢ (B)

igualando (A) y (B):
a’x* + (2a%bx?) + (ab*+ b) = 8x*+ 24x% + ¢

Igualando coeficientes de términos idénticos:

a>=8 ;o a=2
2b=24 : b=3
ab’+b=c o c=21
luego: E=2+3+21=26
Rpta.: E =26

12.- Sabiendo que: P(x - 1) = x*- x + 1, calcular P(10)
Solucion:
Sea: P(x) = ax?> + bx + ¢ (A)
luego:
P(x-1) =a(x-1)?+bkx-1)+c
=ax’-2ax+a+bx-b+c
P(x-1) =ax?-(Qa-b)x+(a-b+c)

Como: P(x-1)=x*-x+1

Igualando coeficientes de términos idénticos:
a=1

-(2a-b)=-1 ;
b=1

a-b+c=1 c=1

2a-b=1

Sustituyendo valores en (A):

Px)=x*+x+1
luego:

E=P(0) = (10)2+ 10+ 1 =111
Rpta.: E=111
13.- Sabiendo que:
P(x+2)=6x+1
y ademads: P[F(x)] = 12x - 17

Calcular F(15)
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Solucion: x+1

+1
1 -1
Cilculo de P(x): 2) SIR(x)] = S(X . ) -
x-1 x+1 1
Sea P(x) = (ax + b) X1
luego: x+l+x-1
x-1

Px+2)=a(x+2)+b -~ -
x+1-x+1

=ax+ (2a+b) A) x-1
Como por dato: SIR(-x)] = 2xX o
2
P(x+2)=6x+1 (B) )
3) RIS[R(0)]) = R(x) = ==
Igualando los coeficientes de los términos idénti- x+1
cos (A) y (B):
x-1
226 ) SIRSREON] =5 [-(F51)|
2a+b=1
b=-11 1—X+1 l-x +1+x
1-x 1+x 1+x
por lo tanto: =S ( ) = =
1+x l-X_l l1-x-1-x
P(x) =ax + b =6x-11 1+x 1+x
Calculo de P[F(x)]: -2 1
-2x X
P[F(x)] = 6F(x) - 11 =12x- 17 1
5) Por el dato este valor es igual a - 5 asi:
6F(x) =12x - 17 + 11
1 1
6F(x)=12x-6 X5
F(x) =2x-1 Rpta.: x=5
Calculo de F(15) = 2(15) - 1 = 29 15.- Cudl es la variacion que experimenta P(x), cuan

do “x” varia de -2 a -4, si:
Rpta.: F(15) = 29

P(x) = —
x-1 x+1 1- 1
14.- Si R(x) = 0 S(x) = X
x+ 1 X - S
Solucion:
y ademas: Para x = -2:
SI-R (S [RE01H = -+ P2 o2 2 2 _ 4
1 3 3
l-—— 1+ =
Calcular “x” (-2) 2
Solucion. Para x = -4:
Por partes: b = 4 4 416
DR = XL x+l oL, 55
x+1 x-1 -4) 4 4
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El cambio que experimenta es:

_i_(ﬂ>__i+£_ 20 +48 _ 28
3 5 15 15

5/ 3

Como la diferencia es positiva, disminuye, luego disminuye en 28/15.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Si P(x) = x2* + x* + x60 + 5. Expresar como y = f(x) la expresion:

(2n + 1) sumandos; hallar: % 4 3y 4 % 2 0y 3xy e 120

E=P(1) + P(2) - P(-2) + P(3) - P(-3)

)y = 2x b)y = 2
a) 2n b) 2n + 1 c)n AY=32.2 Y—m
n 2n + 1 3 2
d) 5 e) 5 Sy = 22 d)y=4X :13x
2x% - 3x 2(2x* + 3x)
2. Si: P(X+2) = 2(X+2)3 +xX2+4x + 4
ey = ZZX
Calcular E = P(3) 3x*-2

a) 60 b) 63 c) 68 d) 65 e) 70 6. Qué relacion debe existir entre los valores m, n 'y
p para que la funcion:

3. Si () x2 +3x + 2 ,
SSif(x) = ——— =
X2 -3x-2 f(@f%
X—

eritoman dll vellor 63 sea siempre igual a la unidad y ademads x adopte-

. £3) + 20(2) + £(0) un solo valor:

f3) + £(2) + 2f() a) n*+4mp=0 b) n?- 4mp = 0
a)l,17 b) 2,5 c) 3,5 ¢) n?+3mp=0 d) n?- 8mp = 0
d) 4,5 e) 5,5 e) n*+8mp=0

[7PRt)

4.- Encontrar el valor de “a” para que: 1
7.51P(x) =x - 5 calcular:

f(x) = x* + a%x? - x

y gx)=2x>-a-x+1 E = [2P<%>+P(X)—P(—X) @
tengan el mismo valor cuando x = 1
a) x bl o1
a)0y-1 b)-1y2 c)ly-1
1
d)1ly?2 e)0y-2 d)g e) 0
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8. Si P(x) = 2x> - 7x? + 6, calcular:

_ P [P[-PO)]]

E 3

{-P(2)}

a) 3 b) 1 c) 6 d) 9 e) 18

9. Hallar y = f(x) a partir de:
7x* +2xy - 5y -8x+4y + 1 =0
b) x*+ 2

a) x+1 ) 2x -1

d);— x+1 e)é—(7x+1)

10. Sabiendo que f(x) = x*- 2x + 1, hallar:

2
1
(3)
f (x)
E =
fx+1)-f(x-1)
a) 172  b) 1/6 o) 1/8 d) 1/4 e) 1/16
11. Si P (x) = x, y ademas:
PIFx) + Gx)] =x+4
P[Fx) -Gx)] =x-2
Calcular:
FIG(x)]
a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5

12. Calcular el valor de E = (mn)? + 5 sabiendo que

P[P(x)] es independiente de “x” siendo:
mx + 1
Bl = ===
a) 5 b) 4 )9 d) 6 e) 14

13. Si P(x) = (x*+ 1) - (x*- 1) hallar:

(V%)

a) 5 b) 4 c) 2 d) 1 e)3

14. ;Cual es la variacion de:

1

e x?-n

si “x” varia entre 0,4 a 0,5?
a) Aumenta en %

b) Disminuye en %

¢) No sufre variacion

d) Aumenta %

e) Disminuye %

15. Si P(x) = x> - 4x? + 3x - 3, hallar:

E = P[P(4)]
a) 417 b) 429 c) 212
d) 414 e) 180

16. Si P (x,y) = x> + y° + 3(x%y + xy?), calcular:
E=Pla+1,2-a)
a) 1

b) 8 c) 27

d) 64 e) 125
17. Si P(x) = x2-1, calcular:

E = P[P(x)] - x*P(x)
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a) x* b) 0 c) x

d) -x? e) 1
18. Si P(x) = i , calcular:
E =P[P(x)]
a) X b) 1 C) -X
d) 1/x e)x+1
19. Si P(x) = R , calcular:
x-1

E=P[ P {P[P()]}]

a) 18/15 b) 16 c) 6/5
d) 4 e) 0
20. Si P(x) = (x-1)? -1; calcular:
- P(x) + P(x + 2)
2
a) 6 b) 1 c)2

d) 4 e)3

CLAVE DE RESPUESTAS
1D 2)B 3)A DA 5) B

6)D 7)E 8) C 9)E 10) D
1D)D 12)D 13)A 1HA 15) B
16)C 17)D 18) B 19) A 20) C
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POLINOMIOS ESPECIALES

Son ciertos polinomios que por su importancia, es
necesario conocer. Los mds usados son:

Polinomio Ordenado
Polinomio Completo
Polinomio Homogéneo
Polinomios Idénticos

Polinomios Idénticamente Nulos

73t}

Polinomios Entero en “x

POLINOMIO ORDENADO

Con respecto a una letra, es aquel que se caracteriza
porque los valores de los exponentes de la letra con-
siderada van aumentando o disminuyendo, segtun
que la ordenacion sea ascendente o descendente (cre-
ciente o decreciente).

Ejemplo:
Sea el polinomio:
P(x,y) = 4x%y!1? + 5x7y® + 4x1%y?
P es ordenado con respecto a “x” en forma ascen-
“y” en forma

dente y es ordenado con respecto a “y
descendente.

POLINOMIO COMPLETO

Con respecto a una letra, es aquel que se caracteriza
porque todos los exponentes de la letra considerada
existen, desde el mayor hasta el cero inclusive;
denominando este ultimo, “término independiente”
del polinomio con respecto a esa letra.

Ejemplos:

i) Sea el polinomio:

P(x,y) = 4x> + 5x%y + 7xy* + 8y

@,

P es un polinomio completo con respecto a “x” y
su término independiente con respecto a esa
letras es 8y>. También es completo con respecto

1)

a “y” y su término independiente con respecto a
esta letra es 4x°.

i) P(x) = 9ax® - 3x* + bx + (q + ©)

Donde el término independiente es: (q + ¢)

PROPIEDADES DE UN POLINOMIO
COMPLETO

1) Si es de grado “n” (G.P. o grado del polinomio),
el numero de términos,T.P. es igual al G.P. mas
uno. Es decir:

#TP=GP+1

2) El grado del polinomio completo es igual al
numero de términos menos uno.

GP=#TP-1

3) La diferencia de grados relativos de dos térmi-
nos consecutivos es igual a la unidad:

GRi(x+1)-GRtx) =1

4) El término independiente contiene a la variable
con exponente cero.

POLINOMIO HOMOGENEO

Es aquel que se caracteriza por que todos sus térmi-
nos tienen igual grado absoluto (G.A.).
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Ejemplo:

Sea el polinomio:
P(x,y) = 4x’ y?2 + 8x*yP + o6x%y!
— — —

t(I) t(1D) t(111)

en este polinomio, se verifica que:
GAt(D = GA(ID) = G.A.t(IID) = 19

TERMINOS SEMEJANTES

Son aquellos que tienen igual parte literal, afectada
por los mismos exponentes, sin interesar los coefi-
cientes.

Ejemplo:
Los términos:

2x%y3, -5x%y?, -17x%y?
son semejantes.

POLINOMIOS IDENTICOS

Son aquellos que se caracterizan porque sus términos
semejantes tienen iguales coeficientes.

La identidad de polinomios, se representa asi: (=).
En general una identidad se expresa de la siguiente
manera:

ax> + by? + ¢z? = mx

Como son idénticos, debe cumplirse siempre que:

a=m
b=n
c=t

Ejemplo:
Hallar a y b en la identidad:

2ax? + 15y* = 12x? + 5by?

Solucion:
Como es identidad se cumple que:

2a=12 =
15=5b =

a=6
b=3

POLINOMIOS IDENTICAMENTE NULOS

Son aquellos que se caracterizan porque todos sus
coeficientes son idénticos a cero.

Ejemplo:
Si el polinomio:

P(x) =ax® + bx* + cx + d
es idénticamente nulo, quiere decir que:

a=b=c=d=0

POLINOMIO ENTERO EN “x”

Es aquel que se caracteriza porque todos sus expo-

W,

nentes son enteros y su unica variable es “x”.

73 )

Un polinomio P(x), entero en “x” se representa asi:
De primer grado:
P(x) =ax+b
De segundo grado:
P(x) = ax*> + bx + ¢
De tercer grado:
P(x) =ax> + bx> + cx + d
y asi, sucesivamente.

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Hallar m, p y b para que el polinomio:

P(X) — SXm-18 + 18xm-P+ 15 + 7Xb-p+ 16
—_—
t(D (1D t(11D)

sea completo y ordenado en forma descendente.

Solucion:

Como el polinomio debe estar ordenado en forma
descendente, los exponentes deben ir disminuyen-
do desde el t(I) hasta el t(III).

Como es completo, el menor exponente que es
igual a cero (por ser término independiente) co-
rresponde al t(II1), el anterior igual a 1 y el prime-
ro igual a 2, ast:
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b-p+16=0 (a) Sustituyendo (p) en (0) se obtiene:
- 15=1 b a a
m-p+ () abaz(i>b =4=22
m-18=2 (c) b b b
m = 20 de aqut:
a2
En (b) : b
20-p+15=1 a=2b ®
p =34 reemplazando (€) en (p):
En (a): %b
b-34+16=0 (2b) = (b)
b=18 2b = b2
Rpta.. m=20 b=2
p =34 -
E ‘a= -
b= 18 nE;a=22) =4

o L Finalmente, la suma de coeficientes del polinomio es:
2.- Hallar la suma de coeficientes del siguiente po-

. - ,
linomio: > de coeficientes = a + b + % + %
Raab a3, b 4
P(x,y) =ax* + bx yr e gxXy +;yb —4424.4 .4
—_— — = 2 4
[¢9) t(10) t(1I0) t(IV) P
si es homogéneo. =9
Solucion: Rpta.: Y de coeficientes = 9

Si es homogéneo, se cumple: m
3.- Hallar o st el polinomio:
GAt(I)=GAtdD) =GAt (I = GA.L(IV)

Entonces: P(x,y) = 3xmy" (2x?m+1 4 7ybn+l)
b
i = Nab 412 =3+13 =_b: es homogéneo
() B ) (@) Solucion:
haciendo: () = (¢) Efectuando operaciones:
ab =b? = a= bg (p) p(X,Y) — 6X3m+1yn + 21me7n+l
haciendo: (B) = (y) (D t(ID)

Como es homogéneo, se cumple que:

Nas-b + 12= 16 — ab =4

GAt(D = GA.t(dD

Sm+l+n=m+7n+1

3m-m=7n-n
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2m = 6m ;

m_6 4
n 2

.m
Rpta.: o =3

4.- Calcular la suma de los coeficientes del poli-
nomio homogéneo:
P(X,y) = 3an2_5y12 + 5(p - q)Xqu
t(D) t(1D)
+ (13q + Hx yon-ld
t(I1D)

Solucion:

Como es homogéneo:
GAt (D) =GAt (D) = G.A.t (IID)

n’-5+12 =p +q =n’+3n-14
—_ -

|

(o) ) <
haciendo a =7y :

n’-5+12=n’+3n-14
21 =3n
n=7
haciendo a =f:
n’-5+12=p+q

W,

reemplazando “n”:
7-5+12=p+q
56 =p+q G))
La suma de coeficientes del polinomio es:

S=3p+5(p-q +13q+4
=3p+5p-5q+13q++4
=8p+8q+4=8(p+q +4
=8(56) + 4

Rpta.: S=452

5.- Si la expresion:

x+y+z:r</
P(x,y,z) = VI 4 30y xyi ey

es homogénea, hallar su grado absoluto.

Solucion:

Si es homogénea, los grados absolutos de cada tér-
mino deben ser iguales, es decir:

3+3+3y+3z  3+3+3x+3z 3+3 +3x +3y_GA

X+y+z+3 - X+y +2+3 X+y+z+3

Usando la propiedad de serie de razones iguales:

34343y+3z+3+3 +3x+3z+3+3 +3x +3y GA.

X+Y+Z+3 + X4y +Z+ 3+ X+y +2+3 1

63+x+y+2)
_— =2 =GA.
3x+y+z+3)

Rpta.: GA. =2
6.- Si el polinomio:
P(x)=(x*-x+3)(@a-b) + (x*-x+4)Db - 0)
+(x2+x+5)(c-a)

es idénticamente nulo, hallar:

b+c
R=a— )]

Solucion:

Para que se anule el polinomio, siendo a, b y ¢
constantes, se debe cumplir:

a-b=0 = a=b
b-c=0 = b=c
c-a=0 = c=a
de aqui se obtiene:
a=b=c

Haciendo: a=b = c = t: y reemplazando en (I):

Rpta.: R=2

7.- Si el polinomio:
P(x,y) =2(a + b - ¢ - d)x? + 3(b - de)xy
+4(Mb +c-a-e)y?

es idénticamente nulo, hallar el valor de:
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Solucion:

Si es idénticamente nulo, sus coeficientes son nu-
los, es decir:

a+b-c-d?*=0 D
b-de=0 (I
b+c-a-e*=0 (11D

De (II) se obtiene:

b =de (Iv)
Sumando (I) + (III) se tiene:

2b=d?+ €2 Q%)

Sustituyendo (IV) en (V):

2de = d? + e? V)
0=d?-2de + ¢
0=(d-e)?
d-e=0
d=e (D

Sustituyendo dos veces en (IV):
b=d?=¢? 2
Sustituyendo en (I):
a+d’-c-d*=0
a=c (3)

Sustituyendo adecuadamente (1), (2) y (3) en la
expresion pedida:

2
g-d&,b 20y 1,04

d> b a

Rpta.: E =4

8.- Dado el polinomio:

P(x,y) = 5% - 4x*y + xy*

encontrar el mayor coeficiente de otro polinomio
Q(x,y) sabiendo que:

1) Sxyy) = P(x,y) + Q(xy) es completo y
homogéneo.

2) La suma de coeficientes de S(x,y) es 20.

3) Cada coeficiente de Q(x,y) es igual al que ante-
cede mas 1.

Solucion:

Dadas las condiciones, S(x,y) debe ser homogéneo
de grado cinco.

Como S (xy) = P(x,y) + Q(x,y) es completo y
homogéneo de grado cinco, luego:

Qx,y) = mx’y? + nx’y’ + y°
ya que:

S(x,y) = 5%° - 4xty + mx’y? + nx%y> + xy* + y°
es completo y homogéneo de grado 5.

Por la segunda condicion:

54+m+n+1+p=20
m+n+p=18 (o)

Por la tercera condicion:
m=a ; n=a+1 ; p=a+2

en(a): a+a+l+a+2=18
a=>5

El polinomio buscado es:
Qx,y) = 5x%y? + 6x%y° + 7y’

Rpta.: El mayor coeficiente es 7.

9.- Hallar el numero de términos en el siguiente poli-

nomio:

P(x) = (m - Dx™® + (m - 2)x™ + (m - 3)x™* + ...
si es completo.

Solucion:

Se observa que los exponentes del polinomio van
aumentando, es decir que esta ordenado en forma
ascendente.

Si el polinomio es completo, existe un exponente
cero, que corresponde al término independiente y
pertenece, en este caso, al primer término, es
decir:

m-6=0 = m=06
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reemplazando este valor:

P(x) =5x% + 4x! + 3x> + 2> + x* + O0xX° + ...

Como solamente hasta el término en x* es com-
pleto, entonces tiene 5 términos.

Rpta.: El polinomio tiene 5 términos.

10.- Hallar el valor de p y q si se cumple la siguiente
identidad de polinomios:

13-2x =p2-x) +ql +x)
Solucion:

Efectuando operaciones y ordenando:

13-2x =
13 - 2x

2p-px +q+Qx
Q2p+q +(q-pkx

Identificando los coeficientes:
2p+q=13 D
q-p=-2 (1D)

Restando (1) - (1D):
2p+q-q+p=15

3p=15
p=5
En (D) :
2(5) +q=13
q=3
Rpta: p=5
q=3

OTRO METODO: Como los valores de “q” y “p” no

(73t}

dependen de los valores de “x”, se asigna valores a
“x”, de tal manera que se elimine incognitas. Asi:

Para x = 2; reemplazando:
13-2(2) =p2-2) +q(1 +2)
9=3q
q=3
Para x = -1; reemplazando:

132D =pl2-CD]+ql-1)

15 = p[3]
p=5
Rpta.: p=5
q=3
Se observa que este método es mds sencillo; a con-

tinuacion, se resuelve varios problemas con este
método.

[7gt)

11.- Hallar “m”, “n” y “p” en la siguiente identidad:

7x? -6x +1=mx -1)(x-2) + n(x -3)(x - 2)
+px-3)x -1

Solucion:

Dando valores convenientes a “x”.

Para x = 1(desaparecen el primer y el tercer térmi-

no del miembro derecho)
7)%*-6(1)+1=n1-3)(1-2)

2=n(-2)(-D
n=1

Para x = 2:

72-6(2)+1=p2-3)2-1)
17 = p(-1(1)
p=-17

Para x = 3:

73)?*-63)+1=mG-1(3E-2)
63-18+1=m(2)(1)

m =23
Rpta.: m= 23
n=1
p =-17

12.- Calcular “p” y “q” en la identidad:
p(x+5)?-qlx-5)?2=3x+5)?+42p + qQx

Solucion:
Dando valores a “x”:
Parax =-5
p(5)? - q(-5)? = 3(5)*
25p - 25q =75

p-q=3 M
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Para x = -5:

p(0)2- q(-10)*= 3(0)> + 4Q2p + q)(-5)
- q(100) =-20Q2p + q)

5q=2p+q
4q=2p
p=2q (1D

Reemplazando (II) en (I):

El valor pedido sera:

E=m+n+p =-5+10+5=10

Rpta.: E =10
14.- Calcular E = a + b + ¢ en la siguiente identidad:

18x3-3x2-4x+ 1 a(bx +a)? (cx -a)b
Solucion:

Analizando la identidad se observa que el produc-

2q-q=3 to indicado es de tercer grado, lo que hace nece-
q=3 sario quea=1yb =2, ya que uno de primer grado
con uno de segundo da como resultado uno de
En(I):p=6 tercero. Luego, la identidad es:
Rpta.: p=6 18x>-3x?-4x+1 = (bx+1) (cx-1)?2
q=3 efectuando operaciones:
13.- Calcular E = m + n + p en la siguiente identidad: 18x3-3x2-4x+ 1 = (bx + 1) (22 - 2cx + 1)

10x? + 5mx - 5 =m((x?*- 1) + n(x-2)(x-1)

+px -2+ 1)
Solucion:

Dando valores a “x”; para x = 2:
10(2)? + 5m(2) -5 = m(2%- 1)

40 +10m-5= 3m

35=-7m

m=-5

Reemplazando en la identidad:
10x2- 25x - 5=-5(x+1)(x -1) + n(x-2)(x-1)
+p(x-2)(x+1)
Parax = 1:
10(1)2-25(1) -5 = pQ-2)1Q+1)
10-30 =p(-D(2)
p=10
Para x = -1:

10¢-1)2-25(-1)-5 = n(-1-2) (-1 -1)

10 + 25 -5 =n(-3)(-2)
30 = 6n

n=>5

= bc?x? - 2bex? + bx + ¢2x? - 2ex + 1

Identificando coeficientes:

bc? = 18 (o)

-2bc+ct=-3 B
b-2c=-4

b=2c-4 (0)

(0)en (B): -2c(2c-4) +c*=-3
-4c?+8c+c?=-3

3¢*-8c-3=0
También: 3¢ + 1)(c-3) =0
y deaqui: c=3
En(0):b=2
E=za+b+c=1+2+3=6
Rpta: E=6
15.- Calcular “d” en:

20+ 6x2+ 15 +20 = a(x+ )’ + b(x+d)
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Solucion:

Efectuando y ordenando:
2x3 + 6x2 + 15x =20 = ax® + 3ax’c

+(3ac? + b)x + (ac® + bd)

Identificando coeficientes:

a=2
3ac =06 = c=1
15=3ac’+b = b=9
20 =ac® +db = d=2

Rpta.:d =2
16.- Calcular E = a + b, si la fraccion:

(@a-b)x*+xy+@Bb-a+1)y?
(a + b)x* + 5xy + 2(3a - 2b) y?

es independiente de x é y.

Solucion:

., ” [Tt

Si la fraccion es independiente de “x” e “y”, toma
un valor constante que no depende de estos valores;

sea “k” este valor:

(a-b)x*>+xy+Bb-a+1) yz_
(a+b)x? + 5xy + 2(3a - 2b) y?

Efectuando:
(a - b)x*+ xy +(3b - a + 1)y* = k(a + b)x?
+ 5kxy + 2(3a - 2b)ky?

Identificando coeficientes:

a-b
a+b

= k=

a-b=k(a+b)

1=5k = k=1
5

3ab-a+1=2k(Ba-2b) = k=op-a+l
2 (3a-2b)
Por lo tanto:
a-b =L=3b—al+1
a+b 5 23a-2b)
Nl s\we v,

(@ B )

(a) = (B):

a-b _1
a+b 5
5a-5b=a+b
de donde: 2a=3b (D)
B) = :
1l _3b-a+1
5 23a-2b)
6a-4b=15b-5a+5
de donde: 1lla-19b =5 )
De (1) y (2) se obtiene:
a=-3
b=-2

Por lo tanto:
E=a+b=-2-3=-5
Rpta.: E = -5
17.- Si el polinomio:

P(x) = (ab - ac-n?)x? + (bc - ba - 2n)x
+(ca - ¢cb-1)

es idénticamente nulo, calcular el valor de:

Solucion:

Si es idénticamente nulo, se cumple:
ab-ac-n?> = bc-ba-2n = ca-cb-1 =0

(o) (5 )

Sumando (a) + () + (y) se obtiene:
ab-ac-n’+bc-ba-2n+ca-cb-1=0
n+2n+1=0
n+1)?=0
n=-1

Por lo tanto:

(a);:ab-ac-1=0 = ab-ac=1 (D

(B):bc-ba+2=0 = bc-ba=-2 (D

(y): ca-cb-1=0 = <ca-chb=1 (11m)
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De la ecuacion (I): 19.- De un polinomio P(x,y) completo y homogéneo
b 1 de grado 8 y ordenado crecientemente respecto a
= “x” se ha tomado tres términos consecutivos,
De la ecuacion(Il): que son:
agb +2 B bya+ 2
c-a:% I 4 +B+xPyr iy L
Hallar el grado respecto a “y” de la expresion “B”.
De la ecuacion (IID):
Solucion:
a-b=2L . .
c Para que B retina las condiciones establecidas debe

Entonces, el valor pedido sera: tener la forma:

E=b-c+c-a+a-b=0 B = x> y3

Rpta.: E=0 observando que:a=b -2

Por lo tanto, se deduce que la serie es:

18.- Sabiendo que el polinomio:
4 Xayb+2 + Xb-lya+3 + bea+2 o
— —_

- 2_ atasl . n(n + l)az-a+2 _ atacl
P(x)= n(n’-1)x 2x + (n-2)x () (B ()
t(D t(11) t(I1D) )
Por ser homogéneo:
es homogéneo, hallar la suma de sus coeficientes.
G.At(a) = GAt(P) = G.A.t(y)
Solucion: a+b+2=a+b+2=a+b+2=8
Si es homogéneo, se cumple:
a+b=06 (D
GA.L, = G.Aty, = GAty,
a2-a+l=nn+a’-a+2 = a+a-1 Por ser completo, la diferencia de grados relstivos
- —_— es 1:
(o) ® < b-1-a=1
Haciendo (o) = (y): b-a=2 )
De (1) y (II) se obtiene:
a?-a+l=a*+a-1 Y
) b=4
a= a=2
Haciendo (o) = (B): " la expresion es:
B= X3y5

aZ-a+l=nn+1a*-a+2

[3=1)

do relati 5.
reemplazando el valor hallado de a = 1: y st gracdoreiativoa Ty es
Rpta.: G.R. =5
1-1+l=nm+1) (1)-1+2 P o)

0=n(n+1) 20.- Calcular E = 2B + 3C en la identidad:
deaqui: n=0 6 n=-1
6 _Ax+B + C
Para n = 0, la suma de coeficientes es: 2x?+1) Bx+ 1) x?+m X+ 1
nn’-1)-2+n-2 Solucion:
-2-2=-4

Efectuando operaciones:
Para n = -1, la suma de coeficientes es:

6 _(AX+B)(X+I1)+C(X2+IH)
-H@O)-2-1-2=-5 =

) (x . %) (x*+ m) (x +n)

Rpta: S=-4 o S=-5
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de esta relacion como es una identidad, se cumple:

a) <X2+%) (X+%)= (x*+m) (x +n)

de donde:

ademas:

b) 1 = (Ax+B) (x+1—) +C (x2+L)
3 2
efectuando:

A B

1 = A+ A x4Bx+B 4+ 2+ &
3 3

2

1= (A+C)X2+(A+B)X+<E+ c
3 3

|
~—

identificando coeficientes:

A+C=0 (D
A

—+B=0 11
o In
B  C

= 4+==1 111
3 %3 (I

De (III), efectuando, se tiene el valor de E:

E=2B+3C=6
Rpta:E=6

EJERCICIOS PROPUESTOS

. Si el polinomio:
P(x) = (n - 2)x™° + (n - 3)x™8 + (n - 4)x7

es ordenado y completo hallar el numero de tér-
minos.

a) 9 b) 10 o7 d) 6 e) 5

2. Hallar la suma de los coeficientes del siguiente
polinomio homogéneo:

a-5 3 a+l
P(x,yz) = a’x® ~ - b*y* + ab?zb

a) 48 b) 64 c) 12 d) 50 e) 46

3. Calcular E =m + n + p en la identidad:

x2-10x + 13
x-Dx-2)(x-3)

m n p
+ +
x-1 x-2 x-3

a) 10 b) 9 c)8 d) 2 e) 2

4. Calcular E=a +b + c + d si el polinomio es com-
pleto, ordenado descendentemente:

P(X) - ZXc+d-1 + 5Xb-c+1 + 7Xa+b-4+ 8Xa-3

a)5 b) 9 c) 4 d) 3 e) 2

5. Si el trinomio:

RE i/xa‘fb + b\/xb‘c + i/xa”

es homogéneo de grado 10, de qué grado sera el
monomio:

M=a\JXb+C\/x_a+b\/xT

a) 5 b) 27 c)9 d) 12 e) 8

. Calcular la suma de coeficientes, si el polinomio:

mn-n

P (x,yz) = (m + n)x™" + (m-n)y"™" + (m*- n?)z

es homogéneo.

a) 12 b) 4 c) 2 d) 8 e) 20

. ¢Cual es la condicién necesaria y suficiente para

que:

P(x,y,Z,W) = XD 4 yIPH 4 gbrasmy yymeneq
sea homogéneo:
a) m=n+p+q b) m=n=p=q
c) m=-n=-p=-q d) m=n-p+q

e) m+n=p+q
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8. Si el polinomio es homogéneo:

P(a,b,C,) = a*b°c? + ¥a? - 4ayb* _ i axty ¢z
C 3 20
Vxr
calcular: E= [sz’x ]

9. Dado el polinomio homogéneo:
P = 3a* - 2a’b? + 5ab’

determinar el polinomio que debe agregarse a P
para que el polinomio resultante sea un poli-
nomio homogéneo y completo, tal que la suma
de sus coeficientes sea 16 y su valor numeérico
paraa=2,b =1 sea 88.

a)  2ab’+ 4b?
c)  4a’b + 6b*

b) 3a’b - 5b*
d) 62°b + 4b*
e) 3a’b + 6b*

10. Si el polinomio P(x,y) homogéneo, es de doble
grado que el polinomio Q (x,y) y ademas que el

grado con respecto a “y” en P(x,y) es el doble

que en Q(x,y) hallar la suma de coeficientes de
P(x,y) + Q(x,y) siendo:

2 2 4 3ny,5n+1
P (X,Y) — mnX4my3n+ - nx my5n+ - mx ny n+

Q (X,Y) — mnX3m-1yn _ me-2y3n+1 _ nXm-1y3n

a) 12 b) 10 c) 2 d) 4 e) 6

11. Calcular la suma de los coeficientes del poli-
nomio:

P(x,y)= Baxn’ 2 y*+ 6(a-b)x*P+(20b- 5)X“2y3n'6

a) 147  b) 157  ¢) 227 d) 237 e) 247

12. Calcular el valor de E = m-n siendo m > n de tal
manera que se cumple:

m(x+n)+n(x+m) = 3x-56

a) 14 b) 11 c) 10 d) 16 e) 18

13. Calcular el valor de “d” en:
4x*t+ 4x2+d = (x2- x+ 2) (ax?+bx+c) +bx*-2x

a) 2 b) 1 )0 d3 e) 4

14. Calcular “a” en:
52+ (@a+5)x - 64 =5(x-2)(x+4) +3(x - a)
a) 5 b) 7 c) 8 d) 3 e) 1
15. Calcular “c” en la identidad:

3x° - 2x*+ 3x - 7=a(x-1)° + b(x-1)*+ c(x-1)3

+dx-D+e
a) 10 b) 20 c) 22 d) 18 e) 13
CLAVE DE RESPUESTAS
DC 2)D 3)E 4)B 5)B
6) E 7) B 8) B 9D 10) C
1) E 12) B 13) E 14) C 15) C

- 069 -



EXPRESIONES ALGEBRAICAS

SUMA Y RESTA

Para sumar o restar expresiones algebraicas, se suma o
se resta términos semejantes. Se denomina términos
semejantes a aquellos que tienen la misma parte literal
afectada por los mismos exponentes, los coeficientes
pueden ser iguales o diferentes.

En las expresiones algebraicas se utiliza los “signos
de agrupacion”, conocidos también el con nombre de
signos de coleccion. Los mds importantes son:

Paréntesis ( ) corchetes [ ]

llaves { } barra horizontal

barra vertical |

SUPRESION DE SIGNOS DE COLECCION

Es la operacion que permite eliminar los signos de
agrupacion; se opera asi:

1) Cuando el signo de coleccion esta precedido del
signo mas, se elimina sin producir ningin cambio:

a+(b-c)=a+b-c

2) Cuando el signo de coleccion estd precedida del
signo menos, se elimina cambiando de signo a
todos, los términos que se encontraban dentro de
él, ast:

a-(b-c)=a-b+c

lNTRODU}CCléN DE SIGNOS DE
COLECCION

Es la operacion que permite agrupar dos o mds tér-
minos en uno; esta operacion se realiza ast:

1) Cuando va a ir precedido del signo mas, se escribe
el signo de coleccion respectivo, sin realizar
ningin cambio de signo a los términos que
quedan dentro de él. Ast:

a+b-c=a+(b-0

2) Cuando va a ir precedido del signo menos, se
escribe el signo de coleccion respectivo cambian-
do del signo a todos los términos que se intro-
ducen. Asi:

a-b+c=a-(b-0¢)

EJERCICIOS RESUELTOS
1.- Simplificar:
E=-{a-2b-[2a-3b-(a-3b-a-b)])
Solucion:

Eliminemos en primer término la barra y a contin-
uacion el paréntesis:

E=-{a-2b-[2a-3b-2a+3b+a-b]}

Se observa que la barra, por estar con signo menos
altero los signos al ser retirada.

Eliminando la llave:
E=-a+2b+[2a-3b-2a+3b+a-b]
Eliminando el corchete:
E=-a+2b+2a-3b-2a+3b+a-b=>b
Rpta.:. E=b
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2.- Simplificar: 11 +2n +3%n + 4°n +... + (n - 2)n]
E =2a-3b-2c+d-{-a-[b-(a-b - ¢c--d+b-a+0c)]} es igual a:
Solucion:

[n+n+n+...+n]
Eliminando paréntesis y barra:

debe hallarse el nimero de términos, para lo cual
E=2a-3b-2c+d-{-a-[b-a+b+c+b-a+c-dl) basta, con fijarse en el coeficiente que tenia origi-

o nalmente, por lo tanto sera:
Eliminado corchetes y llaves:

E=2a-3b-2c+d+a+b-a+b+c+b-a+c-d=a [n+n+n+.. +nf=[n(n-2)]=[n*-2n] (D

(n - 2) veces

Rpta:E=a

3.- Simplificar: Reemplazando (I) y (II) en la expresion dada:

E=(n?+2n)-[n?-2nl=n?+2n-n?+2n=+4n

E=(x-x-X-... X))+ 3x+3x+3x + ...+3%)
(n-2) veces % veces Rpta. E = 4n
Solucién: 5.- Simplificar:
Efectuando por partes: R=-{(a+a+...+a)-(Gb-b-...)
%f—/ H_J
(-x-x-%X- ... x) = (n-2)(-x) = -nx + 2x m- veces (2m - 1) veces
%{—/
(n-2) veces [(a+2b) +(a+2b)+ ..+ @a+2b)]}
(Bx+3x+3x + ...+3x) = 3x) (%) = nx “m” veces
Solucion:
n
(—) veces
3 Efectuando por partes:
Luego: (@a+a+...+a)=(m.a)
N e
E = (-nx + 2x) + (nx) = 2x “m” veces

Rpta.: E =2x
(-b-b-..)=>(b)Q2m-1)=(-2m+Db)
%/—J

4.- Simplificar: (2m -1) veces

E=(n+n+n+...+n)- [1°n+2°n+3°n+...+(n-2)"n]

%f—/
(n + 2) veces [(a+2b)+(a+2b)+...+(a+2b)]= (a+2b)m = am+2bm
Solucion: “m” veces
Efectuando por partes: Reemplazando en la expresion:

(n+n+n+...+n)=Mn+2)n=(n?+2n) () R = - [ma -(-2mb + b) - (am+2bm)]

2
(n +2) veces R=-ma=b-b-2mb+am+2bm=>b

Por otro lado, y en general, se tiene que a’=1,
luego la expresion: Rpta.: R=Db
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Si los polinomios:

A=3x"-5x?+x-1

B=2x*"+x>-2x+3

C=4x>-x2+7

D=3x2-4x+2

E=x*-2x3+5x

F=-x3-9x

G==x*-3x>-x2+3x-9

Calcular :
M=A-{B+C-[D-E-F+G)]}-x3

a) 2xt b)) x3 c) xt d) x3 e) 2x

2. Hallar P + Q siendo:

P=-{x-y--x- -y-[x--y-x]}

Q=2x+-3x -y-y-x+2(x-y)-2y

a) 2y b) 3y Ay d) -y e) -2y
3. Simplificar:

E=-la-b-(a-b-a-(a--b-a)]-b

a)2a b)a 93  db e) 2b

4. Simplificar:

E=-(-2x-2x-2x-... -2x) - 2[(2x - x)

n veces

+(3x - 2x) + (4x - 3x)+(5x - 4x) + ...

+...(n+ 1) x - nx|
a) nx b) x c) 0
d(n+1)x

e) -nx

5. Simplificar:
E=2a-{3b+(2b-c¢)-4c+[2a-(3b-c-2b)]}
a) 2¢ b) 3¢ c) 5¢ d) 4c e) 0

6. Simplificar:

E=-x--x-...- -Xx--X - -X-X- ... X

(2n+1) veces (n-1) veces

a) 0 b) nx ) X d) 2x e) 2nx

7. Simplificar:
E=-{a-2b+c-2a-3d+c+[-(d-2c)

+(@--2b+c-d-20)]}
a) a b) b c)c d)d e) 0
8. Simplificar:
E=2x-{y+[2-(x-y-2+&x-yl
a) X b) 0 oy d) 2y e) 2x

9. Simplificar:

E=-{-2b-2(3b+a-2a-3b-2a-b--3a-3)}
a) 2 b) 6 C) a d) 2a e) 3b

10. Simplificar:

E=-a-b - -4a-b-{a-3b-2a-b-(4a-b-2a-b)}
a) 2a b) a c) 3a d) 4a e) 5a

11. Simplificar:

E=[(a+a+a+...+a)-a+b-c+
(n+1) veces
+(-b-b-b- ...-b) +b +
2n veces
+¢)] +na + 3nc

+(c+c+cCc+...

(3n-1) veces
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12.

a)b b) 2na ¢) nb d) nc e) na

Una persona A, tiene a pesetas, otra persona B
tiene b pesetas, las dos juntan su dinero y gastan
en tres ocasiones diferentes una suma descono-

cida x. En el momento de separarse, A toma una
suma c. Lo que le queda a B es:

a) a+b+3c-x b)a+b+x-c¢
c) a+b-x-c d)a+b-3x-c

e) a+b+3x-c

13. Tengo en la mano izquierda 3 piezas de mone-

da mas que en la derecha; si tomo 5 de éstas
para ponerlas en la primera, ;cudntas hay en
cada una, siendo x el numero piezas de mone-
da de la derecha?

a) En laizquierda hay doble que en la derecha.

b) En laderecha hay x-5, y en la izquierda x + 8.

¢) El namero de piezas es igual en las dos
manos.

d) Hay (x + 3) en la mano derecha y x=8 en la
izquierda.

e) En la mano derecha hay doble que en la
izquierda.

CLAVE DE RESPUESTAS
DC 2)C &) C 4 C 5) D

6) B 7)B 8) C 9) B 10) D

11) C 12) B 13) B
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MULTIPLICACION DE EXPRESIONES
ALGEBRAICAS

Es la operacion que consiste en obtener una expre-
sion llamada producto total, conociendo otras dos
llamadas multiplicando y multiplicador.

PRODUCTO INDICADO

Como su nombre lo indica es la expresion todavia no
efectuada, donde se indica multiplicando y multipli-
cador.

Ejemplo: (a+b+mc)(ax - b)
PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACION

1) El grado del producto es igual a la suma de los gra-
dos de los factores.

2) El término independiente del producto es igual al
producto de los términos independientes de los
factores.

Ejemplo:

Hallar el grado y el término independiente del
producto siguiente:

(4x*+5x%+6) (7x°+6x%+2) (3x*+6x-3) 2x-5)

[’

f(1) £(2) f(3) f(4)

Solucion:

1) Grado del producto =
grado de f(1) + grado de f(2)
+ grado de f(3) + grado de f (4)

GP=4+5+2+1
GP =12

2) Término independiente del producto
T.LP = [T.I de f(1)] [T.I. de f(2)]
(TI de f(3)] [T.L de f(4)]

T.ILP = (6) (2) (-3) (-53)

T.I.P = 180

EJERCICIOS RESUELTOS
1.- Calcular el valor de “n” si el grado del producto:
x+1D) xX2+2) (X+3) x*+4) ... X +n)

es igual a 210.

nn+1)
2

Dato: 1=2+3 =4+ ....+n=

Solucion:

Grado de producto=1+2+3 +4 + ... +n=210

Por dato del problema:

1
RUCE ORISR

n(n + 1) =420
n(n+1)=20.21
s.n=20
Rpta.: n =20

2.- Hallar el valor de “n” si el grado del producto de
los tres polinomios:

P(x) = (2X“nn +3x" 4 l)“
Qx) = (3){“nn +4x" 4+ 2)2
R(x) = (5x + 3)

es 289

Dato: a?+2a+1=(a+1)?

Solucion:

El grado del producto es:
(n“n)(n“n) + (n“n) 2+1=289

haciendo: n™ = a se obtiene:
(a) (@) + 2a+ 1 =289
a’+2a+1=289

(a+1)2=289
a+1=17
a=16
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Reemplazando: 4.- Hallar el grado del siguiente producto indicado:

a=n"=16= 2 [x®W £ 1] [x®® 4 1] [x©O@ 4 1][x®00 4 1] ...

Por lo tanto: n = 2 considerar “n” factores.
Rpta.: n=2
Datos: 1+ 2>+ 33+ 4+ ...+ n’= [—n(n ks 1)]2
3.- Hallar el grado de los polinomios P y Q sabiendo ’ 2
que el grado de P(x) . Q(x) es 17 y el grado de

P2(x) . Q® (x) es 23. Solucion:
Solucion. El grado del producto indicado es:
Sean los grados de los polinomios P y Q, respec- G.PL = (2)(1) + (1)@ + (6)(9) + (8)(16) + ...

tivamente m y n, por lo tanto:

Extrayendo factor comun 2:
El grado de P? (x) sera:

GPL=2[1+2.4+3.9+4.16+...]

3m
Mientras que el grado de P>(x) . Q(x) sera: GPL=[I’+2+3*+4°+ ... +1’]
3m+n=17 (@) GPL <2 [n(n + 1)] n?(n + 1)2
El grado de P*(x) serd: 2
2m GPL = n’(n + 1)2
El grado de Q*(x) sera: T 2
3n
5.- Hallar el valor de “n” si el término independiente
y, el grado de P2(x) . Q3(x) sera: del producto:
Jm +3n = 23 ) x*+2) x*+4) (x%+8) (x'°+16) ... (x* +2n)
L s 2325
Calculemos los valores de “m” y “n” con (o) y (B):
Dato: 1+2+3 4 ntn+ 1)
ato: 1 + 2 + .o 4+N = —
Multiplicando (a) . (-3) y luego sumando (f8): 2
Om - 3n = -51 Solucion:
Jm+3n = 23 El término independiente del producto es:
-7m=-28 )@ ® 16) ... QM =23
m =4

1@yt ... 2m) =235

Reemplazando en (a): . »
que se escribe también como:

3(4) + (n) =17 21+2+3+4+ RS 2325

n=>5 .
Por dato se tiene:

Rpta.: Grado de P (x) = 4

nn+1)

Grado de Q(x) =5 2 2 = 2325
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n(n+1)

de aqui: =325
n(n + 1) = 650
nn+1)=25.26
Rpta.: n=25

CASOS QUE SE PRESENTAN EN LA
MULTIPLICACION

I) Cuando son dos monomios.

Se multiplica los signos, luego los coeficientes y
por ultimo las partes literales utilizando la teoria
de los exponentes.

II) Cuando son dos polinomios.

En este caso se puede utilizar dos métodos.

a) Método normal.- Se ordenan los polinomios
preferentemente en forma descendente y se es-
criben uno debajo del otro. A continuacion se
multiplica separadamente cada término del
multiplicador, por cada uno de los términos del
multiplicando, sus signos, sus coeficientes y
sus letras; y se obtiene los productos parciales,
los cuales se escriben en forma ordenada uno
debajo del otro del mismo grado y se suma or-
denadamente obteniéndose el producto total.

Ejemplo: Efectuar:
(4x3 + 5x%y + Txy? - 2y*)(2x%-5xy+3y?)
Solucion:
Disposicion de la operacion:
4x3 + 5x%y + Txy? - 2y’
2x% - 5xy + 3y?
8x% + 10x%y + 14x%y? - 4y*x3
-20xty - 25x%y? - 35x%y° + 10xy?

+12x3y? + 15x%y° + 21xy* - 6y°

8x° - 10xty + x’y? - 24x%y + 3lxy*- 6y°

b) Método de Coeficientes Separados.-

En este método se debe tener en cuenta lo si-
guiente:

1) Los polinomios deben estar ordenados descen-
dentemente.

2) Se escriben los coeficientes del multiplicando, y
multiplicador en linea horizontal, uno debajo
del otro.

3) Se opera como en el método anterior, corriendo
un lugar hacia la derecha después de obtener
cada producto parcial.

4) Para obtener el grado del producto total se apli-
ca la propiedad del grado del producto.

5) Este método es recomendable para polinomios
de una sola variable.

6) En caso de faltar una potencia de la variable se
completa con coeficiente cero.

Ejemplo: Efectuar:
(4x>+ 7x? - 6) (2x* - 3x-4)

Solucion:

La operacion se dispone de la siguiente manera:

4+ 7 + 0 - 6

2 - 3 - 4
8 + 14 + 0 - 12
12 - 21 - 0 + 18
- 16 - 28 - 0 + 24

8 + 2 - 37 - 40 + 18 + 24

El grado del producto es:
3+42=5
El producto total es:

8x° + 2x*- 37x>- 40x? + 18x + 24

PRODUCTOS NOTABLES

DEFINICION.-

Denominados también “identidades algebraicas”.
Son aquellos productos cuyo desarrollo es clasico y
por ésto se le reconoce facilmente. Los mas impor-
tantes son:
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I) Cuadrado de una suma y una diferencia.
e (a+b)?=a’+2ab+b?
e (a-b)2=2a?-2ab+b?
En general
(a+xb)2=a% +2ab +b?
11) Producto de una suma por su diferencia.
Es igual a la diferencia de cuadrados:
(a+b)(@a-b)=a’-b?
I1I) Cuadrado de un trinomio.
(a+b+c)2=a?+b?+ c2+ 2ab + 2ac + 2bc
IV) Cubo de una suma o diferencia.
e (a+b)’=2a’+3a’h+3ab>+ b’
e (a-b)3=2a’-3ab + 3ab%+b?
(axb)’=a’+3a’h +3ab’+ b?

V) Producto de dos binomios que tienen un tér-
mino comun.

(x+a)x+b)=x*+(a+b)x+ab

VI) Producto de un binomio por un trinomio que
da una suma o diferencia de cubos.

e(a+b)(a’2-ab+b?) = a>+b?
e (a-b) (a2+ab+bd) = a’-b?
De manera general:
(azb) (@*Fab+b) = a’+b’
VII) Identidades de Legendre
e (a+b)? +(a-b)= 2(a’+b?)
e (a+b)? -(a-b)? = 4ab
VIII) Identidades de Lagrange

e (ax + by)? + (bx - ay)? = (x? + y?)(a* + b?)

e (ax + by + cz) + (bx - ay)? +
+ (cx -az)? + (cy - bz)?

= (@ +b*+ A+ y*+ 22)

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Efectuar:

n
E= '\/bzn . '\'bzn+l ) azn
o
bz“ B '\'bzrﬁl B azn

Solucion: Haciendo el cambio:

b2n= X
Wl | SL) L
a =y

Se obtiene:

2" 2
E=\/X+ \x2 -y .\]X- N x2-y

Por tener iguales indices los radicales, se escribe:

BV (x+ Vo y)x- Voo y)

Efectuando el producto notable de una suma por
su diferencia:

n

E=2\/X2—(sz-y>2= 2\/Xz-xz+y=2\/;

Reponiendo: y = a?"

Rpta: E=a

2.- Calcular el valor de:

32
E= \/1+ 3(22+1D)2%+1)(28+1) (219+1)(232+1) (2°%+1)
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Solucion:

Se puede escribir que: 3 = 2%- 1; reemplazando este
valor en la expresion, se obtendra sucesivamente:

2-DR*+ 1) =2 -1
*-DR*+1)=2% -1
28-1D(28+1)=21%-1
@N-1DHRY+1)=22-1
32-1)22+1)=2%-1
(204- 1)(26% 4+ 1) = 2128 _ 1

Finalmente la expresion quedara asi:

32 3 128
E=\/1+2128—1= \/2128=232 =2* =16

Rpta.: E =16
3.- Efectuar:

R=@G@+b+c)a+b-c)+(a+b-0c)a-b+ ¢)
+(a-b+c)(b+c-a)+(b-c+a)b-c-a) - 4ab
Solucion:

Reescribiendo la expresion de la manera siguiente:

R=[(@+b)+clla+b)-cl+[a+(b-0)]
[a- (-] +[c+(@-b)]llc-(a-Db)]
+[(b-¢c)+all(b-c)-al]-4ab

Efectuando los productos notables:

R=(@G@+b)l-c?+a>-(b-c)?+c?-(a-b)?
+(b-c)?-a%-4ab

Reduciendo términos semejantes se obtiene:
R=(a+b)?-(a-b)-4ab

R =4ab-4ab=0

Rpta.: R=0

4.- Efectuar:

~ (x+a+b+c)x+a+b+d)-cd

Xx+b+c+d

(x+a+b)(x+a+c)-bc

X+a+b+c

Solucion:

Haciendo: x + a+b=m ; x+ a=n; se obtiene:

L_(m+c)(m+d)-cd (m+b)(n+c)-bc

m+c+d

n+b+c

Efectuando los productos notables de binomios
con términos comun:

n?+(b+c)n+bc-bc

m?+ (c+dm+cd-cd

m+c+d n+b+c

Factorizando m y n:

m(m + c + d)

 (m+c+d)

nn+b+c) ~

m+b+c)

Reponiendo los valores dados a m y n:
L=x+a+b-(x+a)=>b

Rpta. L=b

.- Efectuar:

Ut
1

y=(@+b+c)a-b+c)@a+b-c)-a+b+0¢)
+(c2-a2-b?)2
Solucion:

Se puede escribir asi:

y=[(@a+b) +cl[(a+b)-cllc+(a-b)llc-(a-Db)]

+(c2-a2-b2)?

Efectuando el primer término con el segundo y el
tercero con el cuarto:

y =l(a+b)*-c?llc*- (a-b)’] + (¢* -a* - b?)?
y = (a+b)%c?- (a*-b?)?2- ¢+ c2(a-b)2 + [2-(a’+ b)) ]?

y=-ct+ [(a+b)2+ (a-b)lc?- (a%- b?)?
+c*-2(a*+b?)c? + (a2 + b2)?

Ordenando:

y =-ct+ 2(a2+ bH)c? + ct- 2(a + b2

+ [(@ +b?)? - (a>-b?)?
y = (@> + b»)? - (a2 - b))? = 4a%h?

Rpta.: y = 4a’b?
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6.- Efectuar:

E=(x-DEx+Hx+2)(x-3)+(x-2)(x+5)
(x+3)(x-4)-2(x* + x-10)?

Solucion:

Ordenemos de la siguiente manera:

E=(x-DE+2D)E+4)(x-3)+(x-2(x+3)
(x+5)(x-4) - 2(x* + x-10)?

tomando de 2 en 2 factores:
X +x-2)x2+x-12)+(x2+x-6)
(x*+x-20)-2(x* +x-10)?
Haciendo x? + x = a:
E=(a-2)(@a-12) + (a-6)(a-20)-2(a-10)?
efectuando:

E= a% - 14a + 24 + a? - 26a + 120 - 2a?
+40a - 200=-56

Rpta.: E = -56

7.- Simplificar

E = (a® + aPb? + b2+ ab - b?)2
- (a? + aPb?- aP + b2 + b2 + 4b*
Solucion:

Ordenando cada expresion:
E = [(@®+a’b®+ b%) + (a’- b?)]?
- [(a?P+ aPb? + b2) - (aP- b?)]? + 4b>?
Haciendo: a?® + a’b*+ b?* =x ; a’-bi=y
E=(x+y)?-(x-y)?+4b*
y, aplicando Legendre:
E = 4xy + 4b*®
reponiendo valores de x é y:

E = 4(a?® + aPb? + b%)(ab - b?) + 4b*

los paréntesis dan una diferencia de cubos:
E= 4(a3" - b3a) + 4b32 = 423b - 4h3a 4 4p3a = 443D

Rpta.: E = 4a°

8.- Simplificar:

E=(G@+b-x)?+(b+x-a)x+a-b)?
+(@+b+x)?-4@+b*+x%)
Solucion:

Ordenando:
E=[(a+b)-x]*?+[(a+b) +x]2+[x-(a-b)]?
+[x+ (a-b)]?-4(@%*+ b+ x%)

Utilizando Legendre, primero con segundo, y ter-
cero con cuarto sumandos:

E=2[(a+b)2+x% +2[x*+ (a-Db)?]
-4(a’+ b2+ x?)

efectuando y ordenando:

E=2[(a+Db)%+ (a-b)?] +4x% - 4(a2+ b?) - 4x?
reduciendo con Legendre nuevamente:
E=2[2a%+b)] - 4@+ b?)
E=4@*+Db)-4@+b>) =0

Rpta.: E=0

9.- Simplificar:

P (a*x*+ bH2+ (b*x*- atyh)? + (x®+ y®) (a8 + b®)

(a'y*- b'xh? + (a'x* + biyh)?

Solucion:

Por Lagrange:

(a*x* + by + (b*x*- a'yh? = (x® + y®)(a®+ b¥)

(a*y*- b2 + (a*x*+ blyH)2 = (x® + y9)(a® + bP)

por lo tanto:

@+ bH(xE+y%) + (x8+ vy (a® + bB) ~
(x8+ y®) (a8 + b®)

P= 2

Rpta.: P =2
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10.- Simplificar:

65 - 69146 3
y X Y X
= 3 32
X IN - (XY - (L
(N (xﬂ ) (x)]
Solucion:
Haciendo: 2= =a ; R =h:
y X
I [(@+b)2+(a-Db)]2-4 (a*-Db?)?
(a3 + b2 - [a3- B3]
Aplicando Legendre:
] = 4(a’+ b?)? - 4(a*- b?)?  4a’b’ 4
4a°b3 a’b’ ab
X\ (L
(&)
Rpta.: J =4

11.- Simplificar la expresion:

_(x*-ah)? (P + 2))’ (xP+ ax + a?)?
(x3>-a%)? (x +a)° (x*-ax + a?)?
Solucion:

Aplicando los productos notables en forma inversa:

_[(X+a)(x—al)]z[(x+a\)(xz—ax+az)]3(xz+ax+az)2

[(x-a)(x*+ax+2a?)]? (x+2a)° (x*-ax+a?)’
Efectuando:

_ (x+a)2(x-a)*(x+a)3(x%-ax +a?)3(x*+ax +a?)? _

(x-2)2(x*+ax+a?)? (x+a)’ (x*-ax+a?)>
Rpta.: A=1
12.- Simplificar:

(a+b+c)(@+b+d)+(@+c+d)(b+c+d)-(a+b+c+d)?
(ad-be)?+ (ac+bd)?- (a2+ b (c2+d?) +ab+cd

Solucion:

En el numerador, hagamos que:

a+b=x ; c+d=y

N= x+0Ex+d)+(y+ay+b)-x+y)?
N = x*+(c+d)x+cd+y*+(a+b)y+ab-x?-2xy-y?
N = xy +cd+ xy +ab - 2xy = cd + ab

En el denominador, observamos que se puede
aplicar Lagrange a los dos primeros términos:

(ad - be)? + (ac + bd)? = (@*+ bA)(c? + d?)

De esta manera:

D = (a’+ b?)(c*+d?) - (@ + bH)(c*+d*») +ab +cd
D=ab+cd

Sustituyendo estos equivalentes en la expresion :

N cd + ab
C=r=—""_=1
D ab + cd
Rpta: C=1
13.- Simplificar:
E = (a2n+ b2n_C2n) (b2n+C2n_a2n) + ZCZH(C2H _ a2n)
+ (a"- b") (a™+ b™)(a? + b2")
Solucion:

Apliquemos productos notables y operemos:

E= b4n_ (a2n_C2n)2+ 2C4n_ 2C2naln+ (a2n_ b2n) (a2n+ bZn)
Efectuando:

E = b4n_ a4n + 2a2nC2n + 2C4n_ C4n + zachln + a4n _ b4n - C4n

Rpta.: E=c'

14.- Efectuar:

a(b?+ c2)(b?+ c* a?) b(c?+ad)(c?+ a*-b?)
B 2bc * 2ac

c(a’+ b?»(a*+ b*- ¢?)
+
2ab

Solucion:

Haciendo el siguiente artificio para obtener un
denominador comun:
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a?(b? + 2 a*(b? + c?) + b (c?+ a?)? - b*(?+ a?)

2abc 2abc

c*(@®+ b»)2- cta+ b?)
+

2abc

a’b*+ 2a?b?c? + a’c* - a*b? - a*c? + b2t

2abc

R =

+ 2a’b%c? + b%a* - b*c?- a’b* + c?a* + 2a’b%c?

+ bc?- a’ct- ¢*b?

Reduciendo términos semejantes:

_ 6a’b%c? _

2abc

R 3abc

Rpta.: R =3abc
15.- Efectuar:

R=[(x-12x+1)(x*- 132+ 1)>°(x*+ 1)°
(x8-1)3]18 - x8
Solucion:

Efectuando por pares
izquierda a derecha:

para ir reduciendo de

x-1?x+1D? =[x-1D &+ DPP= -1

éste con el siguiente factor:

x*-1)? (x*-1) =(x*-1)

este con el siguiente factor, y asi sucesivamente etc.

-1+ 1)’ = [(Z- DE+ DP = (x*- 1

-1+ 17 = (- DE+ DP = (3317

xB- 1) (x8-1) = (x8-1)8

finalmente, al sustituir en la expresion:
E=[(x*- 1% -x
E=x%-1-x8%=-1

Rpta.: E=-1

16.- Efectuar:

E =\/(az+ b%+ c?+ ab + ac + bc)?

-(a+b+co)@*+b*+c?

Solucion:
Efectuando el trinomio al cuadrado:

E =\/(a2+ b2+ c2+ ab + ac + be)?

- (a?+ b%+ c2+ 2ab + 2ac + 2bc)(a% + b2+ ¢?)

a’+b*+c?= x;

haciendo:

ab+ac+bc=y;

E = V(x +y)?2 - (x+2y) (%)

efectuando:

E=\/x2+2xy+y2—x2—2xy= y =ab +bc + ca
Rpta.: E =ab +ac + bc

17.- Efectuar:

E=(@+b+c)a+b+c+1)+(@+b-c)a+b-c-1)
+(@-b-o@-b-c+D+@-b+c)a-b+c-1)

Solucion:

Efectuando cada producto:

E=(a+b+c)+a+b+c+(@a+b-c)-a-b+c
+(@-b-0)?+(a-b-c)+(a-b+c)2-a+b-c

reduciendo y aplicando Legendre:

E =2[G@+b)2+c2]+2[(a-b)?+c]

E =2[2(a%+b?) + 2¢*] = 4(a® + b* + ¢?)

Rpta.: E =4(a%+b?+ ¢?)

18.- Efectuar:
(a+b+c)+2(@3+b*+3)-3(a3+ab’+ac’+ba’+b?)

-3(bc?+ca?+cbhb?+c3)
Solucion:

Efectuando por partes:
(a+b+c)=[(a+b)+clP’=(a+b)*+3(a+b)*c
+ 3(@+b)c?+ P =a’+ b’+ A+ 3a’b + 3a’c

+ 3b%a + 3b%c + 3c?a + 3¢?b + 6abc
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Reemplazando en la expresion principal:
P =a%+ b’+ 3+ 3a’b +3a’c+ 3b%c +3b%a + 3c?a
+3c?b+ 6abc+ 2%+ 2b3+ 2¢3- 3a3-3ab? - 3ac?
- 3ba?- 3b?- 3bc?- 3ca’- 3cb?- 3¢? = 6abe
Rpta.: P = 6abc

19.- Efectuar:
E=(x*+x+D*-x+ D*-x*+ D(E-xt+ 1)
(x16- x8+ 1)- x19(x!%+ 1)

Solucion:

Analizando el producto conforme aumenta el
numero de factores:

1) Producto de 2 factores:
x+x+D(x2-x+1) = [(x2+ 1) + x][(x3+ 1) - x]
=[x+ 1)?2-x] =xt+2x2+1-%x°

2-1

2 -
rx?+l=x +xF +1

= X
2) Producto de 3 factores:
X+x+ DEE-x+ DEF-x2+1)
=+ X2+ DEF-x2+ D =[x+ 1) + x?]
Ix*+1) -x2] = (x*+ D 2-xt=x8+2x*+ 1-x*
8

2 3-1
=x8+xt+l=x+x* +1

3) Para 4 factores teniendo en cuenta, la ley de
formacion:

(xX+x+D(x2-x+ D2+ D(x83-x*+1)
A A |
4) Para 5 factores:
xX+x+DE2-x+ DE*-x2+ DEE-xt+ 1)
(x10-x8+1) = x4l
Finalmente, reemplazando en la expresion:

E= x4+ x4 1-x2-x1=1

Rpta.: E=1

20.- Efectuar:
E=(@-b+c-d)@a+b+c+d)
+(@+b-c-d)@a-b-c+d)
2[@+b)a-b) + (c+d)(c-d)]
Solucion:
Agrupamos los términos de la siguiente manera:
E=[@+c)-b+dD][(@a+c)+(Db+d)]
+[@a-c)+b-d]l@-c)-b-d]
-2 [(a%- b2+ c2-d?]
E=@+c)-(b+d)?+(@-0c)?-(b-d)?
-2(a’-b?+ c2-d?)
Aplicando Legendre:
E= 2(a?+c?) -2(b*+ d?) - 2(a®- b*+ - d?)
E = 2a’+ 2¢?- 2b%- 2d2- 2a%+ 2b%- 22+ 2d?

Rpta: E=0

VALOR NUMERICO DE UNA EXPRESION
ALGEBRAICA

Es el valor que toma dicha expresion cuando se le
atribuye ciertos valores numéricos a sus letras.
Puede ser:

a) Valor numérico sin condicion.

Es aquel que se obtiene al reemplazar inmediata-
mente los valores atribuidos a sus letras.

Ejemplo: Hallar el valor de:

E=\/(a—y) (\IZbX+X) + N@-x)(b+y)

paraa=16; b=10 ; x=5; y=1

Solucion:

Reemplazando los valaores asignados:

E =\/(16 -D(V210)(5) + 5) + V(16-5)(10+ 1)

E=vV1510+5) + V11.11

E=15+11=26
Rpta.: E = 26
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b) Valor numérico con condicion.

Es aquel que se caracteriza porque utiliza una
condicion de intermedio. Para determinarlo se
emplea la condiciéon simplificandola y luego
aplicandola con la expresion misma y luego cam-
bidndola con la condicion.

Ejemplo: Determinar el valor de:

siia+b+c=0
Solucion:
Trabajando con la expresion:
) (2 ) (2
b b a a c ¢

efectuando parcialmente:

a+c b+c a+bh
E= + +

b a c
de la condicion:
a+c=-b
b+c=-a
a+b=-c

reemplazando en la expresion:

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Calcular el valor de:

a’ b? c?

bc ac ab

b=\/27-\/57;

| a*+b*+¢?
ab + ac + bc

para: a=\/7-\/37;
c=\3 -2

Solucion:

Sumando los tres valores de a, b, c:

a+b+c=\/57—\/37+\/27—\/57+\/37-\/27=0

Es la misma condicion del ejercicio ilustrativo,
es decir: a + b + ¢ = 0; en este caso, puede asegu-
rarse valores diferentes a “a”, “b” y “c” de tal ma-
nera que la suma sea cero ya que la expresion es
homogénea. Sean estos valores diferentes a cero:
a=1, b=2, ¢=-3yreemplazando:

E 1+4+9 [ 1 4 9‘
=l—|- - — + —
2-3-6 6 3 2
efectuando:
[ ” -1- 8+27] D3) = -6
Rpta.: E=-6

2.- Si se tiene que:

Calcular:

~ (a2+ ab?+ bH)(a2+ ac + c2) - (b%- be + ¢2)?

be(b? + ¢?)

Solucion:

Sumando los tres datos:

a+b+c= 1 + 1 + 2x

X-y X+y y*-x?

a+b+c=x+y+x—y-2X= 0 -0

X2 - y? 22

Resulta que esta condicion también es igual a la del
ejemplo ilustrativo, por lo tanto:a=1, b=2,c=-3.

1+2+49)(1-3+9)-@+6+9)?

R=
-6(4 +9)
_ (7(7) - (19)? _ 312 _4
-6(13) -78
Rpta.: R=4
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3.- Si se cumple que:

X2+ y*+ 22 = Xy + Xz + yz,

calcular:

7 8 8 8 9

8
X +y'+z

Foa Xty +x
x+y+2)8 x+y+2)°
9[ 10, 10, 10
a2ty tz
x+y+2)°
Solucion:

La condicion, se multiplica por “2”:

2x% + 2y? + 222 = 2xy + 2xz + 2yz
2x% + 2y? + 222 - 2xy - 2xz - 2yz =0
(x2-2xy + ¥ + (y?- 2yz + z9)+(x? -2xz2 + %) = 0

Escribiendo los equivalentes de cada paréntesis:
x-y)2+(y-22?+x-2?2=0

para que la suma de tres nimeros positivos sea
cero, cada uno de ellos debe ser cero, por lo tanto:

x-y=0 x=y
y-z=0 y=z
Xx-z=0 x=2z

de lo anterior:
X = y =z=t

reemplazando en la expresion, cuyo valor se
quiere calcular:

7 8
B+ 8+ (8 P+ t0+°
E=al——T" 4 R
(t+t+10)8 (t+t+10)°
9 (10 4 (10 4 (10

(t+t+ 0o

3t10
( )10

SR
A

3t°
€k

E= +1—+ =1
3

1 1
3 3

Rpta.: E=1
4 .- Calcular el valor numérico de:

o xt+ x%y? 4yt
xt+ 2x%y 4yt

siendo: x +y =4 3\’pz- q?-1
xy = 5( 3sz_ ¢-1)’

Solucion:
El numerador se puede escribir asi:

4+ XZ. y2_'_ y4 - (X4+ 2X2Y2+ ),4) _ XZYZ

X
= (x*+y?)? - (xy)?
xtx2 yr eyt (v +xy) (X +yr-x) (1)
El denominador se puede escribir asi:
x4+ 2x2y2 4yt = (X2 4 yR)? 2)
Del dato, haciendo 3Vp2 - -1 =Db; por lo tanto:
x+y=4b (o)
Xy = 5b? )]
Elevando al cuadrado (a):
x? + 2xy + y? = 16b? (1
reemplazando () en (y):
x* + 10b% + y* = 16b?
x? + y? = 6b? ®

Sustituyendo (1) y (2) en la expresion principal:

o (x*+ y? + xy) (x* + y* - xy)
(x2+y2)?

\/(Xz +y2+ xy) (x* + y? - xy)

X%+ y?
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Sustituyendo (0), (B) en esta ultima expresion: Sustituyendo (2) en esta ultima:

ENb e

_(6b2+ 5b)(6b2- 56 V(11bH) ()

E 2 2 R =3
6b 6b "abc
=@=£ Rpta.: R=3
6b? 6

6.- Calcular:

Rpta.: E=ﬁ e
AR R
5.- Calcular: B * * *

R=a+b+c “2\/7'\/; \/}’7\/;
e Ve Vab 1

. 1 4
si se cumple: — + T3
sira+ \/a_ =b+ \/E
Solucion:
a=b ; abc =0 De la condicion, efectuando operaciones:
Solucioén: y(x +y) + xX(X +y) = 4xy

De la condicion:
a-b =Vbe - Vac

Considerando a - b como una diferencia de cuadrados:

VX + y* + X2 + Xy = 4xy

xX*-2xy+y?=0 ; (x-y)?=0

x-y=0

(Va +¥b) (Na-Vb) =- Ve (Va-Vb) =y

Simplificando: Sustituyendo en la expresion propuesta todo por x:

e ok k.

elevando al cubo: 1/ 2\/X_ ) \/; \/; \/;
(Va+\b )’ = ()’
k.

(Va )+ 3(Va )’ Vb +3va (Vb )%+ (Vb )’ -(\e )’ ©= NNe
(Va)’+ (Wb )* + (e )’ =-3va Vb (Va + \b ) Rpta: G =5
Como \/;+ \/-= -\/Z, de (1) se tiene: 7.- Calcular el valor de:

(o) () + (Vo) = 3va e @ E - atbh - b

si se sabe que:

1

+1+1+1=2+1+1+1=5

Dando comun denominador a la expresion que se
quiere calcular:

a®® + b =5 (D
R () et @
abc a* + b*? =26 3)
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Solucion:

Multiplicando (1) por (3):

(a?* + b?)(a® + b%) = 130

ala +2b + abeZa + a2abe + b2a+2b =130

o también, reordenando:

aPb2e 4 a2hb 4 g2a+2b | h2asb - 130 (4)

Elevando al cuadrado (2):
(a4 b**P)2 = 49
a2a+2b | Dqa+bpath . p2as2b _ 49
de aqui:
a2a+2b , hlas2b _ 49 _ Dga+bpa+h
reemplazando (5) en (4):
a%b?b 4+ a?bh2 4 49 - 2a2+bphatb = 130
a2h2b _ 2a8+bhyath 4 a2bh2a = 130 - 49
(a®bP)?- 2a%. a. b*. b* + (a"b*)? = 81
(a?b?)?- 2(a*aP)(aPb?) + (aPh?)? = 81
o sea:
(a%bb - a"b?)2 = 81
extrayendo raiz:
a’bP - aPh? = 9
sustituyendo en E:
E=ab’-a"h*=9

Rpta.: E=9

.- Sabiendo que se cumple que:

(2Va+b + a+b)(Nasb-a)(Na+b-b)

(2Va+b - a-b)(Nasb+a)(Nasb+b)

1

Calcular: E = 1 + =
a b

Solucion:

Los primeros factores del numerador y del

denominador pueden ser reescritos ast:

(5)

=1

2Va+b +(a+b) =\/a+b(2+\/a+b)

2Va+b - @+b) =Va+b(2 -Va+b)

Por lo tanto, sustituyendo y simplificando la con-

dicion resulta en:

(24Va+b) (Va+b-a) (Na+b-b)

(2- \la+b) (\/a+b+a) (Va+b+b)
transponiendo y efectuando:

a+b-(a+b)Na+b +ab 2-Va+b

a+b+(@+b)Va+b +ab 2+Va+b

Aplicando la propiedad de proporciones que dice. Si:

g
)

m_q _ +N_q+p
n p m-n q-p
se obtendra:
2 [(a +b) + ab] 4

2(a+b)Na+b -2Va+b

simplificando:

a+b+ab )
(a+b)

a+b . ab
a+b

a+b

ab

a+b

=1

de aqui:

invirtiendo: a+b _ 1

descomponiendo:
.1,
a b

Lo cual sustituimos en E:

E-L.L1_5
a

U‘|>—t

Rpta.: E=1
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9.- Si se cumple que: 10.- Dadas las condiciones:
(x+y+22)?2+(x+y-22)2=8x+V)z 4 4
Y vy -227=8xsy VA e2ab + Yx-2ab =2 (@)
hallar:
VA s 2ab 5 V¥ 2ab =b ®)

Calcular:

Solucion: 4 i
R V2 - VW2 @

Haciendo en la condicion:

Xx+y=a ; 27 =b Solucion:
se tendrd: Multiplicando (o) y (y):
B+ a0 - ) (Vo » Voo )
aplicando Legendre: 4 4
(AR w20 - V- 2ab ) R
2(a*+b?) =4ab ; a’+b’=2ab
Por productos notables: suma por diferencia, da
a’-2ab +b*=0 diferencia de cuadrados:
(a-b)?2=0 ; a-b=0 n n
Vs +2ab - Vix-2ab Ra (@)
a=b

Multiplicando () y (¢):

X+y=2z (o) (\IVX_+2ab+ \/Q/;-Zab)
e (VAR 200 - VA x-2ab ) = Rab

X-2=2-Y (5))

Reponiendo los valores de a y b:

Por productos notables, da una diferencia de
Reemplazando (a) y (B) en la expresion que se cuadrados:

quiere calcular:
(\/;+ 2ab) - (\/;- Zab) = Rab
2z \° Y _ 8 . .
E=<_> +(X Z) +[Z . Vx + 2ab - x + 2ab = Rab

2z X-z (z-y)
simplificando: 4ab = Rab
E=()%+ Q)7+ (-1)¥=3 R - 411) 4
a
Rpta.: E=3 Rpta.: R=4
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Calcular el valor de “n” si el grado del producto:

P(x) = (x1+ 1) (x*+4) (x°+9)...(x"+ n?)
es 285.
a) 6

b) 10 c) 9

d) 8 e) 7
2. Hallar el grado del producto indicado:
P(x) = (x2?+ DEZ+ DX+ 1) ...

hasta 20 términos.

a) 530
d) 210

b) 630
e) 430

c) 730

3. Hallar el grado de P(x), si los grados de los poli-

nomios:
P3(x)
Px).Qx) vy
Q)
son 27 y 23 respectivamente.
a) 7 b) 12 c) 10
d) 9 e) 8

4. Simplificar la expresion:

14 16
[(X- D(x2+x+ 1) ‘ l(x+ D2 (x2-x+ 1)12]

(X3— 1)7 (X3+ 1)12
a) X b) 1 o) (x +1)¥
d) (x-1)3° e)x¥

5. Simplificar:

x-3E-DE+DE+4) - (x-2)+3)(x+5)
(x-3)x-3E+2D)E+4)-(x*-x-13)2+50
x-4)-12(x+4) (x-3)

b) 40 c) 48

a) X2+ X+ 5

d) x*-x+6 e) 42

6. Simplificar:
(X2+ Y2)4+ X4y4 _ (X2+ Xy + yz)z

(x2- Xy + yz )2 szyz(xz o yz)z

a) x8 b) y® o) xty?
d) o0 e) xy®
7. Efectuar:

x-y)?--22+E-w?-(w-x)?
+2(x-2)(y-w)

a) x? b) y? c) 2xy
d) w? e) 0
8. Efectuar:

x-2)E+2)(x*+2x + ) (x?-2x + 4)
-(x3-8)*+ 128

3

a) 0 b) 16x> o) X

d) x° e) 16x°

9. Simplificar:
x-y+z-w).(X+y-z+W)+

= (y+w) (y+w-2z) + z?

2

a) 0 b) y? c) x

d) 22 e) Xy

10. Al efectuar:

(a%x2- a°x> + a*x*) (ax’! + a%x2)

se obtiene un producto de la forma
a\* b )P
(Y) * (?)
dar el valor de (o) + ().

a) 4 b) 2 c) 6

d) 9 e) 5
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11. Simplificar:
(a+b+c+d)?+(@-b-c+d)?*+(a-b+c-d)?
+@+b-c-d)?-4@*+Db*+ 2+ d?)

a) a’ b) ¢? c) b?

d) o0 e) a’+ b?

12. Simplificar:
(@a+b+c)?+(@-b)2+(@-c)?+(b-c)?
-3(@*+ b*+ ¢?)

2

a) a? b) b? ©) €

d) a?+ b%+ 2 e) 0
13. Efectuar:
(a+b+c)’-(@-b+c)-6b(a+c)-b?

a) 8a’ b) 8b? ¢) 8¢?

d)o e) 8abc

14. Efectuar:
(a-b)(x-a)x-b)+(b-c)x-b)(x-c)
+(c-a)(x-o)x-a)+(@a-b)b-c)c-a)

a) a’ b) b’ ?) &

d) 0 e) abc

15. Simplificar:

E =\/(a+b+c)(a+b-c)(a-b+c)(a-b-c) + 4a’b?+c?

a) a? b) b? c) a2+ b?

d) o0 e) a’- b2

16. Efectuar:

E=2a[(1+a)?+(1-a)+(-ad)]
+6(1-2a%) +2(1-a)3

a)l b) 0

d) 8a’ e) 8

17. Simplificar:
R=x-y)?+x-y+2)(x+y-2)+(y-z+x)(y+z-x)

+(z-x+y)(z+x-y) +z(z-2x)

a) 2yz b) 2xy c) 2xz

d) 0 e) yz

18. Efectuar:
y=(@-b)?+(b-c)? +(c-a)?
+2[a(b-a)+b(c-b)+cla-c)l

2

a) a’ b) b? c) ¢

d) o0 e) a2+ b+ c?
19. Simplificar:

_ (a+ D@-D@*+a2+ D@-a2+ 1@+ a*+ 1)

a®+1

P

a)a®-1 b)al%+1 c)a’+1
d)1 e) -1
20. Simplificar:

E =(a-b)(a+b-c) + (b-c)(b+c-a) + (c-a)(c+a-b)

a) 0 b) a? c) b?
d) ¢? e) a2+ b?
CLAVE DE RESPUESTAS
1) C 2)C 3) C 4)B 5) C
6) D E 8)B 9) C 10) D
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DIVISION ALGEBRAICA
DEFINICION.-

Division algebraica es la operaciéon que consiste en
obtener una expresion llamada cociente, conocidas
otras dos, llamadas dividendo y divisor.

NOTA IMPORTANTE

En toda division, tramos la siguiente nomen-
clatura de grados:

1) °|D| = grado del dividendo

2) °| d| = grado del divisor
3) °|q| = grado del cociente
4) °| R| = grado del residuo o resto

PROPIEDADES DE LA DIVISION

1) En toda division, el grado del cociente es igual al
grado del dividendo menos el grado del divisor:

°la| = °|D[ - °[D]

2) En toda division el grado del dividendo es mayor
o igual que el grado del dividendo:

3) En toda division el grado del divisor es mayor que
el grado del resto:

°ld] > °[R|

4) En toda division el grado maximo del resto es
igual al grado del divisor menos 1:

°|Rmé1ximo| = °|d| -1

5) En el caso de polinomios homogéneos, el grado
del resto es mayor que el grado del divisor:

°IR[ > °|d|

6) En el caso de polinomios homogéneos, no se
cumple la propiedad 4.

CASOS DE LA DIVISION
I.- Cuando se trata de dos monomios.

a) Se divide los signos mediante la regla de los
signos.

b) Se divide los coeficientes.

c¢) Se divide las letras aplicando Teoria de expo-

nentes.
Ejemplo:
Dividir:
E o loxly’z?
_4X2yiz4
Efectuando:
E = 4X2y3z

IL.- Cuando se trata de dos polinomios.

Se puede utilizar cualquiera de los siguientes
métodos:

a) Método normal

b) Método de coeficientes separados.
¢) Método de Horner.

d) Método de Ruffini.

Método Normal. Para dividir mediante este méto-
do se debe seguir los siguientes pasos:

1) Se ordena los polinomios, generalmente en
forma decreciente.

2) Se escribe en linea horizontal uno a contin-
uacion del otro, utilizando el signo de la
division aritmética.

3) Se divide el primer término del dividendo entre
el primer término del divisor, obteniéndose el
primer término del cociente

4) Este término se multiplica por cada uno de los
términos del divisor para restarlos a los corres-
pondientes términos del dividendo. A este resto,
se anade el siguiente término del dividendo.

5) Se divide el primer término del resto obtenido
entre el primer término del divisor y se obtiene
el segundo término del cociente.

6) Se procede desde el paso 4 sucesivamente
hasta terminar la division.
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Ejemplo:
Efectuar la siguiente division:

6x° + 5xty - 26x°y* + 33x%y° - 24xy* + 6y°
2x? - 3xy + y?

Procedimiento:

6x°+5x*y- 26y + 33x%y° - 24xy*+ 6y° | 2x2-3xy+y?

-6x°+9xty -3x%y? 3C+7xy-4xy?+ Ty

+14xty - 20x%y*+ 33x%y>
-laxty + 213y - Tx%y?
-8x3y?+26x%y>- 24xy?
+8x3y2 -1 ZXZy3 + 4xy4
+14x%y3-20xy*+ 6y°
-l4x*y3+21xyt-7y°

xy'-y?
El cociente es:
33 + Tx%y - 4xy? + 7y°
El resto es :

xy' -y’
Método de coeficientes separados. En

este caso, ademas de las consideraciones anterio-
res se debe tener en cuenta:

1) Se trabaja solamente con los coeficientes y sus
correspondientes signos del dividendo y divisor.

2) En caso de faltar un término con una potencia
de la variable, se coloca en su lugar cero, tanto
en el dividendo como en el divisor.

3) De esta manera, se obtiene los coeficientes con
sus signos del polinomio cociente.

4) Para determinar el grado del cociente y resto se
aplica las siguientes propiedades:

|R| = °|d] -1

5) Este método es recomendable para polinomios
de una sola variable.

Ejemplo:
Efectuar la division:

6x’- 20x*- 13x> + 25x%- 12x + 7

3x2-x+ 1

6-20-13+25-12+7

|3-1+1

6+ 2- 2 2-6-7+8
-18-15+25
+18-6 + 6
-21+31 -12
+21- 7+ 7
24 - 5+7
-24+ 8 -8
+ 3-1

El cociente es de grado:
Jq| = *|D] -*[d] =5-2-3
El cociente es:
q=2x>-6x*-7x+38
El resto es de grado:
°|R| = °|d|-1=2-1=1
El resto es:
R=3x-1

Método de Horner. Este método es un caso
particular del método de coeficientes separados y
se emplea para la division de dos polinomios de
cualquier grado.

Procedimiento:

1) Se escribe los coeficientes del dividendo en
una fila con su propio signo.

2) Se escribe los coeficientes del divisor en una
columna a la izquierda del primer término del
dividendo; el primero de ellos, con su propio
signo y los restantes, con signos cambiados.

3) El primer término del dividendo se divide
entre el primer término del divisor, obtenién-
dose el primer término del cociente.
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4) Se multiplica este término del cociente sola-
mente por los términos del divisor, a los cuales
se cambio de signo, colocandose los resultados
a partir de la segunda fila, corriendo a un lugar
hacia la derecha.

5) Se reduce la siguiente columna y se coloca el
resultado en la parte superior para dividirlo
entre el primer coeficiente del divisor y obten-
er el segundo término del cociente.

6) Se multiplica este cociente por los términos del
divisor a los cudles se cambi6 de signo,
colocandose el resultado en la tercera fila y
corriendo un lugar hacia la derecha.

7) Se continua este procedimiento hasta obtener
el término debajo del ultimo término del divi-
dendo, separando inmediatamente los térmi-
nos del cociente y resto.

8) Para obtener los coeficientes del residuo se
reduce directamente cada una de las columnas
que pertenecen.

Ejercicio:
Efectuar la division de polinomios:

8x° + 14x*+ 5x3 + 16x% + 3x + 2

4%+ x + 3

Solucion:
Los grados del cociente y residuo seran

lal = *Ip| - °|d| =5-2=3

°|R| = °|d|-1=2-1=1

Procedimiento:

12 - 4 + 8

418 + 14 +5 + 160+ 3 + 2
-1 -2 -6 i
3 -3 - 9

+ 11+ 3

t- 2 - 6

2+ 3 -1+ 20 4 - 4

%f_/

coeficientes coeficientes

del cociente del resto

Explicacion:

1) Se divide 8 entre 4, igual a 2, este resultado es
el primer coeficiente del cociente.

2) 2 se multiplica por los términos del divisor a
los cuales se cambio de signo (-1, -3), dando
como resultado(-2, -6) que se coloca en la
segunda fila, corriendo un lugar hacia la
derecha.

3) Se suma la segunda columna (correspondiente
al dividendo) y el resultado se divide entre 4,
igual a 3; este valor es el segundo coeficiente
del cociente.

4) 3 se multiplica por (-1, -3) y de la tercera fila (-3, -9)
corriendo, un lugar hacia la derecha.

5) Se suma la tercera columna, da -4, se divide
entre 4, da -1, ese resultado es el tercer coefi-
ciente del cociente.

6) -1 se multiplica por (-1, -3) y da la fila ( +1, +3)
corriendo un lugar hacia la derecha.

7) Se suma la cuarta columna, da +8, se divide
ente 4, da 2, este resultado es el cuarto coefi-
ciente del cociente.

8) 2 se multiplica por (-1, -3) y da la fila -2 y -6.

9) Como el ultimo término de este producto
queda debajo del altimo coeficiente del divi-
dendo 2, se separa con una linea los términos
obtenidos, los cuales pertenecen al cociente.

10) Se reduce las siguientes columnas, da (4, -4) y se
baja directamente, son los coeficientes del resto.

Escribiendo su parte literal:
Qx) =2x3+3x?-x+2

R(x) =4x -4

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Hallar el valor de “m” para que la division sea

exacta, en:

x* - ma’x? + at

x?-ax + a’
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Solucion:

Dividiendo por el método normal. Si la division
es exacta, el residuo debe ser un polinomio idén-
ticamente nulo.

xt+ 0 - mx’a + 0 + a4| x?-ax + a?
xt +x%a - x%a? x? + xa - ma*

x’a - (m+ 1)x%a?

-X3a+ x%2a? - xa’

- mx’a? - xa’ + a*

mx?a? - mxa’+ ma?

-(1+m)xa®> + (1 +m)at
Si la division es exacta:

-I+mxa®>+ (1 +m)a* =0
Factorizando:

(1+m) (-xa’+a®) =0
Igualando a cero los factores:

l+m=0 ; m=-1
Rpta.: m = -1
2.- Hallar m + n + p si la division que sigue no deja
resto:

12x°- Ox*+ 14x> - mx? + nx - p
3%+ 2x -6

Solucion:

Utilizando el método de coeficientes separados, el
resto debe ser un polinomio idénticamente nulo.

|3+0+ 2-6

4-3+2

12-9+ 14-m
-12-0 - 8+ 24
-9+ 6+24-m+ n
+9+ 0+ 6 - 18

+n-p

+ 6+30-m+ n-18 - p
-6-0 -4 + 12
30-m+ n-22-p+ 12

Como la division no deja resto:
300om+n-22-p+12=0

m+n+p=20

3.- Calcular py q, si la division es exacta:

xt+pxt+q
x2-6X+5
Solucion:

Para que una division sea exacta, el resto debe ser
un polinomio idénticamente nulo. Dividiendo
por el método de Horner:

6  +p+31
1|1 0 o 0 +q
+6 6 5 |
-5 +36 1 -30
i 6p+186 -5p-155
1 +6  p+31 | 6p+156 -5p+qg-155

Luego, el cociente es (grado2):

Qx) =x*+6x + (p +31)
el resto es:
6p + 150)x + (-5p + q - 155)
Por condicion:
R(x) =0x+0
S (6p +156)x + (-5p+q-155) =0x+ 0
identificando coeficientes:
6p + 156 =0 =

Sp+q-155=0 = q=25

Rpta.: p=-26, q=25

4.- Determinar m y n si la division:

x*- 3x%a + x%a’? + mxa’ + na*

x*-ax +a’
deja como resto:

7xa’ + 3a*
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Solucion:

Aplicando la divisién normal se tendra:

x*-3x%a + x%a’+ mxa’ +

xt+xla - x%a?

- 2x%a - 0x%a? + mxa’

+2x%a- 2x%a? + 2xa’

- 2x%a? + (m+2)xa’ + na*

+2x%a% + 2a°x + 2at

(m+4)xa> + (n+2)a*
El resto es:
(m+4)xa®> + (n+2)a*
Por dato, el resto es:
7xa’ + 8a*
so(m+4)xa® + (n+ 2)a* = 7xa’ + 8a*
identificando coeficientes:
(m + 4)a’* = 7a°
(n +2)a* = 8a*

= n==6

Rpta.m=3, n=6

5.- Calcular m y n si el resto de division es: 2x - 3

12x*- 23x> + Smx?- 35x + n

4x? - 5X + m

Solucion:

Dividiendo por el método de Horner:

na4| x?- ax + a2

x%-2xa-2a

2

El resto es:
2
R(x) =< 33m - 190)X N (n +-5m + 10m )
4 4
Por condicion:
R(x)=2x-3
Luego:
33m - 190 -5m? + 10m
= )X +[(n+ ———|=2x-3
4 4
Identificando coeficientes:
33m - 190 _ ) = m=6
4
2
n+10m-5m -3 = n=27
4
Rpta.: m=06
n=27

Si la division:

20x* + 6ax> - 3bx?- 17cx + 9d
5x%-7x + 2

da un cociente cuyos coeficientes van aumentando
de 4 en 4, y deja un resto igual a 34x + 3. Hallar el
valor de:

E=(a+b)-(c+d)
Solucion:

Dividiendo por el método de Horner:

. 5|20 +6a  3bi -17c +9d
-8 5m-10! i
! +28 -8 !
4 12 -23 +8m: -35 +n :
; +7 56 i -16
+5 15 -3m | '
: -2 E
-m | !
2100 +2m ;84 ~24
i 25m-50 5m2+10m 4 8 12 -17c¢+68 9d-24
. * + Explicacion:
5m-10! 33m-190 -5m?+10m )
3 -2 n+ El cociente es:
4 ‘ 4 4
4x?+ 8x + 12
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Para el cociente: El cociente es:
1) El segundo coeficiente es 8 ya que aumenta de Q(x) =x*2+2x*3 + 3x** + ... +n
4 en 4, luego:
El resto es:
62[:—28:8 = a=2 Rx)=(b+n+1x + (c-n)

El coeficiente “n” del cociente corresponde al ter-

2) El tercer coeficiente es 12, luego: mino (a - 1) en el dividendo; se tendra:
I)n=a-1 = a=n+1

3b-8+56 _ 1, b4
4 = = =- 2) Si la division es exacta:
El resto es: R(x) = 0x +0

Luego:
(-17¢ + 68)x + (9d - 24) =34x+3 (b+n+Dx+ (cn) = Ox+0

identificando coeficientes: Identificando coeficientes:
A7c+68=34 =  c=2 b+n+1=0 = b=n+l

c-n=0 = c¢c=n
9d-24=3 = d=3

En la expresion pedida, reempalzamos los valores

Porlotanto: E=(2-4)-(2+3)=-7 dea,byc:

Rpta.: E=-7 E=%=2
n+1

7.- Calcular el valor de: Rpta.: 2
E=2% b si la division X -bx+c es exacta a’+ab + b’
c+ 1’ 2 - ox+1 : 8.- Calcular: Esr——r)

a’-3b

Solucién: x* +(a-b)x3 + (a-b)x + b?

o i Si la division: es exacta
Dividiendo por el método de Horner: X2 - (a-b)x + b

(a + 1) terminos Solucion:

Dividiendo por el método de Horner:

111 0 00 ... 0 b 4c 111 @b 0 ! (@b b2
2 1 : |
+2 ab| ab b |
+ -2 | b? 2(a-b)?} -2b*(a-b)
1 @b 2aab)b
2n—2§ -n+l | Bb22(ab)? b2
;. m 1 2(a-b) [2(a-b)-b?]
1 42 +3 ...(n-1) n |-b+n+l cn (a-b)(2a%-4ab-b?+1)

+b*[1-{2(a-b)*-b?}]
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El cociente es: El coeciente es:

X2+ 2(a - b)x + {2(a - b)2 - b2} x* 4 x+ 1
El resto es: Elrestoes -(A + B+ C)
R(x) = (a-b) (2a? - 4ab - b? + 1)x Condicién: R =0
+b2[1- {2(a - b)2 - b2} Luego: -(A+B+C)=0
Por condicion: A+B+C =0
R(x)=0x+0

Rpta: A+B+C=0
Luego:

(a-b) (4 + 8ab)x + b2[1- [2(a - b)2)] = Ox + 0 10.- Calcular “a” y “b” si la division:

x'+ax+b
Identificando coeficientes: 2+2x+1 es exacta.
a=>b Solucion:
2 -
(a-b) (4a® - 8ab) = 0 a = 2b Dividiendo por el método de Horner:
En la expresion; para a = b: 23 A 0 .
1 {1 0 0 0 0 O: a +b
2. 22, 22 2 :
E=a+a+a=3a _ .3 o 1 ]
a?-3a’ -2a% 2 |
2 ,
En la expresion; para a = 2b: +4 42 '
4b% 4 2b% + b2 -1 i
Eerr— =7 6 -3 :
4b? - 3b? e :
+8  +4.
Rpta: E=-3/2 y E=7 _105 5
9.- Hallar A + B + C, si la division: ; +12 46
1 -2 +3 4 +5 -6| a+7 b+6
AX*+ A+B)X+(A+B+Ox*+ B+(Ox-A-B

Ax? +Bx + C )
El cociente es:

no deja resto.
q(x) = x> - 2x* + 3x> - 4x* + 5x - 6
Solucion:

Dividiendo por el método de Horner: El resto es:

A A i Rx)=(G+7)x+(b+6)
A| A (A+B) (A+B+C) | (B+C) -(A+B) Como la division es exacta:
-B -C R(x) =0
-B : Es decir:
-B b -C (a+NDx+(b+6)=0x+0
-C Identificando coeficientes:
i B -C a+7=0 = a=-7
1 1 1 0 -(A+B+C)
b+6=0 = b=-6
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11.- Calcular la relacion entre p y q si la division de:

xt+ (p+2m)x + q - 1 entre x>+ mx - 1 es exacta.

Solucion:

Dividiendo por el método de Horner:

-m m2+1

1 1 0 0 p+2m q-1
-m +1 .
. g
+m? i -m
+1 E
i -m>m  m?+l
1 -m m’l | pm’ m’+q

El cociente es:

q(x) =x*-mx + (m? + 1)
El resto es:

R(x) = (p-mP)x + (m?+ q)
Como la division es exacta:

R(x) =0
por lo tanto:

(p-m>)x+(m?+q) =0x+0

identificando coeficientes:

p-m3=0 =

p=m’ (M

m’+q=0 = -q=m? (1D)

Elevando (I) al cuadrado y (II) al cubo se obtiene:

y de estas dos ultimas relaciones se obtiene final-

mente que:

12.- Hallar el valor de “n” si el grado de P(x) y Q(x)
esigual a 3 y 4 respectivamente y se conoce que
el grado de la expresion:

PI(x) + Q)™
(PP(x) + Q'x))™?

es igual a 4.
Solucion:

Determinemos el grado de cada expresion:
°|P(x)| = 7.3=21
°|Q(x) | = 5.4=20

o | PS(X) |

5.3=15

°|Q'x)| = 4.4=16

°|PT(x) + Q)| =21

°|P(0) + Q)| = 16

°| P7(x) + Q3(x) | =21.(2n) = 42n
°|Qx) + Q*x) | =16(n +3)

El grado de la expresion es:

°l (P10 + Q)"

PP + Q1| 42n - 16(n + 3)

Por condicion:
42n-16(n+3) =4
n=2
Rpta.: n=2
13.- Si la division:

xt-ax?+bx -c

Y NIy TRE es exacta. Calcular:
x3 - 3dx? + 3d*x -

a
b2

E =
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Solucion:

Dividiendo por el método de Horner:

+3d
1 1 0f -a 4 =
$3d} 3d o+
+3d E
Loz od®  +3d
"
+d3 E

1 3d |-a+6d?> b-8d> -c+3d*
El cociente es:
x + 3d
Por condicion del problema el R = 0
Luego:
(-a+6d)x*+ (b-8d)x + (¢ +3dH = 0x2+0x + 0

identificando los coeficientes:

-a+6d*=0 = a = 6d2
b-8d> =0 = b=8d3
-c+3d*=0 = c=3d*

Sustituyendo estos valores en la condicion:

& (64>  216d°

T b2 (8dY)? 64d°

= 3,375

Rpta.: E = 3,375

14.- Hallar la condicion para que la division:

3

X+mx?+nx+a.b

x*+ax +b
sea exacta.
Solucion:

Dividiendo por el método de Horner:

+m-a :
1 1 m i n +ab
-a i -b
. g
E -a(m-a) -b(m-a)
b
1 m-a | n-b-a(m-a) ab-b(m-a)

El cociente es:

X+ (m - a)
Por condicion: R = 0

luego:

[n-b-a(m-a)]x+[ab-b(m-a)] =0x+0

identificando coeficientes:

(n-b)-a(m-a)=0 (o)
ab-b(m-a)=0 ®
reduciendo(f}): ab-bm +ab=0
de donde:
2a=m
0:
a=m/2
Sustituyendo el valor de m en (a):
n-b-aa-a)=0
de donde: n-b=a?
Sustituyendo el valor de a = m/2
n-b=1 . 4mob)=m?
4.
. m?
Rpta.: La condicion es que (n - b) = i a’

la siguiente division:

8x° + 4x> + mx? + nx +p

2% +x%2+ 3

15.- Calcular m, ny p si el resto es 5x* + 7x + 8, dada
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Solucion:

Dividiendo por Horner:

-4 +6
2| 8 0 +4 : +m  +n +p
4 0 -12
210 46
0
-3 i -3 0 -9
4 -2 3 Im-15 n+6 p-9

El cociente es:

4x%-2x + 3

El resto es:
(m-15)x*+ (m+6)x+ (p-9)
Por condicion el resto es:

5%+ 7x + 8

Por lo tanto:
(m-15)x*+(n+6)x+(p-9) = 52+ 7x+8

identificando coeficientes:

m -15=5 = m = 20
n+6=7 = n=1
p-9=8 = p=17
Rpta.: m =20, n=1, p=17

REGLA DE RUFFINI
Se utiliza para dividir polinomios cuando el divi-
sor es un binomio de primer grado. Se estudia 3

casos:

a) Cuando el coeficiente del primer término del
divisor es igual a 1.

Su forma generales: x=b

Se opera asi:

e Se escribe los coeficientes del dividendo en
linea horizontal.

e Se escribe el término independiente del divi-
sor, con signo cambiado, un lugar a la izquier-
da y abajo del coeficiente del primer término
del dividendo.

¢ Se divide como en el caso de Horner, teniendo
presente que el primer coeficiente del cocien-
te, es igual al primer coeficiente del dividendo

e Para obtener el cociente, se separa la ultima
columna que viene a ser el resto.

Ejemplo:
Obtener el cociente y el resto en la division:

4xt-5x3 + 62 + 7Tx + 8

X+ 1

Procedimiento:

4 -5 +6 +7 +8
-1 -4 +9  -15 +8

4 -9 +15 -8 16 <«— resto

coeficientes del cociente
Grado del cociente:
“lal ==Ip| oJd] =4-1=3
cociente:
q=4x>-9x>+15x - 8

resto: R=16

b) Cuando el coeficiente del primer término del
divisor es diferente de cero.

Su forma general es: ax + b
Se procede ast:

¢ Se transforma el divisor, extrayendo como fac-
tor comun, el primer término del divisor; es
decir:

(ax+ b) = a(x :%)
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b

a ), como en el primer

e Se divide entre (X +
caso.

e Los coeficientes del cociente obtenido se divi-
den entre el primer coeficiente del divisor.

¢ El resto obtenido no sufre alteracion.
Ejemplo:
Hallar cociente y resto en:

18x° - 29x3 - 5x2 - 12x - 16
3x + 2

. . ) 2
i) Se factoriza 3 asi: 3 (x + ?)

ii) Se divide entre x + %

iii) Previamente, se completa el dividendo con
cero,que es el coeficiente de x*.

8 0 -29 5 -12 -16

12 +8 +14 -6 +12

1
w|N

18 -12 -21 +9 -18 | -4 =< resto

coeficientes del cociente
El grado del cociente obtenido es:
5-1=4
Cociente primario = 18x*- 12x3- 21x*+ 9x - 18

Dividiendo todo el cociente primario entre 3,
porque es el primer coeficiente del divisor, se tiene:

El cociente verdadero:
q=06x"-4x>-7x*+3x - 6
El resto: R =-4

¢) Cuando el divisor es de la forma: ax" + b.

En este caso para que la division se pueda efectu-
ar, los exponentes de la variable del dividendo
deben ser multiplos del exponente de la variable
del divisor.

Ejemplo:

Hallar el cociente y el resto en:

6x30+ 17x*7- 16x18+ 17x°+ 12

3x%+ 1

Procedimiento

Observemos que los exponentes de la variable
del dividendo son multiplos del exponente 9 del
divisor, luego se puede aplicar el método.

Haciendo x° =y, la division es:

6y*+ 17y - 16y? + 17y + 12
3y+1

Aplicando el segundo caso:

6 417 -16  +17  +12
L 2 5 47 8
3
6  -15 21 424

[

Cociente primario:
6y> + 15y2 - 21y + 24
Dividiendo entre 3 da el verdadero cociente:
2y> + 5y* -7y + 8
reemplazando y = x° , el cociente es:
q=2x*7+5x1%-7x°+ 8
el resto es:

R= +4

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Hallar el resto y el cociente en:

x3-2x%+ (2-a%-2a)x-2a-2

X-a-2
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Solucion: Cociente primario:

Dividiendo por Ruffini: 652+ 6x+9-m

1 2 +2atla -la2 Dividiendo entre 2 da el cociente real:
a+2 a+2 a’+2a 2a+4 x4 3 2o
1 a 2 IL
Segun el problema, el resto debe ser cero, es decir:
Rpta.: Cociente: q=x>+ax+2 % (9-m)-6=0
Resto: R=2 m=>5
2.- Hallar el resto de la siguiente division: Rpta.: m =35
O+ (3\/; 2 )x3 + 2\/274_ 7 4.- Sea el polinomio:
x-V2 +1 abex® - (a’c+b%a+ c?b)x? + (a’b + b’c + c?a)x - abc

Solucion: a b
se anula para x = L yparax=--

Aplicando Ruffini:
Hallese otro valor que también lo reduzca a cero.

Solucion:
1 0 3220 0 22 47
abc  -a’c-b%a-c’b  a’b+b’c+c’a -abc
V2 V2322 1 V2 322
!
L V21 V211 V2 el £ e abacd  abe
Rpta.: abc -b%a-c*b b%c Lo
Cociente: I

b = b2
q=x4+(\/2——1)X3+(\/27+1>x2+x+\/27—1 ¢ : c
abc -c’b Lo

Resto: R =10 l
c
3.- Calcular “m” si la division es exacta: a b
6x> - 3x*-mx -6 abc Lo
2x -3
Solucién: El otro valor es: %
Dividiendo por Ruffini: porque al dividir entre el valor % dado para x
se anula.
6 -3 -m -6 .
Rpta.: —
3 3 a
= +9 +9 =2(9-m)
2 2

5 .- Hallar el residuo de la division de:

6 +6 9m |=(9-m) -6
2 6x>-5x*+ax-1 entre 2x+ 1
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sabiendo que su cociente toma el valor numérico
de 2 para x = 1.

Solucion:

Dividiendo por Ruffini:

6 -5 +a -1
!
- % 3 +4 - ;— (a+4)
6 -8  a+4 -% (a+4) - 1

El cociente primario:

6x*-8x+a+4

dividiendo entre 2 el cociente es:

3x? - 4% + <a+4)
2

El valor numérico para x = 1 sera:

3(1)%-4(1) +

3-4+

2

eliminado denominadores:

6

-8+a+4=4

a=2

Si el resto es:

sustituyendo. a =

a+4

a+4

2

1
R=-—(2+4)-1
2(+)

R=-4

Rpta.: El residuo es -4

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Calcular A + B si la division:

2x* +3x2 + Ax + B

2x% +2x + 3

es exacta
a) 2 b) 4 o5
d) 12 e) 0

2. Calcular m + n + p si la division deja como resto:
2x2+x-5

3x% - 2x*- 3% + mx* + nx + p

3x3-2x% + 1

a)3 b) 2 c) -1

d) 0 e) 10

3. En la division:

4. El residuo en la division es -16:

el cociente es: 3x + B; el resto: -4x>+ Cx - 15

3x*+2x3 + Ax? + 7Tx - 12

X +x2-3

Hallar ABC.
a) 80 b) 16
d) 210 e) 49

c) 50

6x* - Xy - 6x%y? + 5xy° - 3y*

2x? + Xy - Zyz

Hallar el valor de “y”

a) 1l

d) -1

b) 3
e) 4

c)2

102 -



ALGEBRA

5. Cuando el polinomio: 2) 1 b) 2 o) 5m
5m 5m
8x*- Ax>+Bx?+ Cx + D
q) 2m e) =
2 m

se divide entre: 2x*- x + 1; se obtiene un cociente
cuyos coeficientes van disminuyendo de 1 en 1 a par-
tir del primer término y un residuo igual a 5x + 1.
Hallar: A+B+C+D

10. Indicar el resto que resulta al dividir:

8x> + 4x? - 6mx + 15 entre (2x - 1), sabiendo que
la suma de los coeficientes del cociente es 28.

a) 24 b) 21 c) 15
a) -1 b) 1 o) -35
d) 12 e) 16
d) 35 e) 36
6. Calcular; 92+ 6b + 2¢ 11. Hallar la relacion existente entre “m”, “n”, “p”

si la siguiente division es exacta:

si el polinomio: x> - 7a + 6b> (3x*- mx? + nx + P)

entre: x*- (a + ¢)x + ac, deja como resto cero 62

a) 2 b) 8 o) 4 Am+n=p b) 2m - n = 3p

d) -6 e)5 ¢) mn = -3p d) m-n =2p
7. En la siguiente divisién exacta: e) Ninguna

X+ Qa+m)x*+ (a>+b +n)x + ab 12. Hallar n - m si la division es exacta:

x*+ax+b
2mx> - mx? + 3nx - 6
dar el valor de: 2x2-3x + 1
2, o202
E=-—*am a) 4 b) -4 02
2a’m? + m?b?
d) 3 e) 10
a) 1 b) 5 o) 4
13. Evaluar:

d) 2 e) 7

P(x) = x8 - 2x* - 16x? + 4\/;

para x = 1+\/;

8. Siay b son mayores que cero. Calcular:

E = a +m, sabiendo que el resto de la division:

3x*-4x3 + ax?+ 5x - 2 i RE e
x2- X +m d) 15 e) 4
esR=8x-2
14. Al efectuar la division:
a) 13 b) 3 c)5

nx*+ (n-n?+ D>+ x*-n’x + n?- 7

X-n+1

d) 10 e) 16

se observa que la suma algebraica de los coefi-

. Si el polinomio: x>+ 2mx?* + 5ax + b, es divisible
entre: x*- 3mx + 2a. Encontrar el valor de (a/b).

cientes del cociente es cero. El valor de este
ultimo:
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c) -4

d)1

15. El siguiente esquema representa la division por

el método Horner:

18. En el polinomio:

P(x) = (\/3_-\/2_))(5- 2\/2_}(3- 2\/3_x +12 + 2\/6_
Calcular P(\/g_+ \5_)

1348 a i 11 b | e a) -6 b) -2 96
mooe 4 D293
2 E E e E f E 19. En la siguiente division: calcular m + n + p
: : : & : h 8x° - 4x> + mx? + nx + p
n { -2 4{ p { 4 i 3
' : : ! 2%+ x2 + 3
determinar (m + p) si el resto es igual a: 5x* -3x + 7
a) -4 b) 4 o 12 a) 27 b) 40 ) 35
d) o e)3 d) 85 e) Ninguna
16. Hallar el valor de E = n - m, si la division: 20. Determinar a* + b? para que la division:

12x* + 29%3 - 5mx? - 49x + n

4x* + 7x - m

es exacta.
a) 5 b) 32 c) -27
d) 37 e) 27

17. Hallar el resto de la division:

xt-(@a+2)x3+ax*+x+at+a

x-a-1
a)l b) 0 o) -1
d) 4 e) Ninguna

6x*t+ 4x3- 5x%- 10x + a

3x*+2x + b
sea exacta
a) 625 b) 25 c) 650
d) 620 e) 600

CLAVE DE RESPUESTAS

DA 2)B 3)A 4)C 5)E

6) B

7)A 8) A 9) A 10) D
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TEOREMA DEL RESTO O DE REGLA PRACTICA PARA HALLAR EL
DESCARTES RESTO

Este teorema tiene por objetivo determinar el resto  1° Se iguala el divisor a cero:
en una division, sin efectuar la division.

ax =+ b=0
ENUNCIADO.- El resto de dividir un polinomio ra- o o
. won . h 2° Se despeja “x”:

cional y entero en “x” entre un binomio de la forma
“ax = b” es igual al valor numérico que adquiere di- N
cho polinomio cuando se reemplaza en él, x por b/a. T a

DEMOSTRACION 3° Se reemplaza en el polinomio dividendo “x” por.

En forma general, definamos: X=7 b

a
Dividendo : P(x), racional y entero
: R = P(I L)
Divisor rax b a
Cociente 1q(x) Ejemplo:
a Hallar el resto de las siguientes divisiones:
Resto :R=P (I ?)
D (x-3)%+ (x-3)0+ (x-1)°-16*
Toda division es de la forma: x-3
D=dq+R Solucion:

D =dividendo * x-3=0

d =divisor . x=3

q = cociente Sustituyendo

R =resto

*R=P(3) = (3-3)% + (3-3)* + 3-1'° - 16*
Reemplazando por sus equivalentes:
P P 4 R=0+0+21%-16*
P(x) = (ax £ b) q(x) + R 1)
R = 216 _ (24)4 - 216 _ 216 =0
Si definimos x como: x = * b
a R=0

reemplazamos en (1):
Y P 6x* + x> - 19x% + 14x - 15

p(=2)-[a(=2) =bJa(= 2) ; 23

b b 1° 2x-3=0
P(I —):(1 b = b) . q(I —) +R
a a D0 X = ;_
El primer factor del segundo es cero, luego:
Sustituyendo

(- 2)-n  ver(3) o2 (3)- 93

R=P<1%) +14( )-15

o finalmente:

oW
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_243 27 171 51 .15 Solucion:

8 8
Utilizando la regla practica:

simplificando: R =-3 « X+y+z3=0

EJERCICIOS RESUELTOS e x=3-y-z
1.- Hallar el resto de la division: e R=G-y-z+y)2+B-y-z+y) Q2z-1)
nx" + (n-Dx"! + (n-2)x"?-3n + 16 +2(z- D

x-1

Efectuando operaciones y simplificando:

Solucion: R=GB-22+3B-2)Q2z-1) +z(z-1)

De acuerdo con la regla practica:

R=6
e x-1=0
4.- Hallar el resto en:
e x=1
Sustituyendo: (5x'+ 7x*+5)7 + 5x*+ 7x*+ 7)° + 8

4 2
*R=n(D"+ (- DO + (0-2)(D"-3n+16 X4 T+ 8

Solucion:

R= -1 -2 - 1
pEnsten Sn+16 Efectuemos el siguiente cambio de variable:

simplificando: R = 13 5x4 + Txt =y

2.- Hallar el resto de la division: Reemplazando, se obtiene la division equivalente:

(x+a) - x+a) (y+5)2+(y+7)+8
X + 2a

y+8

Solucion:
olucion Utilizando la regla practica:

Utilizando la regla practica:

°y+8=0
ex+2a=0 cy-8
o x=-2
x=oa e R=(8+5)2 +(8+7)+8=9-14+8=0
Sustituyendo R=16
* R=(2a+a)-[(-22)" + '] 5.- Hallar el resto en:
R = (-a)” - (-128a’+ a’) = (-a)” - (-127a") (x- 1™ (x> + 8)3 (x - 4)3
R=-a’ +127a’ X2-2x+2
Solucion:
R =126a’
Efectuando operaciones en el dividendo:
3.- Hallar el resto en: (x - D" (x3+ 8)3(x - 4)°
x+y)’+ (x+y)Qz-1) +z(z-1) = [(x- D22[(x + 2)(x2- 2x + 4)]? (x - 4)°

X+y+z-3 = (x2-2x + 1D)P"(x + 2)3(x?*- 2x + 4)3 (x - 4)°

- 106 -



ALGEBRA

Ordenando: e y+5=0
=(x2-2x+ D2 (x2-2x+4)° [(x+ D)(x -D)]> *y=-
= (xX2-2x + 1) (x2- 2x + 4) [x?- 2x - 8]° *R=DB+ 5+ +0)]

R=16
Sustituyendo este equivalente en el numerador:

7.- Hallar el resto en:
(x%-2x + 1) (x%- 2x + 4)3(x*- 2x - 8)°

313 L A303 4 33 2122
<2-2x 42 a’b? + a’c? + b’ - 3a?b’c

ab + ac + bc
y, haciendo: x?-2x =y:
Solucion:

resulta en:
(y+ D™y +4)3(y-8)°
y+2 (ab)? + (ac)® + (be)? - 3(ab)(ac)(bc)

ab + ac + bc

Agrupando convenientemente en el numerador:

Para hallar el resto se aplica la regla practica:

Considerando que la variable es el producto ab,

*y+2=0 se calcula el resto por la regla practica:
*y=-2 e ab+ac+bc=0
e R=(2+1DM(-2+4)3(-2-8)°>=(1)(2)%(-10)° e ab = -ac - bc = -(ac + be)
R =-8 000 e R=[-(ac + bc)]? + (ac)? + (bc)?
6.- Hallar el resto en la division: - 3[-(ac + bo)l(ac) (be)
B+x+DE+2D)EE+3DE+D]* R =-(ac + bc)?+(ac)’+(be)? + 3(ac + be)(ac) (be)
x(x+5)+5
R = - (ac)? - 3(ac)?(be) - 3(ac)(bc)?
Solucion:

- (bo)? >+ (be)?+3(ac)*(be) + 3(ac)(be)?
Efectuando operaciones en el dividendo: (be)+(a)%+ (be)+ 3(@c)(be) + 3(ac)(be)

reduciendo términos semejantes:

b

B+ &+ Dx+2Dx+3)x + DI 8.- Hallar el resto en:

x(x+5)+5
a-b)., a _Lx+(a+b)(a2-b2)
{3+ (x*+5x+4) (x*+5x +6)}* 2ab b a 2ab
x>+ 5%+ 5 (as by
haciendo: x*+5x =y a-b
Solucion:

B+y+Dy+06)]*
y+5

Aplicando la regla practica del resto:

(a+b)?
Para hallar el resto se aplica la regla practica: A

=0
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(a+b)?
X=—

a-b
R_(a-b) (a+b)2]2_i (a+b)?
“\ 2ab a-b b (a-b)
_B (a+b)2+ (a+b)@-b?»
a (a-b) 2ab

Simplificando y agrupando:

(a+b)* (a+b)2[a b]
R = - a,b
2ab(a - b) a-b b a

(a+b)@-b?»
+ e —
2ab

Efectuando el corchete y multiplicando numerador
y denominador por 2:

_ (a+ b)*
" 2ab(a-b)

C2(a+ b)%(a? + b?)
2ab(a - b)

(a+b)(a+b)a-b)a-b)
+
2ab(a - b)

R - (a+b)*-2(a +b)2(@a%+ b3 + (a + b)3(a-b)?
- 2ab(a - b)

Sacando el factor comun (a + b)%

:

R - (a+b)? [(a+b)2-2(a%+b?) + (a-hb)?
2ab(a - b)

Aplicando Legendre a los términos sefialados:

R (a+b)?[2(a% +b?) - 2(a2+ b?)]

2ab(a - b)
R (a +b)? [0]
2(ab)(a - b)
R=0

9.- Hallar el resto en:

(X- 1)n+2 +X2n+l

x*-x+1

Solucion:

Aplicando la regla practica del resto:

e x2-x+1=0

=x-1

Reemplazando en el denominador esta equivalencia:
D=(x-1" + (x-1). x

sacando factor comun (x - 1)™
D=(x-1D"[(x-1)?+x]
D=(x-D"[x%-2x+1+x]=(x-D"[x%-x+1]

Sustituyendo:

se tiene:
e R=(x-1)"(x-1-x+1)=(x-1D"0)=0
R=0

10.- Hallar el resto de la division:

(X + y)4m _ (X _ y)4m
(8xy) (x2+y?)

Solucion:

Transformando el divisor mediante la aplicacion
de productos notables e identidades:

8xy(x2+y2) = [4xy][2(:2+ y2)]
=[x+ - -y [x+y)?+ (x-y)]
=(x+yt-x-yt
Haciendo: (x + y)* = a, (x - y)* = b, se obtiene:

am - phm
a-b

Para hallar el resto se sigue la regla practica:
e a-b=0

e a=bhb

e R=am-a"

R=0
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W »

11.- Calcular “m” y “n” si la division:

xM(x - a)’™ - 256(3a - x)*"

X - 2a

es exacta.

Solucion:

Calculo del resto, siguiendo la regla practica:
e x-2a=0
e x=2a
e R=(a)™(2a -a)’™ - 256(3a- 2a)™
Segun enunciado:
(Qa)™(2a -a)’™ - 256(3a-2a)*" =0
efectuando:
2m am, @M = 256a2"
Jmadm _ 98,20

Identificando factores con bases iguales:

2m = 28 = m=38
atm =2 = 4m = 2n
n=2m
n=2(8)=16
Rpta: m=8
n=16

12.- Hallar “m” si la division no deja resto:

X3+ (y2- 22)? - mx*(y? + 22)

xXl-y-z

Solucion:

Calcularemos del resto, siguiendo la regla practica:

e x’-y-z=0
e X’=y+2z

e R=(y+2)"+ *-2)*-m(y + 2)2(y* + 22

Por enunciado:
+)t+ (?-2D2-m(y + 2)X(y*+22) =0

Por enunciado:

y+2)*+ (y+2)?(y-2)? m(y + 2)%(y> + z%)

(y +2* [(y+2)*+ (y -2’ = m(y + 22(y> + 2)

simplificando y aplicando Legendre:
2(y*+ 22) = m(y? + z%)

de donde: m=2

13.- Hallar “m” si la division deja por resto 49a’.

(x +3a)" - (x"+ma’)

X + 2a

Solucion:

Cilculo del resto, siguiendo la regla practica:

ex+2a=0

e X =-2a
e R=(2a+3a)-[(-2a)" + ma’]
Por condicion del problema:
(-2a +3a)" - [(-2a)” + ma’] = 49a’

de donde:
a’ - (-128a” + ma’) = 49a”

a’ +128a” - ma’ = 49a’

operando: m = 80

14.- Calcular “m” si la division es exacta:

mx+y+z)P-x+y)P-x+2)?-(x+2)°

X+Yy+2z

Solucion:

Cdlculo del resto:
e x+y+2z=0

° X=-y-2z
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eR=m(-y-2z+y+2)°-(y-2z+y)
-(y+zP-(y-2z+2)°

Por condicion del problema: R = 0 igualando a
cero y operando:

m(-z)? - (-22)° - (y +2)? -[-(y +2)]?>=0

-mz’>+82%-(y+2)>+(y+2)? =0

3

8z> =mz m=38

15.- Hallar “m” para que el polinomio:

3

x> +x2-3mx + 5

al dividirlo entre (x - 1) de como resto el doble
del resto de dividir dicho polinomio entre (x - 2).

Solucion:

Calculo de R, (resto de la primera division):

e x-1=0

e x=1
e R =(1)+(1)?*-3m(1) +5
R, =7-3m
Calculo de R, (resto de dividir entre x - 2):

ex-2=0

ex=2

*R,=(2’+2)?-3m(2) +5=8+4-6m+5
R, =17 - 6m

Condicion del problema:

R, = 2R,
reemplazando:

7-3m=2(17 - 6m)

efectuando: m=3

16.- Hallar el valor de:

E=2m + 5n

si el resto de la division:

8

mx® + nx®-3x>-1

£+ 1
es igual a 8x*- 5

Solucion:

Calculo del resto:
ex>+1=0
o x’=-1
El polinomio dividendo se puede escribir ast:
m(x3)2x? + m(x3)? - 3(x>)x? - 1
luego el resto es:
e R=m(-1)2x* + n(-1)? - 3(-1)x? - 1
operando:
R=(m+3)x* +(n-1)

este resto es idéntico al resto que el problema
indica; o sea:

(m+3)x? +(n-1) =8x%-5
identificando coeficientes:

m+3=38 = m=5

n-1=-5 = n=-4
E=2(5)+5(-4) =10-20=-10

Rpta.: E = -10

17.- Hallar el valor de “m” si la division es exacta.

Q2m+3) (x+y+2)*- (y+z-x)* + m(z+x-y)? - (x+y-z)*

Xyz

Solucion:

Cilculo del resto:

e haciendo xyz = 0

e x=0
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e R=0Q2m +3)(y+2)-(y+2)° 19.- Calcular el valor de:

+m(y+2z)°-(y-23=0 b?

E=——f-
a+ C

agrupando e igualando a cero, por condicion:

si la division:
[Qm +3)(y +2)° - (y + 2)°]

3 )2 _
eGP (y-2%) =0 @+b)x>+b-o)x*+(b+c)x+(a-b)

x%+ h?

extrayendo factor comun: (y + z)* en el corchete es exacta.
y, -(y - z)? en la llave:
Solucion:

3 3 _
(y+2°CQm+3-1)-(y-2°(m+1)=0 Para hallar el resto:

factorizando: e X2+hl=0
(m+1)2(y+2)°-(y-2?%=0 o x2=-h2
Igualando los factores a cero, basta con igualar a El dividendo se puede escribir asi:

cero el primer factor:
@+b)2 ) +(b-0)x2+ (b+c)x+(a-b)

m+1=0
m=-1 Luego, el resto sera:

eR=(a+b)(-h?)x) + (b-c)-h?
+(Mb+ox+(a-b)

18.- Hallar el valor de E = - si en la division:

(a-b)x"+ (a-b)2x™ + (a-b)> x™?2

X-a+b

Igualando a cero y operando:

se obtiene como residuo : 3b™*! @D+ b+ )x-(b-h+(@-b)=0

Solucion: [F@+b)h?+ b+)]x+[-(b-c)h?+ (a-b)] =0

Calculo del resto: identificando coeficientes a cero:

ex-a+b=0 e-(a+bh2+(b+c)=0

ex=a-b
hz _ b+c (a)
eR=(a-b)(a-b)"+(a-b)?(a-b)™! a+b
+(a-b)’@a-b)* e (b-Oh2+(a-b)=0
- . _ n+1 -
Pero, segun el problema: R = 3b W - ?) _lz ®)
igualando y operando:
(a-b)™! 4 (a-b)™ 4 (a-b)rl = 3pn+l igualando (o) = (B) :
3(a_b)n+1 =3bn+1 b+C _a_b
a+b b-c

entonces:a-b=>b
Producto de medios igual a producto de extremos:

b bt-c2=a-h?
E=2 2b% =a’ + ¢?
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También:

20.- Determinar “m” para que el polinomio:
tryt+zt-mx?. y? +y2 22+ %% 2%)
sea divisible entre x +y + z
Solucion:
Calculo del resto:
°*x+y+z=0
*X=-y-z

eR={-(y+}+y'+z' m[{-(y + D)2y + 22)

+y?. 2%

Como es divisible, el resto es cero; igualando a
cero y operando:

(y+2)'+yt+ zt = ml(y + 2)2(y* + 22) +y?Z?]
[(y + 222+ y*+ 2t = m[(y? + 2yz + 2) (y* + 22)
+y222]
2+ 2yz + 2%+ y'+ 2t = myt + 2y°z + 2y?2?
+2yz> + 2t + y?Z?]
vt 4y?zt 4+ 2t 4 4yz + 2yt + 4y2P 4yt 2t

=mly*+ z* + 2y°z + 3y?z2 + 2yZ°]

20yt + 2+ 2y°z + 3y%2 + 2y2°)

=m(y*+ z* + 2y’z + 3y?z2 + 2yz?)

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Calcular el resto que se obtiene al dividir: 3.

2z PR (2= sz = 1)

(x? -x)

(73]

siendo “n” un numero impar positivo.

a)l-2x+1)n b) -2x +1 4.
c)2x+1 d) 0
e) -2x

2. Hallar el resto de:

x" - (n+1)x+n

x+1) (x-1)
para n = numero par positivo. 5.
a) nx b) x )0
d) nx -n e) -nX + m

Sabiendo que el polinomio x*+ ax*+ b es divisi-
ble entre x*> + bx + a, calcular el resto de la
division del polinomio entre ax + b.

a) 1 b) 2 o3
d) 4 e)5

Calcular el valor de “a” de tal manera que la
expresion:

x"-ax®l+ax -1

sea divisible por (x - 1)?

n n n-2
a)n+2 b)n-z <) n
d)“;2 &) n

Calcular el valor de “m” de manera que el poli-
nomio:

X33+2 + X3b+1 + mXBC

sea divisible entre x*+ x + 1
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a) 2 b) 3 c) 4 es el triple del resto de dividir:
d) 1 e) 7 x-(m+2)x-11 entre x+2
6. Calcular m de manera que la division: ) 3 b) 4 A5

xt(y+ 2?2 +ytx +2)? + ZH(x + y)?

d)3 e) -4

x*(y + 2)X + yz

. 2(x ¥ - macy2s? 11. Si el polinomio:
y + Xz + yz)® - mx%y’z

Se exacta: P(x) = 2x> + 3x*- 32x + 15
a) 1 b) 2 )3 se anula para x = -5 y x = 3. Calcular el otro valor
de x para el cual también se anula.
d) 4 e)5
a) 162 b) -1/2 o1
7. Hallar la diferencia m - n, si la division es exacta:
d) -1 e) Ninguna

3x? + mxy + 4y + 5y + ny

X+y 12. Hallar m + n si la siguiente division es exacta:

a) 2 b) -2 o 12 (m+1)x38- (n+2)x?*+ mxP- nx¥+ 2m - 2)x7 + 1

entre (x’+ 1)

d) -12 e) 7
8. Si un polinomio P(x) se divide entre (x*+ x + 1) a) 3 b) 4 Q7
el resto es 3x + 2, si el cociente se divide entre
(x3+ 7), el resto es 2x%- x + 3. Hallar el resto de d) 1 e)-1
la division de P(x) entre:
13. Hallar el resto al dividir:

x+x+ D2+ 7)
P(x) = (x- 1)%%3(2 - x)*> entre (x?-2x-2)

Dar la suma de sus coeficientes.
a) +128 b) -128 c) -216

a) 10 b) 14 c) 15
d) 216 e) 0
d) 17 e) 19
14 Al dividir un polinomio P(x) entre (x + a)* se

9. Si el siguiente polinomio: obtuvo como residuo:

(mx + 1?2+ (m + x)? + mx (x> - 3a%x + 2a%)
es divisible ente (x + 1). Calcular “m”. Calcular el resto de dividir P(x) entre (x + a)?
a) 2 b) -2 c) 4 a)x+a b) 4 ¢) xa’ + 4a’
d)5 e) 0 d) 4a3 e) X + 4a
10. Calcular “m” si el resto de la division de: 15. Al dividir un polinomio P(x) entre (x - 3)*deja
un residuo (x - 3). ; Cual es el resto de dividir el
x’-mx*+7x-1 entre x-2 cuadrado de P(x) entre (x - 3)?
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a) 3 b) 9 00
d) -3 e)8

16. Al dividir un polinomio P(y) entre (y - 3) se

obtuvo un cociente Q(y) y un resto igual a - 2;
al dividir Q(y) entre (y + 2) se obtiene un resto
igual a 2. Calcular el término independiente del
residuo al dividir P(y) entre (y - 3)(y + 2).

a) -8 b) 8 c) 12

d) -12 e) 15

17. Hallar el término cuadratico de un polinomio P(x)

de cuarto grado, si se sabe que sus respectivos coe-
ficientes son numeros enteros consecutivos, se
sabe ademds que si se divide dicho polinomio
entre (x - 1) el resto es 35.

a) 5 b) 6 )7

d) 8 e)9

18. Si al dividir un polinomio P(x) entre x*-1 se

obtuvo como residuo:

3x> + bx? + cx - 2

si se sabe ademas que el resto de dividir P(x)
entre (x?- 1) es dos veces mas que el resto de la
division de P(x) entre (x*> + 1). Decir cudnto
vale: b + c.

a) X2+ x+1 b) x

d)x-1

d) 3 e) 5

19. Hallar el residuo de:

3 n+2

X +33n]+[x9+ 3]

a) 30 B3> +1 3% -1

d) 0 1-3"

20. Hallar el resto de dividir el polinomio:

_ (x-n) (x-p)

_ . (x-m)(x-p)
(m - n)(m - p)

(n-m)(n - p)

P (x)

(x - m)(x - n)

(p-m)(p-n)
entre el divisor (x - m)(x - n)(x - p)
c) x2+1

e) x*-1

CLAVE DE RESPUESTAS
DE 2)C 3)C 4)B 5)D

6) B 7)C 8) E 9) A 10) D
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DIVISIBILIDAD ALGEBRAICA

Este capitulo tiene por finalidad determinar poli-
nomios desconocidos, dadas ciertas condiciones, y
también obtener restos que no se puede obtener
facilmente por division o por aplicacion directa del
teorema del resto.

Para tal efecto, se necesita conocer los siguientes
principios:

PRINCIPIOS DE LA DIVISIBILIDAD
ALGEBRAICA

1° Para determinar la suma de coeficientes de un po-
linomio se hace la variable, o variables, igual a 1.
Es decir:

> de coeficientes de P(x,y) = P(1,1)
donde: . significa sumatoria.
2° Para determinar el término independiente de un
polinomio se hace la variable respecto a la cual se
refiere el polinomio, igual a cero. Esto es:
T.I. del polinomio P(x) = P(0)
3° Si un polinomio es divisible separadamente entre

dos o mas binomios, serd divisible entre el pro-
ducto de ellos.

Si P(x) + (x-a), R=0
P(x) + (x-b), R=0
P(x) + (x-0), R=0

entonces:
P(x) + (x-a)(x-b)(x-c), R=0
4° Si un polinomio es divisible entre el producto de
varios binomios, sera divisible separadamente por

cada uno de ellos. Esto significa que:

Si P(x)+(x-a)x-b)(x-c¢), R=0

entonces:
P(x) + (x-a), R=0
P(x) + (x-b), R=0
P(x) + (x-0), R=0

5° En toda division, si al dividendo y divisor se le
multiplica por una misma cantidad el resto queda
multiplicado por dicha cantidad. Para determinar
el resto verdadero se divide el resto obtenido
entre la cantidad por la cual se multiplico divi-
dendo y divisor.

En general: D= dq + R

multiplicando por “m™:
D. m=d. m.q+R.m

Resto obtenido _R .m _p
m m

Resto verdadero =

6° En toda division, si al dividendo y divisor se le
divide por una misma cantidad, el resto queda
dividido por dicha cantidad. Para determinar el
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resto verdadero, se multiplica el resto obtenido
por la cantidad por la cual se dividi6 dividendo y
divisor.

En general: D= dq+R

dividiendo entre “m”:

b_d . .R
m m 1% m
El resto verdadero = Resto obtenido . m

=&- m=R
m

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Hallar la suma de coeficientes del polinomio:

P(x) = (8x3-7x + 2)™3 (5x° - 3x + 7)™!
- (10x - D)™1(4x - 1!

Solucion:

Como se pide calcular la suma de coeficientes del
polinomio, se halla su valor para x = 1:

P(1) =(8-7+2)™ (5-3+7)!

- (10 - ™(4 - 1)
P(1) = )™ - ()™
P(1) = (3") 3™ - (3)™1(3)!
P(1) = 3™, 3212322 30l
P(1) =331 - 331 2 0
<. 3 coeficientes = P(1) = 0

Rpta.: ) coeficientes = 0

2.- Si el polinomio:

P(x) = (5x - 1)>™! 2x + 5)"

+[Cx+DE+5]"+ X+n)(x-2)

tiene como término independiente (-36)
Calcular n.

Solucion:

Se halla el T.I., para lo cual se hace x = 0:

P(0) = (-1 (5)" + [(H(G)]" + (n)(-2)

2n - 1 es ndmero impar, por lo tanto:
Dt =-1

entonces:

P(0) =(-1) (5)"+5"-2n=-5"+5"-2n

P(0) =-2n

Este es el T.1., segun el enunciado su valor es -36.
Luego:

-2n = -36
n=18
Rpta.: n=18

.- Determinar E = abc si el polinomio:

x°-2xt-6x> +ax? + bx + ¢
es divisible entre (x - 1)(x + 1)(x - 3)
Solucion:

si el polinomio es divisible entre (x -1)(x +1)(x - 3),
sera divisible separadamente entre (x-1), (x + 1) y
(x-3).

Dividiendo tres veces consecutivas por Ruffini:

1 -2 -6 +a +b +C
1 +1 -1 -7 +a-7 +b+a-7
1 -1 -7 a-7 b+a-7 | a+b+c-7
-1 -1 +2 +5  -a+2
1 -2 -5 a-2 | b-5
3 +3 43 -6
1 +1 -2 | a-8

Los restos deben ser cero, asi:

a+b+c-7=0 (o)

b-5=0 )

a-8=0 W)
De (y): a=8
De (B): b=5
De(a): 8+5+c-7=0
c=-6

E = (8)(5)(06) = -240
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4.- Determinar “a” y “b” si el polinomio:

ax® + bx’ +1

es divisible entre (x-1)?
Solucion:

Como es divisible entre (x - 1)? sera divisible
doblemente por (x - 1). Dividiendo consecutiva-
mente entre (x - 1), por Ruffini:

b 0 0 0 0 0 0 1

a a+b a+b a+b a+b a+b a+b a+b

a a+b a+b a+b a+b a+b a+b a+b |a+b+1

|
a 2a+b 3a+2b 4a+3b 5a+4b
6a+5b 7a+6b

a 2a+b 3a+2b 4a+3b 5a+4b 6a+5b

7a+6b|8a+7b

Por ser divisible debe cumplirse que:

i) a+b+1=0 = a+b=-1 (o)

ii)8a+7b=0 = a=-—-= ®

Sustituyendo en (f) en (a):

ﬂ+b=—1
8

b=-8
Sustituyendo en ():

-7b

a= —(-8)
8
a=7
5.- Hallar el cociente entre “q” y “r” si el cociente es
exacto:
X7 - 5qx + 4r
(x-0)?
Solucion:

Si el cociente es exacto, el polinomio dividendo
es divisible entre (x - ¢)? y también dos veces es
divisible entre (x - ¢), dividiendo por Ruffini:

.- Hallar “n” y “a

1 0 0 0 -5q +4r
!

c c c? I ct -5qc+c’
1 c c? S -5q+ct | 4r-5qc+c’
!

c c 2¢2 3¢ +4ct
1 2c 3¢ 4¢ | -5q+ctr4ct

Como el cociente es exacto, debe cumplirse que:
i) 4r-5qc+c =0 (o)
i) -5q+5c¢t=0
ct=q ®
Sustituyendo (B) en (a):
4r-5¢+c=0
r=¢ )

De (B) a la quinta y (y) a la cuarta potencia, se
obtiene:

=q (p)

- CZO (e)

[IP]

si la division es exacta:

x+x+ D) -a[x+1D?*-x+ 117 -nx*(x+ D*

x3-1

Solucion:

Como el divisor es:
-1=(x-DEE*+x+1)

Por productos notables, el dividendo sera divisi-
ble entre (x - 1)(x*+ x + 1) y también entre cada
uno de ellos. Si es divisible por (x - 1), aplicando
el Teorema del resto se obtiene:
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R=P(1)=(1+1+2)*-a4-1+1)°>- n(1)*)*=0

256 -64a-16n=0

4a+n=16 (o)

Si es divisible entre (x*>+ x + 1), aplicamos el Teore-
ma del Resto, previo cambio de forma del dividen-

do, de esta manera:
x+x+ 2D -ax?+2x+1-x+ 1) -nx*+ x)*
o (xX+x+2D-ax+x+2)P-nx*+x)*

(Dividendo)
Igualando a cero el divisor:

X+x+1=0 x?+ x= -1
Sustituyendo en el dividendo:

R=(C1+2*-a-1+2)2-n-D*=1-a-n

Como la division es exacta el resto es cero, esto es:

l-a-n=0
a+n=1 ()

Restando (o) - (B):

3a=15
a=>5

Sustituyendo en (a):

n=-4

.- Calcular “a” y “b” si el polinomio:

2xt + ax3 + bx?+ 27x - 10
es divisible entre x*- 6x + 5

Solucion:

Transformando a producto el divisor por produc-
tos notables, entonces el polinomio sera divisible

separadamente por (x - 5) y (x - 1)

x2-6x+5=(x-5)(x-1)

Dividiendo por Ruffini dos veces:

2 +a +b 27 -10

1 2 a+2 a+b+2  a+b+29
2 a+2  a+b+2 a+b+29 |a+b+29-10
!

5 10 5a+60  30a+5b+310
2 a+l2 6a+b+62 | 31a+6b+339

Por condicion del problema:

a+b+29-10=0

a+b=-19 (o)
También:
3la+6b +339=0
3la + 6b =-339 ®
De (o):
b=-19-a

sustituyendo en (f§):
3la + 6(-19 - a) = -339
a=-9
sustituyendo en (a.):

9+b=-19
b=-10

8.- Un polinomio de tercer grado cuyo primer coefi-
ciente es 1, es divisible por (x - 2) y (x - 1) y al
ser dividido por (x - 3) da resto 20. Hallar su tér-
mino independiente.

Solucion:

Datos:

i) P(x) es de tercer grado
ii) Primer coeficiente es 1
iii) P(x) + (x-2), R= 0
iv) P(x) + (x-1), R= 0
v) P(x) + (x-3), R=20

Incognita: T.I. = P(0)
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O
\

De los datos (3) y (4) se obtiene:
P(x) + (x-2)(x-1), R=0
En toda division:

D=dq+R

si R =0, la division es exacta, para este problema,
por lo tanto:

P(x) = (x-2)(x-1 qx)

Por dato (1), P(x) es de tercer grado:

P(x) = (x-2)x-1) qx)
- T
3ergrado  2do.grado ler.grado

se concluye que q(x) es de primer grado y es de
la forma:

qx) =ax+b
Luego: P(x) = (x-2)(x-1(ax-Db)
Por dato (2) el primer coeficiente es 1, luego:
a=1
Por lo tanto se puede escribir:
P(x) = (x-2)(x-1)(x+b) (o)
Por dato (5); P(3) = 20

Sustituyendo x = 3 en (o) e igualando a 20:

3-2)B-1)B+b)=20
b=7

El polinomio buscado es:
P(x)=(x-2)(x-Dx+7)

P(0)=(0-2)(0-1)(O+7) =14

.- Un polinomio P(x) divisible entre:

(x*+ 1)

tiene como T.I. -3 y grado “n”. Calcular el valor
de “n” si se sabe que al dividirlo separadamente
entre (x - 1) y (x - 3), los restos que se obtienen
son: -2y 732 respectivamente.

Solucion:

Datos:

DP(x) + x™'+1),R=0
ii) P(x) es de grado “n”
iii) P(x) + (x-1),R=-2
iv) P(x) + (x-3), R=+732
v) TI. de P(x) es-3
Incognita: n
Por el dato (1):

Px)= (x*'+1) qx)

Por el dato (2):

Px) = &™+1) q(x)
— e
grado n grado (n-1) grado (1)

grado n

por lo tanto, q(x) es de primer grado y de la forma:

qx) =ax+b
y, el polinomio adopta la forma:

P(x)= (x*'+1) (ax + b)

Por dato 5:

TL=P0)=-3 (o)

P(0) = (0 + 1)(0 + b) B

Igualando (a) y (B)

O+1D(O+b)=-3
b=-3

Con lo cual el polinomio hasta este momento
tiene la forma:

Px)=(x"1+1) (ax - 3)

Por el dato (3):
P(1) =-2
P(1) =1+ 1D@-3)=-2
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Esto es:

A+ 1@-3)=-2
a=2

El polinomio finalmente sera:
Px)= (x*'+1)(2x - 3)
Por el dato (4):
P(3) =732 ()

P(3) = 3™+ 1)(6 - 3) (70)

Igualando (p) y ():
B+ 1)(6-3) =732
31412244 5 312243 313

Como las bases son iguales, los exponentes tam-
bién seran iguales:

n-1=5;n=06

10.- Un polinomio P(x) de sexto grado tiene raiz

cuadrada exacta, es divisible separadamente
por (x*+1) y (x + 3) y si se le divide por (x + 2)
el resto es 225.

Hallar la suma de sus coeficientes.
Solucion:
Datos:

i) P(x) es de sexto grado
ii) P(x) tiene raiz exacta
iii) P(x) + (x>+1),R=0
iv) P(x) + (x+3), R=10
v) P(x) + (x+2), R= 225
Por los datos (2), (3) y (4):
P(x) + (x*+ 1)}, R=0

P(x) + (x+3)%, R=0

de aqui se concluye que:

P(x) + (x2+1)2 (x+3)% R=0

luego:

P(x) = (x2+1)? (x+3)? qix)
Por dato (1):

Px) = xX*+1D?* x+3)? qx

— e e
6to. grado 4to. 2do. 0
6to.grado

se concluye que q(x) es de grado cero y toma la
forma de:

qx) = A
el polinomio sera:
P(x) = (x*+1)? (x+3)2 A

Por el dato (5):

P(-2) =225
P(-2) = (4+1)2 (-2+3)> A=225

(5)% (1)* A=225
A=9

El polinomio es:

P(x) = (x*+ 1)? (x+3)*(9)
La suma de coeficientes sera:
P(1)=(1+1)>1+3) =#(16)9 =576

P(1) =576

11.- Determinar el polinomio P(x) de 5to. grado que

sea divisible entre (2x*- 3) y que al dividirlo
separadamente entre (x + 1) y (x - 2) los restos
obtenidos sean 7 y 232 respectivamente.

Solucion:
Datos:

P(x) + 5to. grado
P(x) + 2x*-3),R=0
Px)+ (x+1),R=7

P(x) + (x-2), R=232

- 120 -



ALGEBRA

a) Como P(x) + (2x*-3),daR= 0
P(x) = 2x*- 3) q(x)

b) Como P(x) es de 5to. grado, q(x) es de primer
grado:

qx) =ax+b
Luego: P(x) = 2x*-3) (ax + b) (o)
¢) Aplicando el Teorema del resto:

P(x) + (x+1)

haciendo: x+1=0

x=-1
R=P(-1)=7
En (a):
P(-1) = [2(-1)* - 3][a(-1) + b] = 7
-DC¢a+b)=7
+a-b=7 )

d) P(x) + (x-2)
haciendo: x-2=0
x=2
R=P(2) =232
En (a):
P(2) = [2(2)* - 3][a(2) + b] =232
29(2a + b) = 232
2a+b=38 )

Sumando (B) y (y):
3a=15

a=

Ut

En (B):
5-b=7

b=-2

e) Reemplazando valores en (a):
P(x) = 2x*-3)(5x - 2)

efectuando:

P(x) = 10x°- 4x*- 15x + 6

12.- Hallar el resto de la division:

(x-3)8+(x-4)°+6
x-3)(x-4)

Solucion:
En toda division se cumple:
D=dq+R

En este caso:
x-38+(x-4°+6=(x-3)x-4) qx) +ax+b

Como es una identidad, se cumple para cualquier
valor de x, asi:

para x = 3 se obtiene:
(3-38+3-4°+6=03-3)3-49qB) +3a+b
-1+6=3a+b
3a+b=5 (o)
para x = 4 se obtiene:
(4-33%+(4-49°+6=4-3)4-49q4) +4a+b
4a+b=7 ®

restando (B) - (a):
a=2
En(a):6+b=5
b=-1
R=ax+b
R=2x-1

13.- Hallar el resto en:

(x-5P (x+4)?(x>-3x-17)"
x-2)x+4)(x-5)

Solucion:

Dividiendo al dividendo y al divisor entre (x- 5)(x +4),
se obtiene:

(x-5)2(x+4) (xX>-3x-17)"
(x-3)
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Aplicando el Teorema del resto:
x-3=0
x=3

Sustituyendo en el dividendo:
R=3-5P G +4Q27-9-17)"=H(7)(1)"=28

Como previamente se dividio, dividendo y divi-
sor entre el producto (x-5) (x+4), para obtener el
resto verdadero se tendra que multiplicar el resto
28 por (x-5) (x+4), ast:

R.verdadero = 28(x - 5)(x + 4)

efectuando:

R = 28x? - 28x - 560
14.- Hallar el resto en:

X102 _ 51 4 4 0

x2-x+ 1

Solucion:

Multiplicando el dividendo y divisor por (x+1) se

obtiene:
(x102- x5 o x* 4+ D) (x + 1)
(x2-x+Dx+1)
efectuando:
X103 %32 x4 2x + x102- x3 o x* 4 2
3+ 1

descomponiendo parcialmente en potencias de “x>”:

(X)) - V() - () (D) + 2x + (x)**

3+ 1

AT (D)) + 2

aplicando Teorema del resto:
x+1=0

x> =-1

R= (- & - DV - CDED +2x

+ (- (D& +2- (DY

R= x+x+x>+2x+1+x+2+1

R= x*+5x+4=x+1x+4)

Como se ha multiplicado dividendo y divisor por
(x + 1), se tendra que dividir por este mismo
valor el resto para obtener el verdadero.

El resto verdadero sera:

x+Dkx+4)
(x+1)

R. verdadero =

R. verdadero = x + 4

15.- Si se divide un polinomio P(x) entre (x - 1) se
obtiene un resto que es 3; al cociente se divide
entre (x + 1), el resto es 5; al nuevo cociente se
divide entre (x + 2), el resto es 8. Hallar el resto
de la division P(x) entre (x - 1)(x + 1)(x + 2)

Solucion:

Datos:

HP(x) + (x-1) = qx), R=3
i qx) + (x+1) =q,(x), R=5
iii) q,(x) + (x +2) = q,(x), R=8
Operando para resolver el ejercicio:
Por el dato (1):
P(x) = (x-1)qx) +3 (o)
Por el dato (2):
qx)=x+Dqx®+5 B
Por el dato (3):
q,x) =x+2) q,x)+8 (y)
Sustituyendo (y) en (B):
qx) = x+1) [(x+2) q,(x)+8] +5
40 = (x+ 1) (x+2) () +8(x+ 1) +5 (¢)
Sustituyendo (¢) en (o):

P(x) = (x-1D [(x+ D(x+2) q,(x)

+8x+1)+5]+3
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efectuando:

P(x) = (x-Dx+2)(x+1)q,x)

+8x+Dx-1)+5(x-1)+3

P(x) = (x- D+ D(x +2) q,(x)

+8x2-8+5x-5+3

P(x) = (x- D+ D(x +2) q,(x)
+8x?2+5x-10

La division completa sera en consecuencia:

P(x)+(x-D(x + D(x +2) = q,(x)+ (8x* + 5x -10)

Rpta.: 8x% + 5x-10

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Un polinomio P(x) de tercer grado y de primer
coeficiente la unidad, al ser dividido entre el
polinomio:

x*+3x+ 1)

deja de residuo cero. ;Entre cuales de los siguientes
binomios es divisible P(x) si al dividir P(x) entre
(x+1) deja de residuo -1?
b) x=2

a) X +4 c)xX+3

d)x-1 e)x-3

2. ;Cudl es la suma de los coeficientes del polinomio

f(x) si se sabe que es de tercer grado, su primer
coeficiente es la unidad, es divisible entre:
(x-2)(x + 1) y carece de término cuadratico?
a) 4 b)1 o2

d) -3 e) -4

W,

3. Al dividir dos polinomios enteros en “x” se

observa que el término independiente del divi-
dendo es 5 veces el término independiente del
divisor y el residuo 2 veces el del divisor. Hallar
el término independiente del cociente.

a) 1 b) 3 )2

d) 4 e)5

. Hallar el valor de (m-n) sabiendo que el poli-
nomio:

P(x) = 10x° + x*- 9x> +16X? + mx + n

. Al dividir un polinomio P(x) entre x

es divisible entre (x - 1)(2x + 3)

a) 4 b) -4 c) 0

d) 8 e) -18

. ¢Cual es el valor de “m” si el polinomio:

P(x)=x>+m(a-1)x*?+a> . (mx+a-1)
es divisible entre x - a +1?
a) a b) a2+ 1

c)a+l

d) -1 e) -a

[7P 1)

. ¢Qué valor debera asignarse a “o” para que el

polinomio:

5% - a(x?+x-1)
admita como divisor a : 5x? + 2x - 4?
a) -4 b) 6 c) 8

d) 8 e) 7

34+ 1, se

obtiene como resto:
6x2+ 2x -3
Hallar la suma de los coeficientes del resto de

dividir P(x) entre (x - 1)(x + 1), sabiendo que la
suma de los coeficientes de P(x) es 8.
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a) 6 c) 4

b) 12

d) 8 e) 5

8. Averiguar el valor de (a?- b?) si la diferencia
entre los restos que se obtienen al dividir sepa-

radamente el polinomio:
ax*+bx’+ ¢

entre (x*+ 1) y (x> + 1) respectivamente es:

2x-12
a) -24 b) -16 c) -20
d) -12 e) -8

9. Hallar el resto que se obtiene al dividir:

X3a + 2X3b+1 + X3c+2 +1

2+x+1
a)x-1 b) x o) x+1
d) -x e) faltan datos
10. Hallar el resto de la division:
x+2)°+2x>+6
x+3)x+1)
a) 3x + 1 b) 26x + 31 ) 4x + 1
d1 e)2

13.

14.

15.

11. Un polinomio P(x) al dividirlo entre x>+ x + 1y
x 2-x + 1 nos da como resto 1 - x y 3x + 5. Hallar

el resto que daria al dividirlo entre:

xtex?+1
a) 1 b) 4 c) 6
d) 12 e) -6

16.

12. Elresto de dividir un polinomio M(x) entre (x - 2)° es:

x>-2x + 1

Otro polinomio N(x) al dividirlo entre (x - 2) da
como resto:

2x2+3x -6

Si en ambos casos el polinomio es el mismo, ; Cual
es el resto de dividir M(x) + N(x) entre x*- 4x + 52

a) 20x - 25 b) x +5 ) 4x =2
d) 3x +1 e) x
Hallar a y b de manera que:

x>+ ax?+11x + 6 y x>+ bx?+ 14x + 8

sea divisible por x*> + mx + n

a) a=1 b)a=5 c)a=38
b=3 b=7 b =10
d) a=6 e)a=4
b=7 b=3

Un polinomio de 4to. grado en x, cuyo primer
coeficiente es la unidad es divisible por (x*- 1)
y por (x - 4) y al dividirlo por (x + 3) da como
residuo 56. Calcular cudnto dara de residuo al
dividirlo por (x - 2).

a) 48 b) 12 c) 24
d) 50 e) 15
Encontrar un polinomio de sexto grado, cuyo

T.I. es 100, que tenga raiz cuadrada exacta, que
sea divisible entre (x* + 2) y que al dividirlo
entre (x - 1) el resto obtenido sea 81. Hallar el
resto del mencionado polinomio cuando se le
divide por (x + 1).

c) 225

a) 36 b) 144

d) 324 e) 441

Un polinomio de grado n + 1 cuyo primer coefi-
ciente es 1 es divisible entre (x" + 2). Si el resto de
dividirlo separadamente entre (x + 1) y (x + 2)
son respectivamente 12 y 258. Calcular “n”.

a) 2

b) 4 c) 6

d) 8 e) 5
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17. Tres numeros reales y diferentes verifican las
condiciones siguientes:

a3+pa+q=0
b>+pb+q=0
A+cp+q=0
Calcular : E =_C1_(M>
p abc
3)1 b)—l C)a
db o) ¢

18. Un polinomio P(x) de 2do. grado y el primer coe-
ficiente la unidad al ser dividido entre (x - 2) da
como resultado un cierto cociente Q(x) y un
resto 6. Si se divide P(x) entre el cociente
aumentado en 3 la division resulta exacta. Hallar
el resto de dividir P(x) entre (x - 5).

a) 5

b) 20 c) 10

d) 4 e) 12

19. Calcular “a” si se cumple la siguiente identidad:
3x°-2x*+3x-7 = a(x-1)’+ b(x- 1)*
+e(x-1P+dx-D2+relx-1)+f

a) 22 b) 18 0 10

d) 13 e) 8

20. Hallar el resto de la siguiente division:

a(x-b)>™ + b(x-a)™

(x -a)(x - b)
a) ax-b b) bx - a
¢) (a+b)™x +b d) (a - b)*"x
CLAVE DE RESPUESTAS

1)B 2)E 3)B 49 € 5) D

6) C 7)D 8) A 9) C 10) B
11) C 12) A 13)D 14 A 15) E
16)C 17)B 18) B 19) B 20) D
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COCIENTES NOTABLES

DEFINICION.- Aplicando Teorema del resto, regla practica:

Se denomina cocientes notables, a ciertos cocientes 1°x+a=0
cuyo desarrollo se puede escribir sin efectuar la 2 x = -a
division. Se caracterizan por ser cocientes exactos.

3 R=(a)™ +am=0
FORMA GENERAL DE LOS COCIENTES
NOTABLES Hay dos casos:

. . a) Que “m” sea par, luego:
Todo cociente notable se puede presentar de la si- )Q par, fueg

uiente forma general:
& 8 R=(a)m+a™ =a™+a™ =2a"= 0

I+

xMx a™
X % a No es cociente notable, porque el resto es dife-
rente de cero.

donde se observa:

. .. . b) Que “m” sea impar, luego:

1) El dividendo y el divisor tienen, cada uno, dos )Q P &
érminos.

te 0os R = (_a)m +al = g4 g

23 RT3 1)

2) Las bases del dividendo y divisor “x”, “a

respectivamente son iguales. Si es cociente notable.
3) Los exponentes en cada uno de los términos CONCLUSION - La forma:
del dividendo son iguales.
x™ 4+ a™
4) Hay cuatro formas de cocientes notables, que 1 .
X +

se obtiene combinando los signos:

+ o+ - -
N e

es C.N. cuando “m” es impar.

m

ESTUDIO DEL SEGUNDO CASO: X -2"

X+ a
Como consecuencia, se presenta 4 casos. Calculo del resto:
XM 4 gm 1°x+a=0
ESTUDIO DEL PRIMER CASO:
X+a 2°x =-a

Dividendo: x™ + a 3R = ()" - am

Divisor: x+a

Cociente: C.N. para que sea cero, m debe ser numero par ast:

Resto: 0 R=a"-am = 0
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CONCLUSION.- La forma:

XM - gm

X - a
es C.N. cuando “m” es un nimero par.

ESTUDIO DEL TERCER CASO: xXrrat
X-a

Calculo del resto:

1° x-a=0

2° x=a

3° R=(@™+a™ =2a™ = 0

Como el resto es diferente de cero, no es C.N.

CONCLUSION.- La forma:

x™ 4+ a™

X - a
no es cociente notable para ningun valor de “m”.

XM - gm

ESTUDIO DEL CUARTO CASO:

Calculo del resto:

1° x-a=0

2° x=a

3° R=(a)m-a™ =0

Como el resto es cero, si es C.N.

CONCLUSION.- La forma:

x™ - am

X - a

es cociente notable para cualquier valor de “m”

DESARROLLO DEL COCIENTE
NOTABLE

Para desarrollar el C.N. se realiza la division por
Ruffini, aplicado a un caso, pero se generaliza para
los tres casos de cocientes notables con las reglas
practicas que se hara al final de la demostracion.

Seael C.N, X2 +a” para m = # impar
X +a

Dividiendo por Ruffini:

1 0 0 0 .. 0

+a™

2 m-1 m

-a -a +a

1 A +az -ad L. +am’1| 0

El cociente es de grado =m - 1

+a -a

q(x) = -x™t - xm2pl 4 xm3a2 - xR 44 amd

Por lo tanto:

m m
X"+ a _ 2 m-1

xMl o xm-2a1 4 xm392 xmHa3y | 4a

X+ a

REGLAS PRACTICAS PARA ESCRIBIR EL
DESARROLLO DE CUALQUIER COCIENTE
NOTABLE

1) El primer término del cociente es igual alcociente
entre el primer término del dividendo y el primer
término del divisor.

2) Elultimo término del cociente es igual al cociente
entre el segundo término del dividendo y el segun-
do término del divisor.

3) A partir del segundo término del cociente el expo-
nente de “x” comienza a disminuir de 1 en 1 hasta

el valor cero.

4) También a partir del segundo término del cociente,
aparece “a” con exponente “1” y en cada término
posterior su exponente aumenta de 1 en 1 hasta

«m _ 177.

5) Para los signos de cada término se debe tener en
cuenta:

a) Cuando el divisor es de la forma (x + 1) los
signos de los términos del cociente son
alternados (+) y (-) comenzando por (+).

b) Cuando el divisor es de la forma (x - a) los
signos de los términos del cociente son
positivos.

NOTA.- El dividendo en ambos casos (a y b)
puede ser:

(Xm + am) o (Xm_ am)
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Ejemplos:

Desarrollar:

NxXP+a 4 3 2.2 a3y ot
i) 2T —x*-x’a+x%a’-xa’+a
X +a

6

6 _
jj) X -2 5

X+ a

=x°-x*a+ x3a%- x*a3 + xat- a°

8_ 48
.. X8-a
iii) =x+x% +x°a%+ x*a +xCat+ x?a’+xa®+a’

X10+ aZO _ (X2)5+ (a4)5
(x?) + (ah)

+ (x1)2(@h?- xH) (@)’ + (@h?

iv) = (x)* (x»)3(@Y)

x%+ at

0, en forma inmediata:

10 4 420
= X
x% +at

X 8

- x0a* + x*a® - x%al? + alt

DETERMINACION DE UN TERMINO
CUALQUIERA DE UN COCIENTE NOTABLE

En forma general:

x™+a™ 1 ome -
=Xml+ XmZal+Xm3a2

+
x=*a ¥ Xm-4a3 + Xm-Sa4 + am-l

DEDUCCION DE LA FORMULA, para el término k.
ler. término: (signo)x™!al"!
2do. término: (signo)x™2a*!
3er. término: (signo)x™3a’!

4to. término: (signo)x™*a*!

10mo. término: (signo)x™1%a10-!

kmo. término: (signo)x™*ak!

t(k) = (signo)x™*kak!
REGLA PARA EL SIGNO

1) Cuando el divisor es de la forma (x - a) el signo de
cualquier término es positivo.

2) Cuando el divisor es de la forma (x + a) el signo de
los términos que ocupan un lugar par son negativos
y los que ocupan lugar impar son positivos.

Ejemplo:
Hallar el t,5 y t,, en el desarrollo del C.N.:

X150 _ 4100

x> + a?
Solucion: Dando la forma de C.N.:

(x3)%0 - (a2)%
(x?) +(a?)
de donde:

1ra. base del divisor: (x3)

2da. base del divisor: (a?)
m =50

Luego para k = 25:

tos) = +(x3)5025 (32)251
t,, = +x7%a
Para k = 40:
t, =-(x?)0%0 (a?)*t
to = -x*a’®

CONDICION NECESARIA Y SUFICIENTE
PARA QUE EL COCIENTE:

x™ + a
——————— SEA NOTABLE
xP + al

Establecidas las condiciones de divisibilidad, el
cociente:

x™ a"

I+

xP ad

I+

sera notable cuando:

m

xmx a  (xP)'x (a9)r

xP + a4

xP + a4
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donde: 2.- Hallar el término independiente del cociente:
pr=m (x+a)"-a"
X
r=2 (o)
P Solucion:
qr=n Dando la forma de C.N. y desarrollando:
= o n_ on
T q ([3) x+a)"-a = (x+ )" + (x +a)"2al
(x+a)-a
m n + (x+a)"%a’+ ..+ ar!
Es decir, los cocientes entre TR deben ser
enteros e iguales. El término independiente del C.N. es:
NUMERO DE TERMINOS DEL COCIENTE NOTABLE P(O) = a™ + a™2al + a™3, a2+ ... + a™!
De (o) y (B): “n términos”
=a™l+ amly am i +an!
pﬂ = 3— = # de términos del cociente notable.
“n veces”
EJERCICIOS RESUELTOS T.I.C. = na™!
1.- Simplificar: 3.- Simplificar:
1 x x* x X" x"!
E—a—+;+;+a—4+... + g +m E=X78+X76+X74+ o axtex2el
xBex® x4+ e xtex?4l
Solucion:
Solucion:
Sumando todos menos el ultimo sumando:
1 N N Escribiendo el numerador y denominador como C.N.:
e XX b X
a a2 a an+! (x2)%0 _ 140
_a'+ avlx + a™ x4+ a3 4.+ XD x2) -1
an+! a (x)20 - 120
escribiendo el numerador como C.N.: (x?) -1
a11+1 _ Xn+1
1 x &  ax efectuando y simplificando:
— =
a a* a an+! an+! - X1 (x0)2- 12
_aml - xml T ]
am—l(al _ X)
(X40 + 1) (X40_ 1)2 40
Sustituyendo en la expresion: E= =x"+1
(x*-1)
E- an+1 _ Xn+1 N Xn+l _ an+l _ Xn+1 + Xn+1
a™l(a-x)  a™(a-x) a™l(a - x) 4.- Hallar el cociente y el resto en:
simplificando: x4 x2-1
nel X2+ x0 e xB e extex?tal
= n+la = L = (a - X)-l
a*l(a-x) a-x Solucion:
Rpta.: E = (a-x)"! Transformando el divisor a Cociente Notable:

- 129 -



ex?-1 (PP x?-1DEE-1)
T - 3o 1
x?-1

x0 4+ xFoxr-ox-oxr+ 1

x>t -1

Dividiendo por el método normal:

x0-x3tpxt-2xr+ 1 x>t -1
-x36 + x? x?-1
-xtextox?4l
+ x> -1
+xt - x?

Resto Verdadero

Como Resto verdadero =

x*-1
x* - x? ,
= =X
2
x* -1

Rpta.: El cociente es : q(x) = x*- 1

5.- Hallar (m + n) si el t (25) del desarrollo de:

x129m _

2n

86n

X3m -a

es X270a288

Solucion:

Calculo de t(25):
Escribiendo la division como C.N.:

(X3m)43 _ (a2n)43

(X3m) _ (aZn)

£(25) = + (x3m)#3-25 (a2m)25-1 _ x54m q48n _ 270,288

Por datos:

identificando los exponentes:

1]
Ut

54m = 270 = m

1]
o)}

48n = 288 = n

6.- Si los grados absolutos de todos los términos van
disminuyendo de 3 en 3 y si ademas el t(40) de su
desarrollo tiene grado absoluto (G.A.) = 87, hallar
el numero de términos siendo el C.N.:

xX"P - gP
x"-a

Solucion:
1) Calculo del t(40):
t(40) = (xMP (a)*!
Por dato:
G.A.t(40) = n(p - 40) + 39 = 87
n(p - 40) = 48 (o)
2) Célculo del t(41):
t(41) = (xHPH (@
t(41) = (xMPH ()%
por ser término consecutivo, y los grados absolu-
tos segun el problema disminuyen de 3 en 3, se
tiene:
GAt(4D) =n(p-41) +40 =84
n(p - 41) = 44 G
Dividiendo (o) : (B):
n(p - 40) _ 48 _ 12
n(p-41) 44 11
p=52
7.- Si el siguiente cociente:

X6n+3 + aén—22

O

X + a

es notable. Calcular:

a) El valor de n.
b) El numero de términos.

¢) El término 19.
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Solucion:

Si es C.N., por formula:

6n +3 = 6n - 22 = # de términos.
n-o6 n-8

2 2

a) Simplificando:

6n+3 0On-22
n-6 n-8

Multiplicando medios y extremos:

(bn+3)(n-8)=(6n-22)(n-6)
6n% 48n + 3n-24 = 6n%-36n-22n + 132
13n = 156

n=12

b) El numero de términos es:

_6n+3 6(12)+3 75 -5
n-o6 12-6 3

2 2

#

¢) El cociente notable es:

X75 + aSO _ (X3>25 + (aZ)ZS

vz () + (@)

X

Por féormula:

t 3)25-19 (aZ) 19-1

1o = +(x

— «18436
t, =x'%

8.- En el cociente notable:
Xt - yP
X -y
hay un término central, que es igual a:

¢ 231

Xy
Hallar: E=a+b+c

Solucion:

Si es cociente notable, llamando m al numero de

términos, se tiene:

=—=m (o)

Luego, el k- ésimo término sera:
t(k) = )™k (yH!
si hay término central, entonces:
) RyDHIT = xy!
identificando exponentes:
3(m-k)=c G
7(k-1) =231
k=34

El lugar del término central es 34, entonces habra:

34
33 33

m =33+ 33+ 1 =067 términos

En(ot):i=£=m=67
3 7
de aqui:ib=67 = a =201
%:67 =  b=469
En (B):

3(67-34)=c = c=99

Luego, el valor pedido es:

E =201 + 469 + 99 = 769

9.- Sabiendo que el t(5) del cociente notable:

4% bA’X

asy 9 _ p'o
es: al’®b%*. Calcular el ntumero de términos.
Solucion:

Desarrollando el Cociente Notable:

4% 4
at' - b X _(sY . X y(5Y .
N U P L G
Y . Y
279 B o

bsy-g + a4" 3(5Y -9) bz(sy-9> + a4x -4(5Y -9)

B39 gt 5G9 L T
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Por dato:

X
45557 -9) h#(57-9) _ 4176 o4

Ly =a

(5)

identificando exponentes de a:

455(5-9) =176 (@)

exponentes de b:

4(57-9) = 64
57-9 =16
5% = 57
de donde: y =2

En (a): 4*-5(16) = 176
4% =256= 4*
X =4

El namero de términos es:
4x B 44 _
5Y -9

256
16

=16

52-9

10.- Cudl es el lugar que ocupa un término en el
sigueinte C.N.:

X330  y140

X0 -y
contado a partir del primer término sabiendo que
la diferencia del grado absoluto (G.A.) de éste
con el G.A. del término que ocupa la misma posi-
cion contado a partir del extremo final es 9.

Solucion:

a) Calculo del t(k) contado a partir del extremo
inicial:

T(k) = (x%)70k (y2)k1

GAt(k) =5(70 - k) + 2(k - 1) =348 - 3k

b) Calculo del t(k) contado a partir del extremo
final.

Sean los términos y sus respectivas posiciones.

@
n

(n-k+1

El t(k) contado a partir del extremo final ocupa la
posicion n - k + 1 contado a partir del extremo
inicial. Luego:
tn-k+1)=t(70 -k + 1) = t(71 - k)
= (x0)7OTH) (y2)71kd
(71 - k) = (x%)k! (y2)70-k
G.A.:
t(71-k) =5k -1) +2(70 - k) = 3K + 135
Por la condicion del problema:
(348 - 3k) - Bk +135) =9

de donde: k = 34

El término ocupa el lugar 34.
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1.

2.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Si la expresion es un cociente notable:

X2(4m+1) _ YSm

1 + ym»3

xm
hallar el valor de “m”:

a)3 b) 6 c) 8
d) 5 e) N.A.

En el desarrollo del cociente:

x120 - y30
xt-y
un término que ocupa el lugar k supera en gra-
do absoluto en 30 unidades el grado absoluto del
término que ocupa el lugar k - 1 contado a par-
tir de la derecha. Hallar k.

a) 8 b) 9 c) 10

d) 11 e) 12

3. ¢Qué relacion debe cumplirse entre los valores a

y b de tal manera que la expresion:

Xa+b yab _ ya3 +b3 +ab

(Xy)ab _ yaz +b2

sea cociente notable?

a) ab=-1 b)a+b=1 c)a+b=-1

d)ab=1 e)a=b

4. En el siguiente cociente:

X2 -y

m m
XLyt

tiene como segundo término x'°y%. Hallar el
numero de términos.

a)5 b) 7 c) 4

d) 6 e)9

5. En el desarrollo de:

XL y212

X7 _ y4
@

un término que ocupa la posicion “r” contando
a partir del extremo, supera en G.A. en 12
unidades al término que ocupa la posicion (r - 2)
contado a partir del primer término. Hallar el
G.A. del t(r + 7).

a) 250

b) 244 c) 254

d) 256 e) 260

Hallar m y n sabiendo que el término tercero del
desarrollo de:

X4n+3 + y3(2111-1)
x™ +y"
es igual a x!*y'6
ayn=7 b)n=7 c)n=38
m=4 m=38 m=7
dn=1 e) Ninguno
m=3

{3 )

. Siendo “n” un numero natural, calcular el lugar

que ocupa el término de grado 135 en el sigu-
iente cociente notable:

23 _ 202 +22

X Yy
Xn-3 + yn-l
a) 16 b) 17 c) 18
d) 19 e) 20
8. Simplificar:
1 X x? x"
+ + oo —
. a-x (a-x)? (a-x)° (a-x)™!
1 X x? x"
= + 5 gpo &
a-x (a-x? (a-x)3 (a - x)n+!
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siendo: “a” diferente de x”

(7]

n” es numero impar.

a) a b)a-x c)a+x

d) -2 e) =

a-2x a-x

9. Siendo n un ndmero impar, calcular el cuadrado
del término central del siguiente desarrollo con-
siderado como C.N.:

1| p+@" - (p-@r
2 q

A+ (- b P+™.(p-™!

) pp+r. (p-~t A (p*-gH"
e) (pz _ qZ)n—l

10. Calcular el término idéntico de los desarrollos de:

x5 - yloo x102 _ o8

X -yt X - y?
a) x10y12 b) x*0y25 c) x¥y36
d) x20y0 e) xi2yD3

11. Sabiendo que (x - a)? = Ay x*- b = B, cudnto
términos en funcion de A y B tiene el cociente:

(x - 2)® - (x2-b)'6
x?- 2ax+b

a) 15 b) 14 c) 32

d) 16 e) 10

12. Hallar el coeficiente de x*y? en el cociente:

X+ xy+y?)? + (x*-xy +y?)?

2(x* +y%)

a)l b) 2 c)3

d) 4 e)5

13. Cuantos términos tiene el siguiente producto:

(x4 x4 x3 4+ X+ x5)

(2x8- 5x7 + 8x°- 5x°)

a) 1l b) 2 )3

d) 6 e) 4

14. Hallar el término entero del desarrollo del
cociente notable:

1634 - 8V2
-2

a) 512 b) 256 c) 1024

d) 2 048 e) 4096

15. Calcular la suma de todos los valores de “n” si el
cociente:
X0 - X-Zn
x - x2
debe tener 20 términos enteros.
a) 58

b) 61 c) 60

d) 119 e) 121

16. En el desarrollo de un cociente notable se obtu-
vieron dos términos consecutivos:

S 27 16 (,30 _

- xy 4+ x Py

hallar el dividendo del cociente notable.

a) x40 4 yo0 b) x*0 - yo0
) x20 -y d) x20 - y30
e) x30 4 y¥

17. Encontrar el numero de términos del desarrollo
de:

Xa_ya

donde a y b son nimero enteros.
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a)a-b b) ab c)a-b-1 ap-3 b) 507 - p ¢) 36
d)ab-1  ea-b+l d) 13 e) 468
18. Hallar el primer término del cociente notable: 20. Hallar o + p en la identidad:
@+b+o)* - (a+b-0)t* Byl y)® - (- yH 4 )7+ (2 - y)?
. x+y)?-x+y)°]=(x+y)*- (x+y)P

a)2@+b-c)’ b) 2(a-b + ¢)? a) 4 b) 6 )3
c)2(a-b-c)3 d)2(a+b+c)’ d) 14 e) 16

e)2(a-b-¢)?

CLAVE DE RESPUESTAS

19. Hallar el numero de términos del C.N.: 1) B ) D D HA 5D

xP -y 6) A A 8D 9E 10)C
3 -yP
IDD 12)E 13)D 14A 15D

16) B 17) C 189D 19)C 20) E
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FACTORIZACION

DEFINICION.-

Es la operacion que tiene por finalidad transformar
una expresion algebraica racional y entera en otra
equivalente, que sea igual al producto de sus factores
primos racionales y enteros. En general, factorizar

a continuacion, se saca las letras comunes afec-
tadas por los menores exponentes (x*y?), luego se
divide cada término del polinomio entre el factor
comun monomio y los resultados se escribe dentro
del paréntesis.

significa convertir una suma algebraica en un pro- 4 2) FACTOR COMUN POLINOMIO

ducto de factores.

METODOS PARA FACTORIZAR

(A) FACTOR COMUN

De dos o mds expresiones algebraicas, es la parte
numérica y/o literal que esté repetida en dichas
expresiones. El factor comun puede ser de tres tipos:

1) Factor comtn monomio

2) Factor comun polinomio

3) Factor comun por agrupacion

A.1) FACTOR COMUN MONOMIO.

Cuando el factor comun a todos los términos
del polinomio es un monomio.

Ejemplo: Factorizar:

72X2ayb + 48Xa+1yb+1 + 24Xay2b

Cuando el factor comun que aparece es un
polinomio.

Ejemplo: Factorizar:
(a+ D7 @+ DY-(a+ 1) a2+ DY
El factor comun es (a + 1)°(a?+ 1), asi:
(a+D7@+ DY-(a+ 1) a2+ DU
=(@a+1P @+ DY@+ 1?*- @+ 1]
efectuando:
=(a+1)P @+ D0 [a?+2a+1-a*-1]
=(a+1)° @*+ DY (2a)
Luego:
@+ 17 @+ 1D10-(a+ 1) (a2 + D

=2a(a+ 1)’ (a2+ D

El factor comtin es 24x%y", de esta manera: A.3) FACTOR COMUN POR AGRUPACION.

72X2ayb + 48Xa+1yb+l + 24Xay2b
= 24x*y> (3x? + 2xy + yP)

Explicacion.- Para sacar el factor comtun monomio:
en primer lugar se saca el coeficiente comun (24),

Cuando no hay un factor comun a todos los tér-
minos del polinomio.

Ejemplo: Factorizar

xmHn ym+n + (Xy)m + (Xy)n
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Efectuando operaciones:
Xan + ymyn + mem + Xnyn

No hay factor monomio ni polinomio, por lo
tanto se agrupa términos de 2 en 2:

(x™x™ + X™y™) + (y"y" + x"y")
sacando factores comunes en cada paréntesis:
XM+ y™) o+ oyt (Y™ + xM)

sacando el factor comun binomio:

(Xn+ ym) (Xm+ yn)

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Factorizar:

E=x+3)x+2)(x+1) + (x+2)(x+1) + (x+1)

Solucion:

Extrayendo factor comuin (x + 1)
E=x+1) [x+3)&x+2)+(x+2)+1]
efectuando:
E=(x+D[x*+5x+6+x+2+1]
E=(x+1Dx*+6x+9)

E=(x+1(x+3)?

2.- Factorizar:

E=&x+y)°x-y)-(x*-y)’
Solucion:

Transformemos previamente:
-y = [x+YE-VI'=x+y) x-y)
De este modo:
E=(x+y) x-y)’-(x+y) x-y)
extrayendo factor comun (x + y)’ (x - y)>:

E=x+y) x-y)° [x+y)?-(x-y)?]

efectuando por Legendre:
E=(x+y) (x-y)’ 4x.y)]
finalmente:

E=4xy(x+y) (x-y)

.- Factorizar:

E=Gx+D*+x+2) 2 +x+3)2-7(x+2)+2
Solucion:

Haciendo x + 1 = a, se obtiene:
E=at+@+1)P+@+2)?*-7@@+1)+2
operando:

E=a*+a’+3a2+3a+1+a’
+4a+4-7a-7 +2

simplificando:
E=a'+a’+4a’
factorizando:
E=a*(a’2+a+4)
reponiendo el valor de a:
E=x+1)?2[(x+2)?+(x+1)+4]
efectuando:

E=(x+D?[x*+2x+1+x+1+4]

E=(x+1)?x*+3x+6)

.- Factorizar:

E = X'y + xy +x7*1 + y¥*!
Solucion:
Agrupando en forma adecuada:
E = (xy* + x*D) + (! + xy)
extrayendo factor comun en cada agrupacion:
E=x'(*+x) + y§y* + x)
el paréntesis es un factor comun, luego:

E=F+x) & +y)
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5.- Factorizar:

—_—
E=x% + x*2% - xz +y%2 - x%y?’z - x%°

—_— — @ — ~—

4,3 6

-yt 4 xytz

Solucion:

Agrupemos los que tienen igual sefial y extraigamos
factores comunes:

E =x?y(x* - yH+ 2 (x* yH- x*z(x*- yh)
-yz(xt-yh

extrayendo factor comun al polinomio:

E = x"-yH(xYy +22- X’z - y%2)

agrupando al interior del segundo paréntesis:

E=(x*-y")[x(y-2) - z(y*- )]

E=(x+y)(x*-y)I[xXy - 2) - z(y + 2)(y - 2)]

finalmente:

E=&+y)EE+y)E-y(y-2)(x*-zy-2%)

6.- Factorizar:

E=(a+b+c)@@b+ac+bc) -abe

Solucion:

Agrupemos covenientemente:

E=[(a+b) +c] [c(a+Db)+ab] -abc

E =c(a+b)2+abc + c2(a+b) +ab(a+b) -abc
E=cla+b)2+c*(a+b)+abla+b)
factorizando:

E = (a + b)(ac + bc + ¢? + ab)

agrupando nuevamente:
E=(a+b)[cla+c)+bla+0)]

factorizando dentro del corchete:

E=(@G@+b)a+c)b+c)

7.- Factorizar:

E=l+xy+a(x+y)-(xy+1Da-x-y
Solucion:
Agrupando:

E=[(1+xy)-{+xya] +[ax+y)-(x+y)]
extrayendo factor comun en cada corchete:

E=(1+xy) (1-a)-(x+y)1-a)
factorizando (1 - a):

E=(1-a)(1+xy-x-y)

E=(1-2)[0-x) - (y-xyl

E=(1-a)[1-x) -y -x)]

finalmente:

E=(1-a)(1-x)(1-y)

8.- Factorizar:

(z-x-y)Ra-b)-(x+y-z)(a+2b)
Solucion:

Se observa que un factor tiene signo diferente que
el otro, factorizando el signo:

(z-x-y)Q2a-b)-[-(z-x-y)] (a+2b)
efectuando los signos y quitando corchetes:

(z-x-y)(2a-b) + (z-x-y)a+2b)
factorizando:

(z-x-y)Qa-b+a+2b)

(z-x-y)3Ba+b)

9.- Factorizar:

E = bd(a?+ c2) + be(a? + d?) + ad(b?+c?)

+ ac(b?+ d?)
Solucion:

Efectuando operaciones:

E = a’bd + bc?d + a’be + bed? + abd

~—

+ac’d + ab’c + acd?
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Factorizando por pares, como se indica:

E = a’b(d+c) + bed(c+d) + ab*>(d+c¢) +acd(c+d)
extrayendo factor comun:

E = (d + ¢) (a+ bed + ab* + acd)

factorizando por pares:

E=(d+ o) [ab(a +b) + cd(b + a)]

factorizando (a + b):

E=(d+c)a+b)@ab +cd)
E=(a+b)(c+d)(ab +cd)

10.- Factorizar:

E=(a+b+c)P-a-b>-¢3

Solucion:

Agrupando:
E=[(a+b)+c]?-a3-b>-¢3
Efectuando el corchete:

E =(a+b)>+3(@+b)c+3@+b)c?

+c-a-b>-¢3
efectuando:

E=a’+ b+ 3a’h + 3ab? +3(a+b)%c + 3(a+b)c?

+c-a’-bP-¢c3

reduciendo:

E =3ab(a + b) + 3(a + b)%c + 3(a + b)c?
factorizando:

E=3(a+b)[ab +cla+Db) + )]
efectuando:

E = 3(a + b)(ab + ac + bc +¢?)
factorizando por pares:

E=3(a+b) [a(b+c)+cb+0)]

factorizando (b + ¢):
E=3@+b)(b+c)(a+c)
(B) METODO DE IDENTIDADES

B.1) DIFERENCIA DE CUADRADOS.

Es una diferencia de dos cuadrados perfectos.
Para factorizar, se extrae la raiz cuadrada de los
cuadrados perfectos y se forma un producto de
la suma de las raices multiplicada por la difer-
encia de ellas. En general:

aZm _ b2n - (am + bn) (am _ bn)
B.2) TRINOMIO CUADRADO PERFECTO.
Se caracteriza por:

1) Tener 2 términos que son cuadrados perfectos.

2) El otro término es el doble producto de las
raices cuadradas de los cuadrados perfectos.

3) Los cuadrados perfectos siempre deben tener
signo positivo.

El trinomio de estos caracteres se reduce a un
binomio al cuadrado asi:

a?™ + 2amb? + b2 = (a™ + b")?
B.3) SUMA O DIFERENCIA DE CUBOS.

Se caracterizan por tener 2 cubos perfectos. Para
factorizar se recuerda el producto notable, ast:

a’™ 4+ b = (a™+ b")(a®™ - a"b" + b2")
a’™ - b = (a™- b")(a®™ + a™b" + b?")
EJERCICIO RESUELTOS
1.- Factorizar:
E = x* + y* + 2xy(x? + y?) + 3x%y?
Solucion:
Se puede reescribir como:
E = (x"+y"+ 2x%y?) + 2xy(x* + y?) + x%y?
factorizando el trinomio cuadrado perfecto:

E = (x2+y?)? + 2(x* + y) (xy) + (xy)?
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toda la expresion es un trinomio cuadrado per-
fecto, asi:

E = [x*+¥y?) + xy]?
E=(x*+xy +y)?

2.- Factorizar:
E=x%+2x-3x"+4x?-1

Solucion:

Descomponiendo -3x*, ast:
3xt = xt - 4xt

y, reemplazando se obtiene:
E=x%+2x+x"-4xt +4x2 - 1
agrupando:
E=0+2x+x%) - (4x*-4x%+ 1)
factorizando los trinomios cuadrados perfectos:
E=(x3+x%)?%-(2x2-1)?
ésta es una diferencia de cuadrados, luego:
E=(x+x%+2x*-1) (X +x2-2x2+ 1)
finalmente:
E=(x>+3x2-1) (x> x2+ 1)

3.- Factorizar:

E = (a®+ b?- ¢*- d?»)? - 4(ab + cd)?
Solucion:

Es una diferencia de cuadrados, luego se transfor-
ma en el producto de una suma por una diferencia:

E =[(a?+b?-c?-d?) + 2(ab + cd)]
[(a2+ b%-c?-d?) -2(ab + cd)]
reordenando los términos dentro de cada corchete:

E = [(a%2+ 2ab + b?) - (¢%- 2cd + d?)]
[(a%2-2ab + b?) - (c2+ 2cd + d?)]

reduciendo los trinomios cuadrados perfectos:

E=[(a+b)*- (c-d)?l[(a-b)?-(c+d)?
factorizando las diferencias de cuadrados:

E=[(a+b) + (c-dD]l@+b)-(c-d]
[(a-b) + (c+d][(a-b)-(c+d)]

E = (a+b+c-d)(a+b-c+d)(a-b+c+d)(a-b-c-d)

4.- Factorizar:

E=@G@+b)+c3@+b)*-cta+b)-c’

Solucion:

Haciendo (a + b) = x:

E=x"+x -3 -

agrupando por parejas:

E=x'(x*+¢%) - '+ )

factorizando (x> + ¢3):

E=(x3+c) (x*-cb

desarrollando cada paréntesis:
E=(x+c)(x-xc+cDx*+c?) (x+c)(x-0)
reponiendo el valor de x:

E=(a+b+c) [(a+b)?*- (a+b)c+c?|[(a+b)?+ 2]
(a+b+c)a+b-0)

E=(a+b+c)(a+b-0c) [(a+b)+c?][(a+b)?

-(@a+b)c+c?]

Ut
0

.- Factorizar:
E=x+y)l+3xy(1-x-y)-1
Solucion:

Factorizando el signo en el paréntesis:

E=x+y)?+3xy[-(x+y-D]-1
quitando el corchete:

E=(x+y)?’-3xy(x+y-1)-1
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agrupando:
E=[(x+y)-1] -3xy(x+y-1)

factorizando la diferencia de cubos en el corchete
y luego desarrollando:

E =[(x+y)-1l1[(x+y)*+ (x+y) + 1] -3xy(x+y-1)
E=x+y-DE*+2xy +y?+ x +y + 1 - 3xy)

E=x+y-DE*-xy+y*+x+y+1)

6.- Factorizar:
E = (22- y)2x2- ad) + 4xy’z?
Solucion:
Efectuando el cuadrado indicado:
E = (z%- 2222 + yH) (x* - a2) + 4x%y’z?
E = z%x?- 2x%y?z2 + x%y* - a’z* + 2a’y’z?
-yt + 4xly’z?
reduciendo y agrupando:
E = (z%* + 2x%y%z% + x%y") - (a%z"- 2a%y2z% + a%y")
cada paréntesis es un cuadrado perfecto, que es
igual a:
E = (2% + xy?)? - (az? - ay?)?
Es una diferencia de cuadrados que se puede
escribir asi:
E = (2% + xy? + az* - ay?)(zx + xy? - az* + ay?)
7.- Factorizar:

E=2(x*+y*t+z" - (X2 + y?+22)?
2x+y+ 22X yr ) - (x+y + 2)*
Solucion:
Sumando y restando (x*+y*+z*)%
E=2(x*+y'+ 2" - 2(x*+ y? + 22)?

+ X+ y?+2D)2-2(x +y + 2)H X+ y2 + 22)

+ (x+y+2)

El corchete es el desarrollo de un binomio al
cuadrado, luego:
E=2(x*+yt+ 2" - 2(x*+ y? + 22)?

+ [(+y*+ 2D - (x+y+2)?]?
factorizando 2 y efectuando el segundo parénte-
sis fuera y dentro del corchete:

E=2(x*+y*+ zt- xt-y*- zt- 2x%y? -2x%22
-2y 4 [P+ yP+ 2R x2-yR- 22

- 2xy - 2xz - 2yz|?
reduciendo:
E = -4(x%y? + x?2% + y*2%) + 4[xy + xz + yz|?

notese que el signo en el corchete se elimina
debido al cuadrado. Factorizando 4:

E = 4[(xy + xz + y2)? - (x*y* + x?2? + y*z?)]
efectuando:

E = 4[)(2)72 + X2z + yzz2 + szyx + 2xyzz + 2xyz2

Xy X222 -y
reduciendo:

E = 4[2x%yz + 2xy’z + 2xyz?]

factorizando, finalmente:

E =8xyz(x +y + 2)

8.- Factorizar:

4 3 2

E=x°+x+x*+x+x*+x+ 1)?-x°

Solucion:

Factorizando la diferencia de cuadrados:

4 3 2

E=x+xX+xt+xX+x2+x+1+x°)

5 4 3 2

X+ X+ xt+ X+ x2+x+ 1-x0)

reduciendo y agrupando convenientemente:
E=[(x0+2x°+1) + (x> + x2) + (x*+ x)]

[+ x+xH) + (xX*+x+1)]
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factorizando sucesivamente:

E=[C+ 1?2+ x2x+ 1) +x(x3+ 1]

[x*(x2+x+ 1)+ (xX2+x+1)]
E=+DE+1+x+x)E2+x+ D+ 1)

E=(x+DE2-x+ D[x(x2+1) + (x2+1)]

x+x+ D&+ 1)

E=(x+DE2-x+1DE2+ D+ E2+x + 1)
(x*+1)

E=x+1D2x+DE2+x+ D)2+ x + 1D+ 1)
9.- Factorizar:

E = ab’c*- a*b?c + a’bic - a’bct + athe? - abc?

Solucion:

Agrupando y factorizando por parejas:

E = ab’c*(c*- b?) + a*be(c - b) - a*be(c® - b?)

descomponiendo en sus factores, diferencia de
cuadrados y diferencia de cubos:

E = ab%c%(c + b)(c - b) + a*be(c - b)
- abe(c - b)(c2+ cb + b?)

factorizando:

E = abc(c - b)(bc? + b%c + a®- ac?- acb - ab?)

agrupando por parejas en la forma senalada:

E = abc(c-b)[ci(b-a)+ be(b-a)-a(b+a)(b-a)]
factorizando (b - a) en el corchete:

E = abc(c - b)(b - a)(¢* + be - ab - a%)

agrupando y factorizando en el tercer paréntesis:
E =abc(c-b)(b-2a) [(c+a)(c-a)+b(c-a)]
tinalmente:

E =abc(c-b)(b-a)(c-a)a+b+c)

10.- Factorizar :
E=x3(x*+2y*-x) +y(y>- 2x2-y)

Solucion:

Efectuando:

E =x%+2x%y? - xt + y* - 2x%y - y?
efectuando:

E = (x°+ 2x%y? + y%) - (x* + 2x%y + y?)

los paréntesis son desarrollos de binomios al
cuadrado:

E=&x+y)?- (xX*+y)?
factorizando; finalmente:

E=&+y+ X2+ +y?-x*-y)
(C) METODO DEL ASPA

C.1) ASPA SIMPLE.

Se utiliza para factores trinomios de la forma:

2,

ax’™ + bx" xc¢

o de la forma: x*™ + bx" + ¢

Para factorizar, se descompone en dos factores
los términos ax®™ o x*", segun sea el caso. Se
coloca estos factores en las puntas de la
izquierda del aspa. El término independiente,
incluyendo el signo, también se descompone en
dos factores,los cuales se coloca en las puntas
de la derecha del aspa. El término central del
trinomio debe ser igual a la suma de los porduc-
tos del aspa. Por ultimo los factores de la nueva
expresion son las sumas en forma horizontal de
los extremos del aspa.

Ejemplo: Factorizar:

x4 7x 4+ 12

a) x™ se descompone en dos factores:

X2n ) XZn

b) 12 tambien se descompone en dos factores:
4.3
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Se pone estos factores en los extremos izquierdo
y derecho del aspa respectivamente:

x20 +4

x2n +3
¢) La suma de los productos:
3x20 4 4x2" = 7x0
es igual al término central.

Notese que la expresion factorizada es el produc-
to de la suma, tomada horizontalmente, asi:

x4 7x + 12 = (x2+ 4) (x*+ 3)

EJERCICIOS RESUELTOS
1.- Factorizar:
E = 64x!%y? - 68x%y" + 4xty!!

Solucion:

Extrayendo factor comun: 4x*y>:

E = 4x*y?(16x8 - 17x%y* + y%)

aplicando aspa simple al paréntesis, donde:
16x8 = (16xH)(xH)  y8 = (-yH(-y"

lox* -yt

< 4

La expresion propuesta factorizada sera:

E = 4x*y3(16x* - yH(x*- v

factorizando las diferencias de cuadrados en
forma sucesiva:

E =4xty}(4x*+ y)(2x +y) 2x - y)
F+y)E+y)E-y)
2.- Factorizar:
E = (5x + 4y)> + (10x + 8y)? + 15x + 12y

Solucion:

Extrayendo factor comun 2 en el segundo parén-
tesis y 3 en los dos ultimos sumandos:

E = (5x + 4y)> + [2(5x + 4y)]? + 3(5x + 12y)
haciendo 5x + 4y = a, se obtiene:
E=2a’+4a>+3a

[IPR:]

extrayendo factor comun “a
paréntesis:

y aplicando aspa el

E=a(a®+4a+3)

a -3

a +1

La expresion sera:

E=a(a+3)@a+1)
reemplazando el valor de a:
E=05x+4y)5x + 4y + 3)Gx + 4y + 1)

3.- Factorizar:

E= 22m+5 -3. 2m+2 -35
Solucion:
La expresion se puede escribir como:
E=2m.25-3.2m 22-35
E=32.2m?%-12. (2™ -35
haciendo: 2™ = a:

E =32a%>-12a-35
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aplicando aspa: se obtiene:

32a% = (8a) . (4a) 235 = (+7)(-5) E=x?-2Mb%+cADx + (b +¢)?(b-c)?
8a +7 Aplicando aspa simple, donde:
x? = (x)(x)
(b + )b -c)?=[-(b+c)?] [-(b-0)?
4a -5
X -(b +¢)?
La expresion sera:
E = (8a+7)(4a-5) ><
reemplazando “a” por su valor: X -(b-0)?
E=(23.2m+7)(22.2m-5) Comprobacion para el término central:
) -b-c)x-(b+c)x=-[(b+c)?+((b-c)lx
finalmente:
=-2(b%+ Ax
E=Qm2+7) (2™ -5) por lo tanto:
4 - Factorizar: E=[x-((b+0)?] [x-(b-0)
abcx? -(a?b? + ¢?)x + abc reemplazando el valor de x:
Solucion: E=[@a+d)?*-(b+0c)? [(@a+d)?*-(b-0c)?]

Aplicando aspa simple, donde: factorizando la diferencia de cuadrados:

abex? = (abx)(ex) abc = (-c)(-ab) E=[@+d)+®b+ll@+d-b+]ll@+d
abx e +(b-0ll@a+d) - (-]
finalmente:
E=(a+d+b+c)a+d-b-0¢
cx -ab (@+d+b-c)a+d-b+o)

C.2) ASPA DOBLE.
Luego la expresion factorizada es:

Se aplica para factorizar polinomios de la forma:
E = (abx - ¢)(cx - ab)

ax’® = bx"" +cyx dx®=+ ey =+ {
5.- Factorizar:

Ee(asd)-20b%+ Aasd)?+ (b- 22 y también para algunos polinomios de 4° grado.

) PROCEDIMIENTO:
Solucion:

Primero se ordena convenientemente; es decir, en
forma decreciente para una de las variables, luego
se traza y ejecuta un aspa simple para los tres
b2-cD2=[(b+c)(b-0)]2=hb+c)2(b-c)? primeros términos con rayas continuas o llenas.

A continuacion, y pegada a este aspa, se traza otra

Haciendo (a + d)? = x, y desarrolando el tercer término
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de tal modo que el producto de los elementos del
extremo derecho de este aspa—multiplicados ver-
ticalmente sea el término independiente.

Finalmente: primer factor es la suma de los ele-
mentos tomados horizontalmente de la parte
superior; el segundo factor es la suma de los ele-
mentos tomados horizontalmente de la parte
inferior.

Ejemplo:

Factorizar:

12x? - 7xy - 10)12 + 59y - 15x - 63

4x -5y +7
\ ’/f(m)' (11)/

~<d
>
- ~
- S=a
- ~~
z- -~

verificando los términos:

(D) 8xy + (1) 45y + (I11) -36x

-15xy 14y +21x

- Txy 59y -15x
EXPLICACION:

1) A los 3 primeros términos se les aplica un aspa
simple (D) :

12x2 - 7xy - 10y?

4x -5y
@
3x +2y
se verifica (I): 8xy
-15xy
- 7xy

2) A los términos 3°, 4° y 6°, se les aplica un aspa
simple (II):

-10y? + 59y - 63

-5y +7
)
+2y -9
se verifica (II): 45y
+14y
59y

3) A los términos 1°, 5° y 6° se les aplica un aspa
simple (III):

12x2 - 15x - 63
4x\ ’+7
(111)
3x7 9
se verifica (111): -36x
+21x
-15x

Luego la expresion factorizada es:
(4x -5y + 7)(3Bx +2y-9)
EJERCICIOS RESUELTOS
1.- Factorizar:

15x2 + 14xy + 3y* + 23y + 41x + 14

5% +3y +2

~
~~~~~~
~~~~~~
~-o -
~ -
~o -
-

m____ZmD___(aD

X +y +

Verificando los términos:

(I 5Sxy+ 1D 21y + (111) 35x +
Oxy 2y 6x
l4xy 23y 41x

La expresion factorizada es:

(BGx+3y+2)GBx+y+7)
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2.- Factorizar:

abx? + (a2 + b?)xy + aby? + (a-b)y - (a-b)x -1

ax

bx

(ax + by + 1)(bx + ay -1)

3.- Factorizar:

6x*- 5x%y - 25y2 - 5yz - 23x%*z + 202>

3x?

2x?

(3x?+ 5y - 42)(2x* - 5y - 52)

4.- Factorizar:

2x2M 4+ 5XMyN - 3y? 4+ Tyt + 7X™ + 6

2x™-y"+ 3)(x™+ 3y" + 2)

5.- Factorizar:

28xy - 44y? - 23y + 35x + 40

Solucion:

Se observa que falta un término, que es “x*”

completa con 0x? y se completa el pohnom1o

, S€

0x* + 28xy - 44y + 35x - 23y + 40

Ox +4y +5

~
-~
- -
- -
S~o -
~ -
-~ -

/ - (111)7, (II)\
7x -11y

E=(4y +5)(7x - 11y + 8)

C.3) ASPA DOBLE ESPECIAL.

Se utiliza para factorizar polinomios de 4to grado
de la forma general:

ax* £ bx® + cx? + dx = e

Para factorizar se procede ast:

a) Se descompone los términos extremos (primero y
quinto) en sus factores primos con signos adecuados.

b) Se efectua el producto de los factores primos
en aspa y se reduce. De esta manera se obtiene
un término de 2° grado.

c) A este resultado se le debe sumar algebraica-
mente otro término de 2° grado para que sea
igual al tercer término.

d) Con este otro término de 2do. grado colocado
como tercer término del polinomio, se
descompone en sus factores en forma conve-
niente tal, que cumpla los requisitos del aspa
doble:

e Aspa simple entre el primer término y el térmi-

no de segundo grado ubicado como sustituto,
para verificar el segundo término.

e Aspa simple auxiliar entre el sumando de segun-
do grado ubicado y el quinto término para veri-
ficar el 4to. término.

e) Los factores se toman en forma horizontal.

Ejemplo:  Factorizar:

xt-4x3 + 11x% - 14x + 10

Solucion:

Descomponiendo los extremos en sus factores:

to4x3 + 11x% - 14x + 10

X >(1)<

Para (1): 2x?
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Como el tercer término es 11x* y el producto en
aspa de los extremos es 7x* faltaran 4x* que es la
cantidad que se debe agregar.

Se descompone 4x* en sus factores en forma conve-

niente y se verifica el segundo y cuarto términos:

x*t-4x3 +4x% - 14x + 10

x? -2x +5
\(H) / \(HD /
x? -2x +2
(I -2x3 (II) - 4x
2x3 -10x
-4x3 14x

2.-

Como verificar las condiciones del aspa doble, los

términos estan bien descompuestos.

La expresion factorizada es:

(x%-2x +5)(x*-2x + 2)

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Factorizar:

x*-10x> + 19x? - 18x + 9
Solucion:
Descomponiendo los términos extremos:

xt-10x% + 19x2 - 18x + 9
x? +9
x? +1
En el aspa (I):

Ox? + x? = 10x?

se observa que faltan 19x?- 10x? = 9x>.

Luego:
x*- 10x3 + 9x%- 18x + 9

TN

N

Verificando el aspa doble:

(111)

///’+9
\\\\+1

an -x3 (I - 9x
-0x3 - Ox
-10x3 -18x

La expresion factorizada es:

(x*-9x +9)(x?-x+ 1)
Factorizar:

2x8+ x0 - 16x%+ 8x%- 1

Solucion:

Descomponiendo los términos extremos:

2x8 + x0 - 16x* + 8x2 - 1

RO

4

2x* +1
\ / x
/(D\
" - 2x*
-xt
Como el tercer término es -16x* y el producto
en aspa de los extremos es -x* falta -15x* que es
la cantidad que se debe agregar. Se descompo-
ne -15x* en sus factores en forma conveniente
y se verifica el 2do. y 4to. términos:

1

2X4\(H) /SXZ\(HD/+
2N

1
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En (1ID): 6x° En (11D): +5x2
-5x° +3x2
+x° +8x2

Como se verifica las condiciones del aspa doble,la

expresion factorizada es:
(2x*-5x> + D(x*+ 3x*- 1)
3.- Factorizar:
S5xT-11x%-4x + 1

Solucion:

Completando el polinomio con 0x® y descom-

poniendo los términos extremos:

S5xt+0x3 - 11x2-4x + 1

_X2

5x? -1
2 / \ 1 e
X -

-6x?

faltarian:
(-11x?) - (-6x?) = -5x>
Verificando el aspa doble:

5xF + 0x3 - 5x2 - 4x + 1

5x2 5x
/<11)\< m 1 (111)\
x? -X

5x2+5x - D(x*-x-1)
4.- Factorizar:
xt+2x3-x-6

Solucion:

Completando el polinomio con 0x? y descom-

poniendo los términos extremos:

xt+2x>+0x?-x-6

x? X +X 3 = 92
N S
(In _:'_ @ ::\(HD
2/’/’\\ ~~~~~ -2x?
X +X +2 =
o2
falta:  0x? - (-x?) = x?

Verificacion del aspa doble:

3

(1) x>+ x°=2x°

(I1I) 2x - 3x = -x
El polinomio factorizado es:

X2+ x-3)(xX*+x+2)

.- Factorizar:

xt-3x3-9x2+ 4
Solucion:

Completando el polinomio con Ox y descom-
poniendo a los términos extremos:

x*-3x°-9x2+ Ox + 4

i (m)
X +4x 4 = —
an_ =@z A

......... 2

xz/ +X )
- 5x2

falta: -9x? - (-5x2%) = -4x>
Verificacion del aspa doble:
am  x (I +4x

-4x3 -4x

-3x3 0x

El polinomio factorizado es:

(x*-4x-4) (x*2+x-1)
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(D) METODO DE DIVISORES BINOMIOS

FINALIDAD.-Permite la factorizacion de un poli-
nomio de cualquier grado que acepte factores de
primer grado de la forma general:

X + B Ax = B

>

por ejemplo: x + 2 ; 2x+3

DIVISOR BINOMIO

Es aquel que siendo de primer grado estd contenido
un nimero entero de veces en un polinomio.

Ejemplo:
P(x) =x*-5x+6

contiene exactamente a (x - 2) ya que si se calcula el
resto, éste es igual a cero.

FUNDAMENTO TEORICO

Este método se fundamenta en la aplicacion del teo-
rema del resto -en forma- inversa y de la division de
Ruffini.

SiP(x) : (x-a),da R =0; (x-a) es un divisor de P(x).
six=a yR=P(a) =0, por el teorema del resto: x -a = 0.

x-a es un divisor del polinomio P(x).

CEROS DE UN POLINOMIO

Son todos los valores que puede tomar la variable de
un polinomio y que hacen que su valor numérico sea
igual a cero.

Ejemplo:
Sea el polinomio:
P(x) =x>+3x*+5x -9

Valor numérico para x =1:
P)=1+3+5-9
P(1) =0

Por lo tanto el nimero 1 es un cero del poli-
nomio. Se observa que al obtener un cero del
polinomio se obtiene también un divisor binomio
que es (x - 1).

DETERMINACION DE LOS POSIBLES CEROS DE
UN POLINOMIO

(1) Cuando el primer coeficiente del polinomio es
“1” se toman todos los divisores del término
independiente con su doble signo.

Ejemplo: Sea el polinomio:
P(x) =x>+4x*+ 7x - 12

PC.= =1, £2, £3, x4, 6, =12

(2) Cuando el coeficiente del primer término es
diferente de “1”, se procede como en el caso ante-
rior y ademas, se considera las fracciones que
resultan de dividir todos los divisores del térmi-
no independiente entre los divisores del primer
coeficiente.

Ejemplo: Sea el polinomio:
P(x) =4x> +3x? +3x -9
Posibles ceros:

i17i3119, iL’ii7iL7iiﬁig,ig
2 2 4 4 2 4

FORMAS DE FACTORIZACION
(1) Se determina por los menos un cero del poli-
nomio.

(2) De acuerdo con el cero, se halla el divisor, que es
un divisor binomio o factor.

(3) El otro factor se determina dividiendo el poli-
nomio entre el divisor obtenido mediante la
regla de Ruffini.

OBSERVACIONES
e El numero de ceros, estd determinado por el
grado del polinomio.

* El numero de ceros minimo debe ser tal que, al
dividir sucesivamente, por Ruffini, se obtenga
un cociente de segundo grado.

Ejemplo: Factorizar:

x3 -4x? -25x + 28
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Solucion:

(1)Se determinan los posibles ceros del poli-
nomio para valores de:

x= =1, £2, 4, =7, z14, £28
(2)Para x = 1, el valor numérico del polinomio es:
(1)?-4(1)%-25(1) +28=1-4-25+28=0
luego (x - 1) es un factor.

(3) Dividiendo el polinomio entre el factor
obtenido, usando la regla de Ruffini:

1 -4 -25 +28
1 +1 -3 -28
1 -3 -28

de donde se obtiene el cociente:
x?-3x - 28
que, es el otro factor buscado.
(4)Luego el polinomio factorizado es:
(x- D(x*-3x-28)
y, finalmente podemos convertir a:

x-Dx+4x-7)

EJERCICIOS RESUELTOS
1.- Factorizar:

E=x*-4x>-x*+ 16x-12

Solucion:

Parax =1

P(1)=0 (x - 1) es un factor
Parax =2

P(2)=0 (x - 2) es otro factor.

Dividiendo dos veces por Ruffini:

1 -4 -1 +16 -12
!
1 +1 -3 -4 +12
1 -3 -4 +12 0
!
2 +2 -2 -12
1 -1 -6 0

El otro factor es (x*- x - 6), el cual se factoriza
por el método del aspa:

X -3

>

X 2
resulta: (x - 3)(x + 2)

Por lo tanto el polinomio factorizado es:

x-DE-2D)-3)+2)

.- Factorizar:

X’ +4xt-10x2-x+ 6

Solucion:
Posibles ceros: 1, +2, +3, #6

Parax = 1; P(1) =0, luego (x - 1) es un factor.
Para x = -1; P(-1) = 0, luego (x + 1) es otro factor.

Para x = -2; P(-2) = 0, luego (x + 2) es otro factor.

Dividiendo tres veces por Ruffini:

1 +4 +0 -10 -1 +6
{

1 +1 +5 +5 -5 -0
1 +5 +5 -5 -6 0
|

-1 -1 -4 -1 +6
1 +4 +1 -6 0
{

-2 -2 -4 +6
1 +2 -3 0

- 150 -



ALGEBRA

El otro factor es: x? + 2x - 3, el cual se factoriza Finalmente el polinomio factorizado es:
por el aspa:
(x -2a)(4x + a)?
X +3
>< 4.- Factorizar:
X -1 E =4(x*+ xy + y»)? - 27x*y*(x +y)?
que resulta en: (x + 3)(x - 1) Solucion:
Por lo tanto el polinomio factorizado es: Efectuando y agrupando:
x-Dx+Dx+2)(x+3)(x-1) 4(x*+ xy +y?)? - 27(xy)*(x* + 2xy + y?)
3 .- Factorizar: haciendo un cambio de variables para tener en
forma mas sencilla el polinomio:
3 2
2(2x - a)’® - 27a’x X+y’=a
Solucion: xy=Db

Desarrollandose el cubo: se obtiene:

_ 3 2
2(8x3-12x%a + 6xa?- a’)-27a*x E= 4@+b)’-27(b)* (a + 2b)

16x> - 24x%a + 12xa’- 2a’ - 27a’x E = 4(a’+ 3a’b + 3ab’+ b’) - 27b%*(a + 2b)
reduciendo: E = 4a®+ 12a’b + 12ab?+ 4b>- 27b%a - 54b°
1653 - 24x2a - 15a2x - 223 E = 4a’+ 12a’b - 15ab?- 50°
aplicando divisores binomios: PC. = b, +2b, +5b, +25b, +50b, ...

Posibles ceros: #a, +2a, = Para a = 2b:

a
S e
Para x = 2a; P(2a) = 0; luego tiene divisor (x - 2a) P(2b) = 4(2b)*+ 12(2b)*b - 15(2b)b? - 50b
que es un factor. P(2b) = 32b% + 48b% - 30b*- 50b° = 0

Dividiendo el polinomio por Ruffini entre (x- 2a):

Luego, un factor es (a - 2b); el otro factor podemos
hallarlo por Ruffini:

16 -24a -15a> -2a°
! 4 +12b -15b>  -50b°
2a +32a +16a? +2a° |
16 G 2b 8b  +40b>  +50b°
. 4 +20b  +25b? I_O
en consecuencia el otro factor: 16x* + 8a® + a*; el

cual, se factoriza por el método del aspa:
Por lo tanto, el otro factor es: 4a*+ 20ab + 25b?

4x a
que se puede expresar también como:
>< (2a + 5b)?
x a y, que factorizado da:
Resultando en: (4x + a)(4x +a) (2a + 5b)(2a + 5b)
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Luego, el polinomio factorizado es:

(a-2b)(2a + 5b)(2a + 5b)
Reponiendo el valor de (a = x*+y?) y (b = xy)
E = (x2+y%-2xy) [2(x?+y?) + 5xy] [2(x?+ y?) + 5xy]
E =(x - y)? (2x% + 5xy + 2y?)?
Factorizando el segundo paréntesis por aspa simple:

[2(x*+ y?) + 5xy]
2x% + 2y? + 5xy

2x y

>

X 2y
(2x + y)(x + 2y)

E=(x-y)[2x+y)(x + 2y)]?

E = (x - y)2(2x + y)2(x + 2y)?

(E) METODO DE ARTIFICIOS DE
CALCULO

E.1) REDUCCION A DIFERENCIA DE
CUADRADOS:

Este método consiste en transformar una expre-
sion (trinomio en general), a una diferencia de
cuadrados, sumando y restando una misma can-
tidad de tal manera que se complete el trinomio
cuadrado perfecto.

Ejemplo: Factorizar:
at+ 2a’b? + Ob?
Solucion:

Analizando el trinomio, se observa que los extre-
mos son cuadrados perfectos, para que sea el de-
sarrollo de una suma al cuadrado, el término in-
termedio debe ser doble del producto de las rai-
ces de estos términos; es decir, debe ser:

2(a?) . (3b%) = 6a’b?

Luego, se observa que le falta 4ab?

Sumando y restando 4a’b? se obtiene:
E = (a*+ 6a%b? + 9b*) - (4a%b?)

el primer paréntesis es el desarrollo de un
binomio al cuadrado:

E = (a2 + 3b?)2 - (2ab)?
factorizando la diferencia de cuadrados:

E = (a? + 3b%- 2ab)(a? +3b? + 2ab)

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Factorizar:

E = 49x™™ + 5x2my*n 4 y8n

Solucion:

Se observa que los extremos son cuadrados per-
fectos, luego el término intermedio debe ser:

2(7X2m) . (Y4n) - 14X2my4n
Sumando y restando 9x*my*:

E = (49X4m + 14X2my4n + y8n) _ 9X2my4n
E - (7X2m + y4n)2 _ (3me2n)2

factorizando la diferencia de cuadrados:

E = (7X2m + y4n _ 3me2n)(7X2m + y4n + 3me2n)

N
1

Factorizar:

E=02x°+1)P+x+1)> x-1)3(x*+x*+1)°

Solucion:
La expresion se puede escribir como:

E=0Q2x%+ 1)+ [(x- DM+ 2+ D]?
efectuando:

E=02x°+ 1)+ [(x°- D]
factorizando la suma de cubos:

E=[02x+ 1)+ (x°-1)] [(2x°+ 1)2+(x°- 1)2
-(2x°+ D(x°- 1]
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E=[3x° [(4x2+ 1 +4x°+ x'2-2x°+ 1)
- (2x%+ 1) (x%- 1)]

E = [3x°] [(5x}+ 2x°+ 2) - 2x!2-2x%+ x0- 1)]
E=03x)5x2+2x+2-2x2+2x°-x+ 1)
E = 3x%)(3x"? + 3x%+ 3)

factor comun del segundo paréntesis:
E =(3x% 3(x2+x°+ 1)
Sumando y restando al segundo paréntesis x°:
E=9x(x"?+x6+1-x5+ x5
E = Ox5[(x12+ 2x%+ 1) - (x9)]
E = 0xO[(x%+ 1)? - (x})?]
E=90x(x0+1+x)x0+1-x3)
3.- Factorizar:
E =a*+ b*+ ct- 2a%h? - 2a%c? - 2b%?

Solucion:

Sumando y restando 4a*b%:

E = a*+b* +c*- 2a?b?-2a%c2- 2b%c?+ 4a’b? - 4a’b?
agrupando:

E = (a*+ b*+ c*+ 2a%b?- 2a%c?- 2b%c?) - 4a’b?
factorizando:

E = (a+ b?- c?)? - (2ab)?

es una diferencia de cuadrados, luego:

E = (a®+b?- ¢?- 2ab)(a’ + b*- ¢? + 2ab)
agrupando:

E = [(a%- 2ab + b?) - ¢2][(a?+ 2ab + b?) - ¢?]
E=[(a-b)*-c’lla+b)-c*

finalmente desarrollando las diferencias de
cuadrados

E=(a-b-c)(a-b+c)a+b-c)a+b+c0)

E.2) METODOS DE SUMAS Y RESTAS

Consiste en sumar y restar una misma cantidad de
tal manera que se forme una suma o diferencia de
cubos al mismo tiempo que se presenta el factor:

x+x+1 6 x*-x+1
Algunas veces también se completa el polinomio.
Ejemplos:

5

i) Factorizar: x>+ x*+ 1

Solucion:

Primera forma: Completando el polinomio.

Sumando y restando:
X+ X2+ X
agrupando y factorizando asi:
E=xx2+x+ 1) +&+x+1)-x(x2+x+1)
finalmente:
E=&x*+x+1)(x3-x+1)

Segunda forma: Sumando y restando x*:

frx?+ 1

E=x-x*+X
agrupando y factorizando:
E=x3(x>-1) + x*+x2+ 1)

sumando y restando x? al segundo paréntesis:

E=x2x-DE*+x+D+x*+x+1) (x2-x+1)
E=x+x+ D)E-x2+x2-x+1)

finalmente:

E=&+x+DE-x+1)

5

ii) Factorizar: x°+ x -1

Solucion:
Sumando y restando x*:

E=x>+x2-x*+x+1
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agrupando: iv) Factorizar: x’+ x°- 1

E=x2(x*+1) - (x*-x+1) Solucion:

factorizando suma de cubos: Sumando y restando x:

E=x(x+1Dx*-x+1)-(x*-x+1) Eox-x+x0+x-1 M
finalmente:
previamente, veamos que:
E=(x*-x+1) (xX+x*-1)
(x"-x) =x(x°-1) =x(x>+ DE>-1)

iii) Factorizar: x0(x*+2) + (x + )(x-1)
x7-x) =x(x+ DE*-x+ 1D(E>-1) (a)

Solucion:
también por el ejercicio numero (i)
Efectuando:
X+x-1=&-x+DEE>+x:-1) (b)
E=x"04+2x0+x2-1
agrupando: sustituyendo (a) y (b) en (I):
E=(x042x0+x2) -1 E=x(x+D&E*-x+ 1DE>-1)

+ (x2-x+ D+ x2-1)
el paréntesis es el desarrollo de una suma al

cuadrado: E=(x2-x+1) (X-x*+x*-x+x+x*-1)
E=(x"+x)2-1 finalmente:
factorizando:
E=x-x+1DE+xt+x>-x-1)
E=X+x-1DE+x+1 1
( ) ) & v) Factorizar: x’+ x°-x°+x>-2x + 1
del ejercicio (ii), recordemos que: ]
Solucion:
(+x-1)=(x-x+DE+x*-1) (@) Descomponiendo -2x = -x - X
Por otra parte factorizando: (x°> + x + 1), suman- Fexax0-x°+x3-x-x+1

do y restando x*

1 b Sumando y restando x%:
sumando y restando x%:

pY

E=x"+x-%x"+

w

-x-x+1+x2-x2
5 2 = - =

[11%
[
1%

X+x+1=x>+x+1+x*-x

agrupando y factorizando: agrupando en la forma senalada:

o5 (42 B 2 1Y L (2 B
Caxalo-D+ (xaxal) E=xx+x-1D+x(xX*+x-1)-x*+x-1)

_ 2 _ 5 _
X+x+1l=x2(x-DE*+x+ 1)+ &2+x+1) E=&+x-DE+x-1)

por el ejercicio numero(ii), se sabe el resultado

5 —(x2 342
x4 1= 0 x s DOC- x4 1) (b) del segundo paréntesis:

X

Sustituyendo(a) y (b) en (D): Eo(x+x-Dxx+ DG+ 1)

E=(x+x+DE-x+ DE+x- D(x*-x+ 1) vi) Factorizar: x> +y> +z° - 3xyz
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Solucion:

Trataremos de formar (x + y)?, sumando y
restando:3x%y, 3y’x:

E =(x>+ y>+ 3x%y + 3y’x) - 3xyz - 3x%y - 3xy* + 2°
E=(x+y)’+2’-3xy(x+y+2)
factorizando la suma de cubos:

E=[x+y)+z] [(x+y)?*-(x+y) z+2?]
-3xy(X +y +2)

Extrayendo factor comun (x +y + z):
E=(x+y+2z)(x*+y*+ 2xy - Xz - zy + z° - 3xXy)
finalmente:

E=&+y+2)(x*+y*+2z2- Xy - Xz - yz)

E.3) CAMBIO DE VARIABLE

Consiste en cambiar una variable por otra, de tal
manera que se obtenga una forma de factoriza-
cion mas simple.

Ejemplo:
Factorizar:

E=1+x(x+1Dx+2)(x+3)

Solucion:

Agrupemos adecuadamente, asi:

E= 1+ [x(x+3)][x+1D&x+2)]
=1+ (x2+3x)(x*+3x +2)

haciendo x? + 3x = a:

E=1+a(a+2)

efectuando:

E=1+a%+?2a

es el desarrollo de una suma al cuadrado, por lo que:
E=(a+1)?

reemplazando a por su valor:

E= (x*+3x+1)?

EJERCICIOS RESUELTOS
1.- Factorizar:
E=0x*-9x+ 1)2+24x(x-1)(2x - 1)

Solucion:

Efectuando los dos binomios:

E=(0Q2x*-9x + 1)2+ 24x(2x?-3x + 1)

haciendo 2x?+ 1 = a:

E = (a-9x)?* + 24x(a - 3x)

efectuando:
E = a%- 18ax + 81x? + 24ax - 72x?

reduciendo:

E = a2+ 6ax + 9x?

que es el desarrollo de una suma al cuadrado, ast:

E = (a + 3x)?
reemplazando “a” por su valor:

E=0Qx*+3x+1)?

factorizando por aspa simple el paréntesis:

2x +1
>< 2x+Dx+1)
X +1
luego:

E=[Qx+ D&+ D]?=02x+ 1)2(x + 1)?
2.- Factorizar:

E = 4[ab(x?- y?) + xy(a® - b?)]?
+[(a2- bH)(x?- y?) - 4abxy]?

Solucion:

Haciendo:
ab = m; x?-y?=n;
Xy =T, a?-b?=s;

E = 4(mn + rs)? + (ns - 4mr)?
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efectuando operaciones:

E = 4m?n? + 8mnrs + 4r’s? + n’s? - 8mnr + 16m?’r?
reduciendo y agrupando convenientemente:

E = n2(4m? + s2) + 4r2(4m? + s?)

factorizando:

E = (4m? + s2)(n? + 412)

reemplazando los valores asignados:

E = [(a?- b?)? + 4a’b?][(x* - y)? + 4x%y?]
efectuando:

E = (a*+ 2a’b? + bH(x* + 2x%y? + yh)

E = (@®+ b)) (xt+y)?

.- Factorizar:

E=x(ax-1D(ax-a-1x+1)+a

Solucion:

Efectuando de la siguiente manera:
E=[x(ax-a-1][(ax- D&+ 1] +a
efectuando:

E=(ax*-ax-x)(ax’ +ax-x-1) +a
haciendo ax*-x =y
E=(y-ax)(y+ax-1) +a

efectuando nuevamente y simplificando:
E=y?-y-ax(ax - 1)+a

reemplazando y por el valor asignado:

E = (ax?- x)?- (ax?-x) -ax(ax-1) +a

extrayendo el factor comun en los dos primeros
paréntesis:

E=x%*(ax-1)?-x(ax-1) -ax(ax-1) +a

N
.I

agrupando y factorizando en los dos primeros y
los dos ultimos:

E=x(ax - D[(ax - Dx - 1] - a[x(ax - 1) - 1]
factorizando el corchete:

E=[(ax-Dx-1] [x(ax - 1) - a]
E=(ax?-x- 1(ax*-x - a)

Factorizar:
E=@G@+2b+c)(b+2c+a)c+2a+b)
+(@+b)a+c)b+c)

Solucion:
Se puede reescribir la expresion como:
E=(@+b+b+c)(b+c+c+a)c+a+a+b)

+(@+b)a+c)b+0c)

haciendo:

a+b=x; b+tc=y; a+c=z
E=&+y)(y+2)(x+2)+xyz
efectuando progresiva y convenientemente:

E=[y*+ (x + 2)y + xz][x + z] + xyz

E=yX(x+2) + (x + 2)%y + xz(x + 2) + (xyz)

agrupando de dos en dos y extrayendo factor
comun:

E=yx+2)[y+x+z] +xz(x+y+2)
factorizando:
E=&+y+2)(Xy+yz+xz)
reponiendo los valores asignados:

E=(@+b+b+c+a+c)[(@a+b)b+c)
+b+o)@+c)+@+b)a+0)]

reduciendo y efectuando:

E=2(a+b+c) [b?+ab +ac + bc + ¢*+ ac + bc + ab

+a*+ac +ab + bc]
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E=2(a+b+c) (a®+b?+ c?+ 3ab + 3ac + 3bc)
E=2(a+b+c)[(@a+b+c)2+ab+ac+bc]

E .4) FACTORIZACION RECIPROCA
POLINOMIO RECIPROCO.- Es aquel que se ca-
racteriza porque los coeficientes de los términos
equidistantes del centro son iguales.

El polinomio:
P(x) = Ax*+Bx>+ Cx?+ Dx + E
es reciproco siempre y cuando A = E; B = D.
Ejemplos:
D)4xt+ 9>+ 7x2+ 9x + 4
i) 7x0+ 4x° + 5x*+ 8x3 + 52+ 4x + 7

PROCEDIMIENTO PARA FACTORIZAR UN POLI-
NOMIO RECIPROCO.

1) Se extrae, como factor comun, la parte literal
del término central, que al final se debe elimi-
nar.

2) Se realiza el siguiente cambio de variables:

2 3

sl o203

1 _».
—=a°-2 X =
X3

X™ + 5 =

3) Se realiza las operaciones y se factoriza.

4) Se repone los valores asignados a las variables.

EJERCICIOS RESUELTOS
1.- Factorizar:
6xt+ 5%+ 6%+ 5x + 6
Solucion:

Extrayendo factor comun x%

E=X2(6X2+5X+6+i+ %)
X X

agrupando de la siguiente manera:

E=X2[6(X2+%)+5(X+i>+6]
X X

haciendo:

E = x%[6(a%-2) + 5a + 6]
efectuando:
E = x*(6a%+ 5a - 6)

aplicando aspa simple al paréntesis:

3a -2
>< (Ga-2)2a +3)
2a +3
luego:

E =x?*(3a-2)(2a + 3)

reemplazando el valor de “a”:

1))

operando:

Eox 3x% +3-2x | [2x* + 2 + 3x
- X X

Simplificando:

E=0x*-2x+3)2x*+ 3x + 2)

.- Factorizar:

E=x%+15x"+ 78x*+ 155> + 78x* + 15x + 1
Solucion:
Extrayendo factor comun “x>”

y agrupando:

E= x3[<x3 +L3) +15(X2 41 ) +78(X+L> + 155]
X

x2 X
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haciendo:

3, L

3
=a’-3a
3

1 _
— =a‘-2 X
X2

2

X~ +

E =x3(a®- 3a + 15a%- 30 + 78a + 155)
E =x3(a®+ 15a% + 75a + 125)

E = x’[a’+ 3(a?)(5) + 3(a)(5%) + (5)°]
que se puede escribir como:
E=x}a+5)°

reemplazando a por el valor asignado:
E=X3(X+i+5)3
X

_ X(x2+ 1 + 5x)3
3

E
X

E=(x*+5x+1)°

3.- Factorizar:

E=x"+8x+17x>+ Ox*+Ox>+ 17x?+ 8x + 1

Solucion:

Como se observa el polinomio tiene un ntmero
par de términos; por lo tanto, factorizaremos por
divisores binomios previamente:

Para x = -1 se obtiene P(-1) = 0, luego un factor
es (x + 1) y el otro se obtiene dividiendo por
Ruffini:

1 48 +17 49 49 +17 +8 +1

y
-1 -1 -7 -10 41 -10 -7 -1

1 +7 +10 -1 +10 +7 +1 0

El otro factor es:

E1=X6+ 7x°+ 10x* - x> + 10x2 + 7x + 1

Este es un polinomio reciproco, al que aplicare-
mos el método de factorizacion reciproca:

E =x’ (X3+L>+7(X2+L)+10(X+L)-1]
x> x? X
haciendo:
x+d-a
X
x2+%=a2-2 X3+1—3=313-331
X X

E =x’(a’-3a+7a*-14 + 10a - 1)
E =x’(@+ 7a’ + 7a - 15)
llamando:

E,=a’+7a’+7a-15

factorizando por divisiones sucesivas; paraa = 1,
P(1) = 0; luego un factor es (a - 1) y dividiendo
por Ruffini:

1 +1 +8 +15

1 8 415 |0

El otro factor es:

a2+8a+15=(+3)a+5)

Luego:

E,=a’+7a’+7a-15=(a- 1)(a+3)(a+5)
por lo tanto:

E =x’(a-1(+3)(a+5)

reponiendo el valor de a:

E1=X3<X+L-l) (X+l+3><X+L+5)
X X

X

efectuando:

E =X3(X2-X+1><X2+X+3X><X2+1+5X)
1

X X X
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Simplificando:

z
E1=(X2-X+1)(X2+ 3x + (x> +5x + 1) / \

finalmente: X y

E=x+DE-x+DE*+3x+ DE*+5x+ 1) \/

E.5) FACTORIZACION SIMETRICA Y

ALTERNADA intercambiando dos cualquiera de sus variables
sean éstas “x” 0 “y”, es decir reemplazando a “x”
POLINOMIO SIMETRICO.- Se dice que un poli- por “y”ya "y” por “x”, se tiene:
nomio es simétrico respecto a sus variables cuan-
do su valor no se altera por el intercambio de P(x,yz) = 2(y + X) + X*(y + 2) +y*(x + 2) +2y . xz

cualquier par de ellas y ademas es homogéneo.
ordenando en forma circular:

Ejemplo: Sea el polinomio:
P(x,y,2) = 22(x +y) + y2(x + z) +x*(y + z) + 2xyz

P(x,y,2) = ZX(x +y) + Y2 (x + 2) + X2(y + 2) + 2xyz ) ) )
se obtiene la misma expresion, entonces la expre-

Notese que la expresion sigue una forma circular sion es simetrica.

o ciclica:

REPRESENTACION DE EXPRESIONES SIMETRICAS

Con dos variables: x, y.

Forma particular Forma general
ler.Grado X +y A(x +y)
2do.Grado x? + xy +y? A(x?+ y?) + Bxy
3er.Grado X+ xy + xy*+ 7 A +y?)+B(x’y+xy?)

Con tres variables: x, y, z.

Forma particular Forma general
ler.Grado X+y+z AX+y+2)
2do.Grado SRR 72 Xy + XZ + yZ A2 +y? + z%) + B(xy + xz + y2)
3doGrado L+ y2+ 22+ X%y + x%z A3+ v+ 22) + B(XPy + X%z + y%Z + y2X + 2°X + Z2%y)
+¥’Z + y2X + 22X + 2%y + xzy + Cxyz
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PROPIEDAD FUNDAMENTAL DE UN POLI-
NOMIO SIMETRICO.- Las operaciones de un poli-
nomio simétrico con expresiones simétricas dan
como resultado también expresiones simétricas.

POLINOMIO ALTERNO.- Se dice que un poli-
nomio es alterno respecto a sus variables, cuan-
do su signo se altera pero no su valor absoluto al
intercambiar un par cualquiera de ellas, y es
homogéneo.

Ejemplo:
Sea el polinomio:
P(x,y,2) = x*(z - y) + y*(x - 2) + z2*(y - X)

El polinomio sigue una forma circular o ciclica:
/ y \
z X

[730 1) 73]

intercambio “x” e “y”, se tiene:

vz -x) + x¥(y-2) + Z2(x - y)
cambiando de signos:

Y (x-2) -xXz-y) -2 (y - %)

%Xz -y) + yA(x - 2) + 22(y - ¥)]
o también: -P(x,y,z)

Por lo tanto, el polinomio es alterno.

PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE UN POLI-
NOMIO ALTERNO.

(1) No hay expresiones alternas que contengan mas
de dos variables y sean de primer grado.

(2) Generalmente los polinomios alternos son circu-
lares o ciclicos y estan escritos en forma de dife-
rencia.

(3) El producto de una expresion simétrica por una
alterna da como resultado una expresion alterna.

PROPIEDADES DE LOS POLINOMIOS
SIMETRICOS Y ALTERNOS.

(1) Una expresion simétrica o alterna de variables
133 ”»

X,y,Z, si es divisible entre “x”, entonces también

sera divisible entre “y”, y entre “z”.

(2) Una expresion simétrica o alterna de variables
X,V,z, si es divisible entre (x + y), entonces tam-
bién sera divisible entre (y = z) y (z £ x).

FACTORIZACION DE UN POLINOMIO
SIMETRICO Y ALTERNO.

1° Se averigua si el polinomio es simétrico o alter-
no.

2° Encontrar los factores de la expresion aplican-
do el Teorema del Resto y ampliarlo aplicando
las propiedades del polinomio simétrico y
alterno.

3° Calcular el cociente, planteando la identidad
de 2 polinomios y aplicando el criterio de los
valores numeéricos.

Ejemplo: Factorizar:

x-y»P+y-2P+(z-x?°
Solucion:

73 })

1) Intercambiando “x” por “y” la expresion es

alterna.

2) Calculo de los factores.

Valor numérico parax =y :

(y-yP+(y-2°+z-yP = (-2 +[-(y- 2P
=(y-2°-(G-2°=0

.. El polinomio es divisible entre (x - y).
Por ser el polinomio alterno, también sera divisi-

ble entre los factores obtenidos en forma circular
en el sentido indicado.

(»)

"
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Es decir: (y - 2), (z - x).

.. El polinomio es divisible entre el producto:
x-y)(y-2)(z-x).

3) Se plantea la identidad de polinomios siguiente:

x-y)P+y-22+(z-x)°

3er.Grado
=(x-y(y-2)(z-x) Q
v J . \—,—/
3er.Grado Grado cero

Por ser el polinomio de tercer grado, Q debe ser
de grado cero, es decir debe ser un numero:

xy) +(y-2)’ +(zx)° = Qx-y)(y-2)(z-x)
Probemos un juego de valores para x,y,z.
Parax=1,y=2,z=3:
1-22+Q2-3+G-1’=Q(1-22-3)3-1)
1+ 1D+ (2P =Q(-D(D(2)
1-1=8=Q(Q2)
3-Q
la expresion factorizada es finalmente:
3(x-y)(y-2)(z-x)
EJERCICIOS RESUELTOS
1.- Factorizar:
E=(@>+b>)(a-b)+ b+ A)(b-¢) + (3 +a3)(c-a)
Solucion:
1) Intercambiando a por b, el polinomio es alterno.
2) Paraa = 0:
b+ (bP+c)(b-c) +¢* = 0
(no hay factores monomios)
3) Paraa = b:
B+ AAb-0)+ B>+ (c-b) =0

Como se anula, entonces un factor es (a - b), y
como es alterno, los otros factores siguen un
orden circular, en el sentido indicado, es decir:

()

: b

4) El polinomio es de 4to.grado y los factores
obtenidos dan producto de 3er.grado, por lo

que hace falta un polinomio de primer grado
simétrico y de tres variables de la forma:

(b-0)
(c-a)

M(a+b +¢)
Realizando la identidad de polinomios:
E=@+b)@-b)+ B +c)b-c)
+(A+ad)(c-a) =M(a+b+c)(a-b)(b-c)(c-a)
Dando valores paraa=1,b =0, ¢ = 2, se obtiene:
1-16+9=M3)(1)(-2)(1)
M=1
finalmente:
E=(G@+b+c)a-b)(c-a)b-c)
2.- Factorizar:
E=(a+b)-2a°-b°

Solucion:

1) Intercambiando “a” y “b” el polinomio, es
simétrico.

2) Paraa=0; VN.P =0, un factor es “a” y el otro
“b” por propiedad de polinomios simétricos.

3) Paraa=-b. VN.P = 0; otro factor es (a + b).

4) El polinomio es de 5to. grado y ab(a + b) es de
3er. grado, falta un polinomio simétrico de
2do. grado de dos variables de la forma:

M(aZ + b?) + Nab
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realizando la identidad de polinomios:
E=(a+Db)>-a’-b’>=a.bla+b){M(a?+ b?) + Nab}
dando valores paraa=1,b=1:

32-1-1=12)2M + N)

2M+N =15 ®
paraa=1,b=2:
243 -1-32=2(3) (5M + 2N)
5M + 2N = 35 Q)

resolviendo (I) y (II), para lo cual operamos

D (-2) + aD:

-4M - 2N = -30
5M +2N = 35
M=5

Sustituyendo en (I):
10+ N =15
N=5
Luego, el polinomio factorizado es:
E = ab(a + b)[5(a% + b?) + 5ab]

E = 5ab(a + b)(a?+ b% + ab)

.- Factorizar:

E=(@+b+)*-b+)*-(G@+0o)* -(a+b)?
+at+ bt +c*
Solucion:

i) Intercambiando a por b, el polinomio es simé-
trico.

ii) Haciendo a = 0, se obtiene:

E=b+)*-b+)*-c*-b*+b*+ct =0

[IPR:]

Luego, “a” es un factor; y los otros, “b” y “c”.

iii) El producto abc es de tercer grado y como el
polinomio es de cuarto grado, se necesita un
polinomio simétrico de primer grado y de tres
variables de la forma M(a + b + ¢).

N
'I

Realizando la identidad de polinomios:

E=(G@+b+o)*-(b+o)*-(G@+)*-(a+b)?

+a*t+b*+ct= Mabc(a+b +0)
dando valoresa=1,b=2,c=-1:

A+2-D%Q-D%-(1-D* A +2)*+ (D*
+ QD+ D =MD +2-1)

16-1-81+1+16+1 = -4M

M=12
entonces, finalmente:

E=12(abc)(a+b + ¢)

Factorizar:
E=m?n-p) +n’(p-m) + p’(m - n)
Solucion:

1) Intercambio n por p, el polinomio es alterno.
2) Calculo de los factores. Para n = p:

Vo =m’(p-p) +n’(p-m) +n’(m - p)

Ve =0+n’(p-m)+n’[-(p-m)]
Vo=n’(p-m)-n’(p-m)=0

Luego, E es divisible por “n - p”.

Por ser el polinomio alterno, también sera divisi-

ble entre los factores obtenidos en forma circular
en el sentido indicado.

(™)
o P
es decir: (p - m), (m - n).

Luego, E es divisible entre:(n - p)(p - m) (m - n)

3) E; & (m-p)(p-m)(m-n)
40 10 30
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Por ser el polinomio de cuarto grado, Q debe ser
de primer grado y de la forma A(m + n + p); es
decir: simétrico, de primer grado y 3 variables:

m’(n - p) + n*>(p - m) + n*(m - n)
=A(m+n+p)(n-p)(p-m)(m-n)

Dando un juego de valoresm =1,n=2,p = 3.

(1)3(2-3) +2°(3-1) + 3°(1 - 2)
=A1+2+3)2-3)3-1)(A-2)

(DD +8(2) +27(-1) = A6)(-1)(2)(-1)

1+16-27=12A

“A=-1
El polinomio factorizado es, por lo tanto:

E=-m+n+p)m-p)(p-m)(m-n)

E.6) OTROS ARTIFICIOS.

Cualquier otro artificio matematico dependera
del cuidado,ingenioy atencion que ponga el
operador para introducirla.

EJERCICIOS RESUELTOS
1.- Factorizar:
E=x0+2Ix*+119x*-1

Solucion:
En este ejercicio, se trata de hallar dos trinomios
cuadrados perfectos. Se puede escribir la expre-
sion como:
E=x%+22x"+121x* - (x* + 2x2 + 1)
factorizando:
E =3+ 11x)?% - (x2+ 1)?
factorizando la diferencia de cuadrados:
E=x+1lx+x2+ D+ 11lx-x2-1)

finalmente:

E=x+x*+1lx+ D(>-x2+ 11x - 1)

2.- Factorizar:
E =4x*+ 4xy? -yt + 1
Solucion:

Se trata de obtener dos trinomios cuadrados per-
fectos, sumando y restando 4x*:

E=(Ux'+4x+ 1) - (4x2- 4xy? + yh)
factorizando:

E=02x2+1)2- 2x - y»)?

factorizando la diferencia de cuadrados:
E=0Q2x*+1+2x-y)(2x*+ 1 - 2x +y?)
finalmente:

E=(0Q2x2+2x-y*+ D2x*-2x +y*+ 1)

W
“

Factorizar: x>+ y>-3xy + 1

Solucion:

Sumando y restando: 3x%y, 3xy*

E = (X3 + 3x%y + 3xy?+ y?) + 1- 3xy - 3x?y - 3xy?
Se puede reescribir asi:
E=x+y)P’+1®-3xy(x+y+1)

factorizando la suma de cubos:

E =[(x+y) +1][(x+y)?- (x +y)+1] 3Bxy(x +y + 1)
factorizando (x +y + 1):

E=(x+y+ D>+ 2xy +y*-x -y + 1 - 3xy)

E=(x+y+DE*-xy+y*-x-y+1)

N
1

.- Factorizar:

IT+x+x2+x+xt+x2)2-%x°

Solucion:

Escribiendo como cociente notable:

E =<&)-X5
1-x
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comun denominador:

E _(1-x9% - x(1-x)?
B (1-x)?

efectuando el numerador:

1-2x%+x12-x>+2x0-x7

E-
(1-x)?

reduciendo, agrupando y factorizando:

~ (1-%x2)-x(1-%x)
C a-x?

E

E- (1-x)1-x)  (1-x 1-x’
- 1-x)? _< )( )

1-x 1-x
desarrollando por cocientes notables:

E=(1+x+x2+x+x)(1 +x+x2+ 3+ xt+ x>+ x0)

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Hallar “a” para que los polinomios tengan un fac-
tor comun:

x> -ax’+ 19b-a-4 ; x>- (a+ 1)x*+23x-a-7

a) 0 b) 4 c) 8

d) 3 e) -1

2. Indicar la suma de los coeficientes de un factor de:
x(x +)(x + 1(x%+ a)

+ (2x2+x+a)(x2-2x + ) (X% + X + 2a)

a)2+a b)1+a c) 2(1 + a)

d) 2(a) e) (2-a)

3. Calcular el numero de factores de la siguiente
expresion:

{(x + b)?+ b?}2(x*- a?) + 4x’y*(x + b)?
a) 2

b) 6 c)8

d) 4 e)3
4. Indicar el grado de uno de los factores de:
x>-2x3-x+1
a)l b) 3 c) 4

d) 5 e) No se puede factorizar

5. Indicar uno de los factores de la siguiente expre-
sion:
(@a+b+c)(b+c-a)(c+a-b)(a+b-c)
+2(a*+ b+ ¢
a)(az+ b2+ c?) b) (ab + ac + bc)
c)(@a+b+c)

e) abc

d) No posee factores

6. Indicar el coeficiente de x> de uno de los factores de:

x(x + 2)(x%+ 2x - 8)(x* + 2x - 3)

+35(x%+ 2x + 2)?
a)0 b) 1 c)2
d) 5 e)7
7. Calcular el valor numérico de uno de los factores
parax = 1.
X +x0-x°+ x>+ 2x%- 1
a) 4 b) 3 c) 2
d) -1 e) 0
8. Calcular el coeficiente de “x*” en uno de los fac-
tores de:
x12-2x*-2x2-3
a) 2 b) 1 o) -1
d -2 e) 0
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9. Calcular el término independiente de uno de los
factores de:

(x-5)EE-Nx+6)(x+4)-504

a) 9 b) 18 c) 6

d) 2 e) 12

10. Determinar “a” y “b” para que los polinomios ten-
gan un factor comun de la forma: x>+ px + q:

X+ax?+11x+6 ; xX>+bx?+14x+ 8

a)a=6 b) a=7 c) a=5
b=7 b=6 b=6
d) a=6 e) a=4
b=5 b=8

11. Indicar la suma de los coeficientes de un factor de:

(x*+3x2+ 1) + 2x% + 3)?

a) 5 b) 10 )3

d 2 e) 4
12. Calcular el grado de uno de los factores de:
y(zx - y2) +y°z(xy - z2) + 2°x(yz - x?)
a)5 b) 4 c)3
d) 2 e) 1

13. Calcular la suma de los coeficientes de un factor
de:
a’bxy + b%a’y? - a’b’x - 2ab’xy + a’x%y?

+ abxy? - abx’y - b’x%y?

a) (ab+1) b)a*+b? c) a?- b?

d) 2 e) 0

14. Dar el término independiente de uno de los fac-
tores de ler. grado de la expresion:

4-4(y +3)-(y+D(y + 2>+ 13(y + 3(y + 2)

a) 1l b) 3 o) 10

d) 6 e) 15

15. Calcular el numero de factores de la siguiente
expresion:
(a*x?+ 1)(a’x? + 2)(a’x?- 3)(a’x?- 4) - 36
a) 2

b) 4 )3

d) 5 e) 6

16. Indicar el grado de uno de los factores de:
32(a’ +4)° - (@> + 5)° - (a*> + 3)°

a) 4 b) 5 )3

d1 e) No se puede factorizar

17. Calcular la suma de los coeficientes de un factor
de:

2p(x? + y*- xy) - pA(x - y) - (x - Y)(x*+y?)

a)p b)p+1 ) 2p+1

d)2p-1 e)p+2

18. Calcular el numero de factores de la siguiente
expresion:
(4b%c? - 2ab’c + a*)?- (4a*- be - a’b)?
a) 8

b) 7 )5

d) 4 e)3
19. Calcular la suma de los coeficientes de un factor de:
x10- 10x% + 24x% + 14x - 49
a) 2
d) -4

b) 1
e) 0

©) =2

20. Indicar el grado de uno de los factores de:
X+ xy?+ y2)3 - (X2 + Xy + )2

a)3

d) 6

b) 5
e) 8

c) 4
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21. Calcular el término independiente de uno de los
factores de:

x+DE-3)x+4)(x-6)+38

a) 2 b) -5 o3

d) 9 e)l

22. Cuantos factores posee la expresion:
(X2 - y2 + 3xy? + 6x%y)° + (y° - x> + 3xy? + 6y’x)>

a) 8 b) 6 c) 4

d) 2 e)5

23. Calcular la suma de los coeficientes de un factor
de:

6 5 4

+ X0+ 2x2+2x + 1

X'+ X+ X
a)3 b) 2 )0
d) 1 e) -1

24. Indicar el coeficiente de “x” en uno de los fac-
tores de:
x0-xt+2x2-2x+ 1

a) 1 b) -1 c)2
d) -2 e) 0

25. Calcular la suma de los coeficientes de un factor
de:

X+ y>-3xy + 1
a) -1
d) o0

b) +1 c) 2
e) -3

(79t}

26. ;Cual es el valor de “a” para que la expresion:

10x*+ (a+3)xy - (a- 7)y?-x + (a-3)y - 2
pueda descomponerse en dos factores?
a) 2

b) 10 C) 4

d)8 e) 6

27. Senalar la suma de los coeficientes de un factor
de:

(a-b)2(a-c)®+(c-a)(c-b)2 + (b-c)b-a)?

a) 0 b) 2 c) -1

d1 e)3

28. Senalar la suma de los coeficientes de un factor
de:

3(z-y?) +y(x -2 + 2(y - x2) + xyz(xyz - 1)

a) 3 b) 2 o) -1

d)1 e) 0

(3 1)

29. Calcular el coeficiente de ‘x
tores de:

en uno de los fac-

(x-3)2(x-5)(x-)-5{x-4)(x-2)+3}

a) -12 b) 2 o3

d) 8 e) 4

30. Calcular la suma de los coeficientes de un factor
de:

a’>+ b’ + ab (a + b)(a? + b?)
b) 3 @) =ll
e) 0

31. Calcular el numero de factores de:

X0+ 5x%- 6%+ 2x3- 6% + 1

a) 6 b) 5 c) 4
d) 3 e) 2
32. Calcular la suma de los coeficientes de un fac-
tor de:
xyt- xty + zyt +zxt+ yzt+ xz*
a) 2 b) 4 c) 6
d)3 e) 1l
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33. Calcular el término independiente de uno de los
factores de:

(x2+ )X+ D) (x2+5)(x2+7) - 46x*(x%+9) -361

a) 80 b) 1 c)2

d) 3 e)9

34. Calcular la suma de los coeficientes de un factor
de:

42x+ Dx+1D)2x+3)(x+2)-3

a) 23 b) 20 c) 14

d) 2 e) 4

35. Calcular el numero de factores de:
X0y - 22) + YO(23 - X420 - yP)

a) 9 b) 6 c)3

d) 4 e)5

36. Calcular la suma de los coeficientes de uno de
los factores:

(2a% + 3ab - b?)?- 4(a%- b?»)(a?+ 3ab + 2b?)

a) 2
d) -1

b) 1
e)3

c)0

37. Calcular la suma de los coeficientes de un factor
de:

m(m?+ mn-1) - n(n?+ mn - 1)

a) 3
d) -2

b) -1 c)2

e) -3

38. Calcular la suma de los coeficientes de un factor
de:

x*+y+1)P-(x2+ D(x*-3y + 1)?

a)a+1 b)a+2 c)3a-1

d) 1 e) 0

39. Calcular el grado de uno de los factores de:

Ty x24+2x+ 2

X
a)3 b) 15 )7
d) 5 e) 4

40. Dar el término independiente del factor de ler.
grado de:

2x +1)° + 2x+2)3+(2x+3)> +....(2n - 1)terminos

a)n b) 2n ¢)2n-1

3

d)2n+1 e)n

41. Senialar un factor de la expresion:
(212~ xO)(x*- y0) + (x*- 28)(x°- y*)

4.2 4

a) Xy’ +y'Z2?+x*z b) x*y*+y’zt+ x’z

3.3

o) Xy’ +yz8+ x°z g

d) x%ys+yizt+ x%z
e) xXyt+yZ’ + x*z?

42. Reconocer la suma de los factores de la expre-
sion:
(x2- 22+ y?+ 2xy + 1)? - 4(x + y)?
a)3x+y+2) b) 4(x +y)
OX+y+z dx+y-z
e)x+y+1

43. Factorizar:

(X3 + 23)3y3 + (X3 _ y3)23

y dar el numero de factores:
a) 6

b) 3 )5

d) 4 e)9

44. Calcular la suma de los coeficientes de un factor
de:

(y+z-2x)"+ (z+x-2y)%+ (x +y - 22)*
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a)l

b) 6 c) -1

d) 3 e) 0

45. Calcular el numero de factores de:

(x-a)»3b-c)P+(x-b)3c-2a)3+x-c)a-b)3

a) 6 b) 5 c)2

d) 3 e) 4

46. Senalar un factor de:

6x% + 7xy - 5y* + 6xz + 23yz - 122+ 5x - 22y
+37z-21

a)3x-5y+3x-7 b) 2x +y +4z-3

c) 2ab + cd - 5ef -2
e) 2ab - cd - 5ef - 2

48. Calcular un factor de:

3

x> + a?x?b + a*x?c + a’x%d + abcx + abdx

+ acdx + bed

a)(ax + b?) b) ax + ¢?
c)ax +d d) bx + a
e) bx + ¢

49. Determinar cudntos factores tiene:

4x3y?z? + 6xty?z + 10xty?z3 - 2x%y’z?

- 9x%y373 - 5%y

d) 7ab - 3cd - 2ef + 4

) 3y-5x-3z+7

e) 3x - 5y - 3z -7

47. Senalar un factor de:

d) 2x-y+4z-3

a) 2 b) 3 c) 4
d) 5 e) 6
50. Marcar un factor en:

14a%b? + abed - 3c?d? - 31abef + 17cdef
-10e%f?- 22ab + 3cd + 16ef + 8

a3(b +c¢) - c*(@+b?) +ab*(a+b+c) +b?

a)a+b b) a2+ ¢? ca+b+c
a) 7ab + 3cd + 2ef - 4 b) 2ab + cd + 5ef + 2 d)a+b-c ea+c
CLAVE DE RESPUESTAS
1) C 2) A 3)D 4)B 5) A 6) C 7) B 8) B 9)C 10)A
11) B 12) D 13) A 14) E 15) C 16)A 17)A 18)D 19)A 20)A
21) B 22) B 23) A 24) B 25) D 2600B 27)A 28)E 29)A 30)B
31) B 32) C 33) A 34) A 35) B 36)A 37)A 38)C 39)B 40)A
41) B 42)B  43)E 44) E 45) A 46)D 47)C 48)C 49)C 50)D
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MAXIMO COMUN DIVISOR Y
MINIMO COMUN MULTIPLO

MAXIMO COMUN DIVISOR A=(x-aXx*+a)(x +a)
De dos o mas expresiones algebraicas, es la expresion En B; extrayendo factor comun:
de mayor grado posible que esta contenida como fac-

tor, un numero entero de veces en dichas expre- B = x(x>- ax*- a’x + a°)
siones. Para determinar el Maximo Comun Divisor

se factoriza las expresiones y se forma EL PRODUC- B =x[x*(x - a) - a’(x - a)]
TO DE LOS FACTORES COMUNES CON SU

MENOR EXPONENTE. B=x(x-a)(x+a)(x-a)
MINIMO COMUN MULTIPLO B=x(x-a)x+a)

De dos o mds expresiones algebraicas, es la expresion Méximo Comtn Divisor (A,B)
de menor grado posible que contenga un ntmero

entero de veces como factor a dichas expresiones. (x - 2)*(x +a)

Para determinar el Minimo Comun Multiplo se fac-

toriza las expresiones y se forma EL PRODUCTO DE Minimo Comun Multiplo (A,B) :
LOS FACTORES COMUNES Y NO COMUNES

CON SU MAYOR EXPONENTE. xX(x - ) (x + a)(x*+ a%)

EJERCICIOS RESUELTOS 2.- Hallar el M.C.D. y el m.c.m. de:

- x2(x2 2 2, 2 }
1.- Hallar el Maximo Comun Divisor y el Minimo A=xiE+ 2y + P+ )y + 2)(y - 2)

Comun Multiplo de: B= (x4 y) (x4 y2+ 222) + 2

A =x’-ax*-a*x +a’
C=x"+2x*22+ z4- y*

B =x*-ax’- a’x*+ a’x

Solucion:
Solucion: Factorizando separadamente cada expresion:
En A: Expesion A:
A= x*(x-2a)-a*(x-2a) A= x4 2x%y2+ (y2 + 22)(y2- 22)
extrayendo factor comun y desarrollando x* - a*: A=(xte 2x2y2+ yh) - 2t = (x2+ y2)2 - (22)?
A=(x-a)x*+a?d) (x+a)(x-a) A= (&+y+2)(x2+yE-22)
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Expresion B:

B=(x*+y)*+ 22X (x> + y?) + Z*
B=(x>+y*+z%)?
Expresion C:
C=&t+ 2x222+ 2% -yt = (x2+ 22)%- (y)?
C=&F+z22+y)E*+22-y?)
M.C.D. (AB,C) = x*+y*+ z?
m.c.m.(A,B,C) = (< +y+ 222 +y2- 2)(x2+22-yY)
3.- Hallar el M.C.D. y el m. c.m de:
A=x>+5x2+8x +4
B=x>+3x*-4
C=x’+6x>+12x+8

Solucion:

Factorizando cada expresion:
A=(x3+2x?) + (3x*+8x +4)

factorizando por aspa simple el segundo paréntesis;

3x +2

X +2

A=x2(x+2)+ Bx+2)(x+2)
=(x+2)xX*+3x +2)

factorizando por aspa simple el segundo paréntesis:

X +2

X +1

A=Ex+2DEE+Dx+2)=x+1D(x+2)?

Expresion B:
B=x?+3x?-4=x>-x>+4x*-4

factorizando por parejas:
B=x*x-1)+4x*-1)
B=x*(x-1)+4x+1Dx-1)
B=(x-DE*+4x+4) = (x-1D(x+2)?
Expresion C:

C=x3+6x*+12x+8 = (x>+8) + (6x*+ 12x)
C=(x>+2% + (6x%*+ 12x)
C=(x+2)(x*-2x+4) +6x(x +2)
C=x+2)(x?-2x44+6x) =(x + 2)(x*+ 4x + 4)
C=x+2)(x+2)?

C=(x+2)3

De esta manera:

M.C.D. (AB.C) = (x + 2)?

m.cm. (AB,C) = (x+2)3(x+ 1)(x-1)

.- Hallar el M.C.D. y el m.c.m. de:

A = 4x* + 4ax’® - 36a%x? + 44a°x - 16a*
B = 6x*- 6ax>? - 18a%x? + 30a°x - 12a*

Solucion:
Expresion A:

Factorizando por aspa doble especial:

4x? -8ax +4a2
x? +3ax -4a?

A = (4x? - 8ax + 4a?)(x% + 3xa - 4a?)

para factorizar el segundo paréntesis se desdobla
3xa = 4xa - xa:
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A =4(x*-2ax +a?) (x + 4a)(x - a)
A=4(x-a)>(x+4a)(x - a)

A =4(x-2a)>x + 4a)

Expresion B:

B = 6x*- 6ax® - 18a’x* + 30a°x - 12a*

Se factoriza 6 y luego el resto se factoriza por
doble aspa:

x?2 +ax -2a2
x? -2ax +a?

B = 6(x*+ ax - 2a?)(x?- 2xa + a%)
B=6(x+2a)(x-a)(x-a)? =6(x+2a)(x-a)
M.C.D. (AB) = 2(x - a)®

m.cm. (AB) = 12(x - a)’(x + 2a)(x + 4a)

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Hallar el M.C.D. de los polinomios:

A=x'+3x3-10x*+ 7x - 1
B=x"-8x3+17x*>-8x+ 1
C=x-6x>+06x-1

b) x%- 5x -1

a) X2+ 5x +1 c) x2-5x + 1

dx®+x+1  e)x?-x+1

2. Hallar el M.C.D. de los polinomios:
A =2x"+3x>-13x2+ 13x - 21
B=2x3-5x*+5x-6

b) x2-x+3

a) x2+x-3 ) 2x2+x+3

d) 2x%-x+3 e) 2x%+ 2x + 3

3. Hallar el M.C.D. de:

A=x>+3x"+6x°+4x>+ 8x + 5
B=x*+2x>+3x?-2x+5
b) x2-3x+ 5

a)x2+x+5 ¢) xX2+3x+5

dx>+x+1 e) x*-x+ 1

4. Hallar el M.C.D. de:

A=x+x+1 ;B=x8+x*+1 ; C=x°-1

a) x2-x+1 b)) x*+x-1 o) x?-x-1

d)x*+x+1 e)x>+x+1

5. Hallar el M.C.D. de:

A=x2-y2  B=x-y8 ; C=x2-y¥
a)X+y b)x-y C)X2+y2
d) x*-y? e) x>+ Xy + y?

6. Hallar el M.C.D. de los polinomios:
A=x"-3x3-10x*+ 7x - 1
B=x"8x+17x*-8x + 1
C=x*-6x2+6x-1

a) X2+ 5x -1 b) x?-5x + 1 c)x-1

d)x+1 e) x*-x+ 1

7. Sabiendo que el M.C.D. de los polinomios:

2

23 -x*+3x+m,y,XC+x>+n es x2-X+ 2

hallar el valor de m + n.
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a) 2

b) 4 c)6

d) 8 e) 10

. El producto de dos expresiones es (x*- 1)? y el
cociente de su m.cm. y su M.C.D. es (x - 1)2
Hallar el M.C.D.

a) x2- 1

b) x2+1 c)x-1

d)x+1 e) (x + 1)?

. Hallar el cociente entre el M.C.D. absoluto y el
M.C.D. relativo de los polinomios:

10. Six +y + z + w = 0 hallar el m.c.m. de:

A= xyz?- y’zw - x*zw + xyw?
B = (yzw + zwX + WXy + Xyz)?
a) (xz - yw)(yz - xw)2(x + w)?
b) (xw - yz)(xz - yz)(xy - zw)

) (zw - xy)(xz - yw)(yz - xW)
d) Faltan datos

e) Ninguna de las anteriores

6x>+x*-4x+1 y 4x>-4x*+3x-1

a) 64/49 b) 49/64 c) 35/49

d) 49/25 e) 1/49

CLAVE DE RESPUESTAS

1) C 2)D 3)C 4)D 5)D

6) B

7)C 8) D 9) A 10) A
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FRACCIONES ALGEBRAICAS

PRINCIPALES CONCEPTOS

DEFINICION.-

Una fracciéon algebraica es aquella expresion que
tiene por lo menos una letra en el denominador.

Ejemplos:
1 o 2x2 4 3yt
i) — i) —————
X X-z

iii) 4x%y*z’

SIGNOS DE UNA FRACCION

En una fraccion se halla tres signos:

1) Signo del numerador
2) Signo del denominador

3) Signo de la fraccion

CAMBIOS DE SIGNO EN UNA FRACCION
1) Cuando no hay factores indicados.

En toda fraccion, se puede cambiar dos de sus
tres signos y la fraccion no se altera. Ast:

Fo,*a__-a _ _+a_ _-a

+b +b -b -b

a-b

Ejemplo: Simplificar: E =
b-a

Solucion:

Cambiando de signo a la fraccion y al numerador:

(b -a)

“(b-a)

-a+b
b-a

-(a-b) ~
b-a

2) Cuando la fraccion tiene factores indicados.
En toda fraccion, si se cambia de signo a un
numero par de factores, la fraccion no se altera; si
se cambia de signo a un ndmero impar de fac-
tores, la fraccion si cambia de signo. Ast:
Ejemplos:

i) Simplificar:

_(a-b)a-0)
(b-a)(c-a)

E

Solucion:
Cambiando de signo a un factor del numerador y
a un factor del denominador, se obtiene:
b- B,
ol a)(a-c)
(b-a)a-oc)

ii) Simplificar:
1 1

= +
(a-b)a-¢) (a-b)(c-a)

E

Solucion:

Cambiando de signo al factor (c - a) en la segun-
da fraccion, se obtiene:

E= 1 - 1 =0
(a-b)(@a-c) (a-b)(c-a)
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SIMPLIFICACION DE FRACCIONES
Para simplificar una fraccion, se factoriza el nume-

rador y el denominador y se elimina los factores co-
munes.

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Simplificar 3.

x>+ (2a + b)x% + (a2 + 2ab)x + a’b

x>+ (a + 2b)x? + (b? + 2ab)x + ab?*

Solucion:

Efectuando operaciones indicadas:

x3 + 2ax? + bx? + a’x + 2abx + a’b

x3 + ax? + 2bx? + b’x + 2abx + ab?

ordenando y factorizando:

x(x% + 2ax + a?) + b(x? + 2ax + a?)
x(x2+ 2bx + b?) + a(x?+ 2bx + b?)

Cada paréntesis es un binomio al cuadrado y fac-

torizando:
E- (x +a)%(x + b)
(x + b)*(x +a)
simplificando:
F.X+a
x+b

2.- Simplificar:

ab(x? + y?) + xy(a’+ b?)
ab(x*- y?) + xy(a?- b?)

Solucion:

Efectuando operaciones indicadas:

abx? + aby? + a’xy + b’xy

abx? - aby? + a’xy - b*xy
factorizando:

ax(bx + ay) + by(ay + bx)

ax(bx + ay) - by(ay + bx)

Eo (bx + ay)(ax + by)

(bx + ay)(ax - by)
simplificando:

b
g 2x+by

ax - by

Simplificar:

Solucion:

Factorizaremos las diferencias de cuadrados en el
primer paréntesis del numerador y denominador:

(R ()
(B CHIRED)

quitando corchetes:

E =
() (=)
a a
L T ] [aber]fab-1])
| b ||~ b b
b+1_ b-L ab + 1 ab -1
a a a a
a " a B a 0
E=(= Z) = (=
DIONG
E=1
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4.- Simplificar:

o x+DEE2-9)(x-5) +27
(x+2)(x*-16)(x - 6) + 48

Solucion:

Descomponiendo la diferencia de cuadrados:

_ x+DEE+3)(x-3)x-5)+27
x+2D)E+49)x-4)(x-6)+48

E

E=(X+ DE-3)&+3)(x-5) +27
x+2)-H)x+4)(x-6)+48

efectuando los productos de dos en dos:

E- (x?-2x - 3)(x*- 2x - 15) + 27
(x*-2x - 8)(x?- 2x - 24) + 48

haciendo x*- 2x = y:

. (y-3)(y-15) +27  y*- 18y +45+ 27

(y-8)(y-24) +48  y2-32y + 102 + 48

y-18y+72  (y-12)(y-6) y-6
y2-32y +240  (y-20)(y-12) y-20

reponiendo valores de y:

_ x?-2x-6

© x2-2x-20

5.- Simplificar:

o (x2+ 3xy - 4y - (x*- 3xy - 4y2)*
(2 + 2y - (x2- 4y2)* - (6y2)*
Solucion:

Trabajando con el numerador que es una diferen-
cia de cuadrados:

N = [(x?+ 3xy - 4y2)? + (x% - 3xy - 4y%)?]
[(x?+ 3xy - 4y2)?- (x?- 3xy - 4y%)?]
N = {[(x*- 4y?) + 3xy]* + [(x*- 4y?) - 3xy]?}
{[(x*- 4y?) + 3xy]*- [(x*4y?) - 3xy]*}

aplicando Legendre:
N = {2[(x*- 4y»)? + 9x%y?]} [4(x* - 4y*) Bxy)]
N = 24xy(x*- 8x%y? + 16y* + Ox’y*) (x + 2y) (x - 2y)
N = 24xy(x* + x?y? + 16y")(x + 2y)(x - 2y)
Trabajando con el denominador:
D = (x*+ 2y2)*- (x*- 4y2)*- (6y*)*
haciendo x*+ 2y* = m; 6y’ =n
D=m*- (m-n)*-n*=(m*-n* - (m-n)*
D=(m?+n*)(m+n)(m-n) - (m - n)*
D=(m-n)[(m?+n?)(m +n) - (m - n)?]
D =(m-n)[(m?®+ m?n + mn?+ n’- m>

+3m’n -3mn?+ n3)]
D =2n(m - n)(2m?- mn + n?)
reemplazando por sus valores originales:
D = 2(6y2)(x2+ 2y - 6y2) [2(:2 + 2y2)2

- (x*+ 2y?)(6y?) + (6y)?]
D = 12y2(x? - 4y?) [2x* + 8x%y? + 8y* - Ox%y?
- 12y* + 36y*]

D = 24y(x? - 4y} (x* + x%y? + 16y")
Por lo tanto, observando el numerador y denominador:

E=X

y

OPERACIONES CON FRACCIONES
ALGEBRAICAS

SUMA Y RESTA

Para sumar o restar fracciones algebraicas se debe
tener en cuenta que:

(1) Se simplifican las fracciones si es necesario.

(2) Se halla el Minimo Comun Multiplo, determi-
nando el minimo comun denominador de los
denominadores.
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(3) Se divide el minimo comun denominador
entre cada denominador y se multiplica por
el numerador respectivo.

(4) Se simplifica la fraccion obtenida.

MULTIPLICACION Y DIVISION

Para multiplicar fracciones se recomienda factorizar
numeradores y denominadores y luego multiplicar
éstos entre si.

Para dividir una fraccion entre otra, se invierte la
fraccion que actua como divisor y se procede como
en el caso de la multiplicacion.

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Resolver:

xg“+yb yb+zC
E= + +

(P-z9E-x)  (-x)(-y?)  (x-yP)(y"-z9)

z¢ + x?

Solucion:

Hallando el minimo comun denominador y
sumando:

E (P+yP) (P-yP) + (yP+ z) (YP+ 2) + (284 x3) (z°-x7)
(ZC _ Xa) (yb _ ZC) (Xa _ yb)

Efectuando operaciones indicadas en el numerador:

2c _ 2a

Xla_y2b+y2b_22c+z X

E =
(ZC _ Xa) (yb _ zc)(Xa _ yb)

reduciendo:

E - 0
(ZC N Xa) (yb . ZC) (Xa _ yb)

E=0

2.- Efectuar:

xt - (x-1)2

- (x2+1)%-x2

x2- (x2-1)2

+ +
xX(x + 1)2-1

xX(x-1)2%-1

xt-(x + 1)?

Solucion:
Factorizando los numeradores y denominadores:

X2+ x-DEE2-x+1) (x+x2-Dx-x2+1)
E= +

X+l +xE2+1-%x) EE+x+DEE2+x-1)

(x-x+DE2-x-1)
+

x+x+DE*-x-1)

simplificando:
x2+x-1 X-x*+1 x2-x+1
E= + +
XX+x+1 xXP+x+1 x2+x+ 1

X+ x-1l+x-x2+ 1 +x%-x+1

E =
x2+x+ 1

X+x+1
F-_— """

xX+x+1
E=1

.- Efectuar:

4ab + 2b%- 122> b -2a 7a

E= + +
3(a*-b?) b-a 3(a +b)

Solucion:

Cambiando de signos a la segunda fraccion:

E- 4ab+2b2—12a2+2a—b L 1a
3(a+b)(a-b) a-b 3(a+b)

dando minimo comun denominador:

E_4ab +2b%-12a%?+3Qa-b)(a+b) + 7a(a-b)
3(a+b)@a-b)

_ 4ab + 2b?- 12a” + 6a’ + 3ab - 3b% + 7a’- 7ab

E
32 bY)
po @b
3 b))
-1
3
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4 .- Efectuar:

a-b b-c

" hec-mb-c-a) . (cea-blc-a-b)

c-a

(a+b-0c)a-b-0)

+

Solucion:

Cambiando de signo a los dos factores de la
primera fraccion:

E- a-b ) b-c
(a-b-c)a-b+c) (a-b+c)a+b-0¢)

c-a

(a+b-c)a-b-0)

+

dando comun denominador:

E (a-b)(a+b-¢)-(b-c)(a-b-c)+(c-a)(a-b+c¢)
(a-b-c)a-b+c)a+b-0¢)

efectuando operaciones en el numerador:

2_b%-ac +bc +b%*- c?-ab +ac +c?- a®>-bc+ab

(a-b-c)@a-b+c)a+b-c¢)

a

reduciendo términos semejantes:

0

E=
(a-b-c)a-b+c)a+b-0)

E=0

5.- Simplificar:

E 4a’ - 1 4b2 - 1 4¢2 -1
= + +

(@a-b)a-c) (b-c)b-a) (c-a)c-b)
Solucion:

Cambiando de signo a un factor de la segunda
fraccion y a los dos factores de la tercera fraccion.

Eo_ 4ol 41 4c-]
(a-b)a-¢) (b-c)a-b) @-c)b-0

dando comun denominador:

e (4a%-1)(b -¢) - (4b%- 1)(a-c) + (4c*-1)(a-b)
(a-b)@a-c)b-o)

Factoricemos el numerador por el método de los
polinomios simétricos.

paraa=Db

VN. = (4b*- D)(b-c¢) - (4b*- 1)(b-©)
+ @ -Db-b) =0

por lo tanto, un factor es a - b y los otros son:

a

[~

N

realizando la identidad de polinomios:

(b-o)(c-a)

(422-1)(b-c) - (4b*- 1)(a-c¢) + (4c*- 1(a-b)
=M(a-b)(b-c)c-a)
paraa=1, b=2, c=0
(4-D@) - A5 + DD = ME1D(2)(-1)
6-15+1=M(Q) M= -4
de esta manera:
N =-4(a-b)(b-c)(c -a)
N=4(@-b)(b-c)a-c)

Finalmente:

Eo 4(a-b)@-c)b-c)
" (@a-b)a-o)b-0)
E=4

6.- Si se cumple que:

X y z

q+r-p r+p-q=p+q-r

Calcular: E=(q-1x+ (r-py+ (p-qz
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1

Solucion: elevando al cubo:

Cuando se tiene una serie de razones se acostum- 3 2
bra a igualarlas a una constante; sea ésta igual a “t”. (\4/;) + 3(%‘7) : (\4/3 ) + 3(\4/; )6‘/F )2
X y z 1 + (ﬁ )3= '(\4/?)3

qQ+T-p T+p-q p+q-T (\4/;)3+(\4/b>)3+(\4/?)3
de aqui: x=(q+1-plt =—3\4/a7(\4/b_)(\4/a7+ﬁ) B

y=@+p-qt

z=(p+q-nt reemplazando (a) en (B):
reemplazando en E : (\4/;)3+ (@ )3+ (\"/c_)B
E=(q-Dl(q+1)-plt+-pl+p)-qlt =233 (b ) (e ) =3 Yabe

+(p-@lp+q-rit reemplazando en (3):

efectuando y factorizando t:
E- 3abe
E = t(q*-r*-pq+rp+r*-p’-qr+pq+p*-q*-rp+qr) B
E = t(O) E - 3
E =
0 g-siX-Y _z ; calcular:
a c
.- Si se cumple que:
E- ax + by +cz X2+ yr+z?
\/a Vbe + \/b Vac + \/C Vab =0 a’+b’+ c? ax + by +cz
Solucion:
calcular: \/; + \/b7 + \/C_ (1) Igualando la condicién a “t”:
R
a b ¢
Solucion:
de aqui:
Trabajando con la condicion: X = at
y = bt
Va2be + Ybtac + Vabe? = 0 z =ct

N 4 ) reemplazando en E:
dividiendo por Vabc | se tiene:

a’t + b2t + c?t  a’t’+ b2+

\4/; + \4/b7 + \4/?=0 2) E= C 22+ b+ it

aZ+ b+ ¢?

En (1), dando comun denominador:

factorizando:
(\4/;)3+ (%)ﬁ (\4/?)3 E- t@+b*+c?)  @+b*+c?)
E= " 3 - 22+ b2+ 2 t(a2+ b2+ 2)
abc
4 4 4 E=t-t
De2): Ya + b =-+c¢ ()
E=0
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9.- Calcular: por la condicion:
0
1 1 1 E=-
E= + + 2abc

b2+c2-a2 cZ+a’-b? a2+ b2-¢c?
E=0

sia+b+c=0
10.- Efectuar:

Solucion:
E =

De la condicion: b+c=-a

elevando al cuadrado: n-1+

b%+ 2bc + ¢2 = a2

b%+ ¢ =a’- 2bc @D) .+

También, pro la condicion: c¢+a=-b 14—

elevando al cuadrado: S
Solucion:

2 2 2=b2
¢ +cac+a Tratando de hallar una ley de formacion,

c?+a’=b?- 2ac 2) empezando por el final, sucesivamente se
obtiene:
De la misma manera: a + b = -c
ol ol 2 _ 1+l
elevando al cuadrado: 1.1 3 3 1+2 0
2 2
a’+ 2ab + b? = ¢?
2 2 6 3 2+1
2 2 _ o2 2 == === = ‘n=2
a’+b?=c?-2ab €)) )2+l 88 4 2+2 1
3 3
reemplazando (1), (2) y (3) en E:
1 1 1 3) 3 =i=ﬁ=i=3+1 ’n=3
E - . . 5.6 30 30 5 3+2
a’+2bc-a*> b?+2ac-b> a?+2bc-c? 8 8
4 4 20 5 4+1
1 11 4) S A ‘n=4
E=- - - 5
2bc  2ac 2ab 448 28 2% 6 442
5 5
dando comtn denominador: por lo anterior se deduce que:
E=-a-b—c =-(a+b+c) g_n+l
2abc 2abc n+2
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Calcular:
X . y . z
x-yz-x) F-220&-y) Z-y)(y-2)
a) 1l b) -1 )0
d) xyz e)X+y+z
2. Calcular:
A a+b . a-b  2(@@x+b)
ax +by  ax-by a’x?+b?%y?
4(a* - by?)
) a*x* - bty*
a) l b) 0 c)a+b+c
d) abc e) -1
B 2
3. Calcular: E = x+a X B + 2b & Zb
b-x b+x x? - b?
ba’+a+b
parax = —————
ab
2D 5o Sab+ 1
ab + 1
d)a+b e) 1
4. Hallar el valor de:
_{2X+y 2x—y}[2x+y Zx—y}
B 2X -y 2X +y Zx—y—2X+y
(4x?* - y?
. . X 1 +xy
si x é y verifican: 2(—) =
y - Xy
a) 4 b) 16 c) 2
d1 e) -4
5. Calcular:

X yP [ X 1,
X2 +y? J\xP+y J\x?

')
YZ

E =
(x +y)?-xy

(x - y)2 + Xy

1.1
y X

X+y b)X—y
X-y X+y

d)x-y e)l

a)

6. Calcular:
1-x 1 +x
+
E - 1-x+x* 1+x+X
1 +x ) 1-x
l+x+x? 1-xX+x
1
- b) 2
al)2 )
d) 4 e) -1

7. Dar el valor de la fraccion:

A (x2+ y? + z2D)xy?

X+ y + 2
a) 4/5 b) 2/5
d) 2 e)3

8. Simplificar:

(x*+6x +4)(x + 4)* + (x + 3)?

OX+y

ol

para x=a-b

c)5

(x+3)(x*+6x+4) +1

dar el numerador:

a) X2+ x+1
d) x*+x-1 e) x*+ 1

9. Simplificar la fraccion:

b) x2-x-1

1
m +
1
n+
1
m +
n+
1
n +
+ m+
m +
n +
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b) m/n

e)n

a) mn ¢) n/m

d) m

10. Si a, b y ¢ son numeros enteros que cumplen la
relacion a + b + ¢ = 0, dar el valor de la fraccion:

E- a’+ b + - 32°b°S?

9abc

a) (b2+ bec + ¢?)?

¢) (ab + ac + bc)?

b) (a+b +c¢)’

d) @+ b%+ c?)?
e) (a%- ac + ¢?)?

11. Efectuar:

(a+c-b+x)(a+b-c+x)

(b-a)(c-a)
(b+c-a+x)(@a+b-c+x)
(c-b)(a-b)
(b+c-a+x)(a+c-b+x)
(a-c)b-0)
a) 4abc b) ab + bc + ac
cda+b+c d) o0
e) 1l

12. Calcular el valor de la fraccion F si:

X y z

b+c-a c+a-b a+b-c

siendo F = 2(ax + by + c2)(x +y + 2)

x(y+x) +y(x +2) +z(x +y)

a)a+b+c b)a+b-c c)a-b+c

db-a+c e)l
13. Calcular:

[(x+xD2+ (x - xDH2]%- 4(x + x)2(x - x1)?

B (x*+x 2= (xt- x )2

a) -1 b) 2 c) 4

d) 1 e) 0

14. Sabiendo que se cumple que:
ax + by +cz=0

simplificar la expresion:

= (ay + bx)? + (cx + az)? + (bz - ay)?

x(@+x) +yb+y)+z(c+2)

a)a+b+c b) ab + ac + bc

c) a?+ b*+ ¢? e) 1l

e) 0
15. Simplificar y hallar el valor de:

x>+ (2a + b)x? + (a? + 2ab)x + a’b

E =
x>+ (a + 2b)x%+ (2ab + b?)x + ab?
\/(b-a)(b+a+2X)
+1
a2+ 2ax + x?
a) l b) 4 c)2
d) 3 e) 6

16. Conociendo el valor de a + b + ¢ = 2p, calcular:

abc a

. -
(p-a)p-b)p-c) (p-a

i b _c
(p-b) (p-0
a) 1l b) 2 )3
d) o e) -4
17. Si: X = Y_z , calcular el valor de:
a b ¢

X+a> y+b> 2+
+ +

x*+ar  y*+b? 22+ 2
x+y+z)P+@+b+c)
) x+y+2)2+@+b+c)?
a)l b) x +a ox+b
d) x+c E)O
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18. Sabiendo que: a)l b) 4 c)3

(x+y+z+w)(m+n+p+q) =5329y que: d) 0 e)2

y 20. Simplificar:
= ? =

B~

ip - % Hallar el valor de:
xy (x-a)(y-a) (x-b)(y-b)
— & +

E=3[\/X.m+\/y.n +\/z.p+\/w.q] ab a(a-b) b(b - a)
(1 +ab)(1+ac) (1 +ab)(1+bc) (1 +ac)(l+bc)
+

a) 3 b) 12 ¢) 219 +
(a-b)(c-a) (b-a)c-b) (c-a)b-0o)
d) 73 e) 1
19. Si se cumple que: a) a/b b) abc c)a +b+c
+ +
(a-b)? (a+0)? ~ (b+c) (a-b)?
a B b CLAVE DE RESPUESTAS
1 m DC 2)B  3)A 4B 5)B

6) A 7)B 8) A 9) B 10) A

11) E 12) A 13) C 14) A 15) A
al + bm

cn 16) B 17) E 18C 19A 20D

Calcular: E =
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INTRODUCCION EL BINOMIO DE
NEWTON

FACTORIAL DE UN NUMERO
Factorial de un ntimero “n” es el producto indicado
de todos los numeros consecutivos desde “1” hasta

“n”. Se representa asi:

[n 0 n!y se lee factorial de “n”
Por definicion:

m=1.2.3.4.5. ... .n 0
[n=nn-mn-2).....3.2.1
Ejemplos:

i) [5=1.2.3.4.5=120

ii)[7=1.2.3.4.5.6.7=5040

iii)|8=8.7.6.5.4.3.2.1
=8|7=8.5040=40320

o2z 98
iv Iﬁlﬂ_ 5L

=9.12=108

PROPIEDADES DE LOS FACTORIALES

1°Siel|n existe, el valor de “n” es entero y positivo.

2° El factorial de 0 es 1 y el factorial de 1 es 1 es decir
0l=1yll=L

3° Si el factorial de un ndmero es igual a otro,
entonces los nimeros son iguales, es decir:

12 =b a=b

4° En factoriales se debe tener en cuenta que:
a)laxb =|a=pb
Bla.b =@ .p
a_1a

o) |—=—

b b
EJERCICIOS RESUELTOS
1.- Simplificar:
m +[n-1 + n+1
k= n + |n+2 - n(n+2)|ﬁ

Solucion:

Descomponiendo previamente los factoriales

hasta|n - 1:
m = nin-1

n+l= (n+Dn|n-1
n+2= n+2)(n+1n|n-1

reemplazando en la expresion:

nln-1 +n-1 + (n+1n |n-1

E-=

n|n-1 +(m+2)(n+n|n-1 -n(n+2)|n-1
factorizando:
. n-1ln+1+n%+n)

nln-11+n*?+3n+2-n-2)
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reduciendo y simplificando:

o n-1 (n+1)? 1

“an-1 (n+12 1
E=n'!
2.- Simplificar:
nn!+1 . (1’1 _ 1)!(n+l)!
(n _ 1)!n!n n!n!
Solucion:

Descomponiendo los factores previamente hasta
m-D

n! =(n-1)n

m+D!'=(m-Dn(n+1)

haciendo (n - 1)! = a:
nna+1 . (a)(n+1)na

anza . (an)an

efectuando:

E= n™ . n . ane m
anza aan nan

E=n

73]

n en:

1
272 J\1.3.5.7.....2n-1)

Solucion:

3.- Calcular el valor de

Con la finalidad de introducir un factorial en el
denominador, se multiplica y divide por:

A=2.4.6.8.10.....(Q2n)
A=Q2.1D2.2)2.3)2.92.5).....2.n)
A=Q2.2.2.2.....2)1.2.3.4.5.....n)

“n” factores
esta expresion se puede reescribir asi:
A=2"|n
luego, la expresion inicial sera:
1 [2n.2" |n
(2“'2>(1 .2.3.4.5.6.7.8.....2n

): 2 880

1 2n. 2" n
: = = =2 880
2 20
2
simplificando:
4 n = 2880
m = 720 = IQ
n= 6
.- Calcular “n” en:
(720111995 = 71910 | gInt!
Solucioén:
Como: 5! =120
6! =720

reemplazando y efectuando:

(720!)119!120 =(719!)n!! (720)n”

(7201120 = (719! . 720)"

(7201)120 = (7201)™

igualando exponentes:

120! =n!!

como 120 =5!:
n!! =5!!

de donde: n=5

.- Calcular “n” en:

n?h-1+2n?-3n+DNn-2+ ®M*-3n+2)n-3
3n-120

n+1

Solucion:
Factorizando por el aspa los paréntesis:

(1) 2n?2-3n+1=Qn-1n-1)
(2) n?-3n+2=mn-1Dn-2)

reemplazando:
n.nn-1+Qn-Dm-Dn-2+(m-1)®0-2)n-3
3n - 120
0
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pero:
(n-Dn-2-pn-1
m-Dn-2)n-3=Mn-1n-2=n-1

reemplazando:
3n - 120
nn-1+Q2n-1)n-1 +jn-1=—7—"7"0w-
n+1
factorizando:
3n - 120

n-1 (n?+2n-1+1)=

n+1

transponiendo, simplificando y factorizando:

(m+2)(n+1)nn-1=3n-120
El primer miembro es |n + 2 ; luego:

n+2 =|3n-120

de aqui:
n+2=3n-120
n=>~01

VARIACIONES

Cada una de las ordenaciones, coordinaciones o
arreglo que puede formarse, tomando algunos o
todos los elementos de un conjunto de objetos, se
llama una variacion. Se puede diferenciar dos de
ellas, bien en un objeto o bien en una diferente orde-
nacion de los objetos.

FORMULA DEL NUMERO DE VARIACIONES DE
“n” ELEMENTOS TOMADOS DE “r” EN “r”.

Equivale a calcular el nimero de maneras de que
podemos llenar “r” lugares cuando se tiene “n” obje-
tos diferentes a nuestra disposicion, lo cual se logra

con la formula siguiente:

Donde:

73]

n
V, :son variaciones de “n” elementos tomados de

73 1) 73R 1)

" en “r
n : el numero total de elementos por agrupar

r: el namero de elementos (6 lugares) que con-
forman un grupo.

Ejemplo: Sean los elementos a, b, ¢, d, ;cuantas
variaciones se puede formar tomando las letras de
2en 2?

Solucion:

Formemos los grupos:

ab, ac, ad, bc, bd, cd
ba, ca, da, cb, db, dc

total seran 12.

Aplicando la formula, donde n = 4, r = 2:

i 14 4 4.312
V2 =i_£_7l—=12

-2 2 2

PERMUTACIONES

W »

Se llama permutaciones de “n” objetos, a los diferen-
tes grupos que con ellos se puede formar, de manera
que participando “n” objetos en cada grupo, difieran
solamente en el orden de colocacién. El numero de

73]

permutaciones de “n” objetos sera:

P =|n
donde:

(73]

n” es el numero de objetos.

Ejemplo.- Hallar el namero de permutaciones de
tres letras: a,b,c.
Solucion:

Los grupos seran:
abc, acb, bac, bca, cab, cba
Utilizando la formula:
P,=13=1.2.3=06
COMBINACIONES

Se llama asi a los diferentes grupos que se puede for-
mar con “n” elementos tomandolos todos a la vez o
de “r” en “r” de modo que los grupos se diferencien
por lo menos en un elemento. Para determinar el
numero de combinaciones de “n” elementos toma-

1SR 1)

dos de “r” en “r” se utiliza la siguiente formula:
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Cn —Il
_|r_ n-r

T

73]

C_: combinaciones de “n

738 1) 7381}

ren r.

elementos tomados de

n : numero total de elementos.
r: el nimero de elementos que conforman cada
grupo.
Ejemplo.- ;De cuantas maneras se puede combi-
nar 5 elementos tomados de 2 en 2?
Solucién:
Sean los 5 elementos a, b, ¢, d, e.
Los grupos seran:

ab, ac, ad, ae

bc, bd, be
cd, ce
de

El numero total de grupos formado es 10.

Aplicando la formula:

b

C=o"7—
[2]15-2

szg =5.4|i=10
23 213

PROPIEDADES DE LAS COMBINACIONES

1° Combinaciones Complementarias.

Se dice que 2 combinaciones son complemen-
tarias cuando el numero de combinaciones, de

3% 1) 138 1)

“n” elementos tomados de “r” en “r”, es igual al
“n” elementos

numero de combinaciones de “n
tomados de “n - r” en “n - r”. Es decir:

C.=Cy,
CONSECUENCIA IMPORTANTE
Si se cumple que:

C=C

tomando combinaciones complementarias:

Luego por lo tanto:

a)r=p
b)r=n-p
r+p=n

2° Suma de Combinaciones.

Demostraremos la siguiente relacion:

n+l

= C

1 T+1

n n
C.+ C,
Utilizando la férmula de combinaciones:

o In .

C+C. =
! o rn-r |r+lmp-r-1

~ L@+ + nhm-r)
- r+1 |n-r
_E(r+l+n+r)_ |£(n+l)

[T+]1 |n-r |r+l|n—r

n+1
r+1 n-r

n+l

= C

Cr + Cr+1 T+l
3° Propiedad sobre los indices.
Si el C existe, luego:

a) Ny I son nimeros enteros positivos

b) n>r

4° Degradacion de indices.

Consiste en descomponer un nimero combinato-
rio en otro que tenga como indice superior uno
menor que el original y como indice inferior al
inmediato inferior. Es decir:

c-nc
Demostracion.-
o nn- 1
o= [r |n-r B rir-1m-r
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- -1

c'= (A) g_icn'l
r r-1m-1 T

I3 )

Ejemplo.- Hallar el valor de “n” en la siguiente

igualdad:
2C-5C)
Solucion:
Se sabe que:
=

n-1
2 (%) C, =5C,
Simplificando:

2 (l) =5

4

n_s

2

n=10

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- ;Cudntos numeros diferentes de 6 cifras puede
formarse con los 9 digitos 1, 2, 3, ..., 9 y en los
cuales no se repita ningin ntmero?

Solucion:

En este caso interesa el orden en el cual estan dis-
puestos los 6 digitos, por lo cual se trata de varia-

ciones:

Vg |2 |2 9.8.7.6.5.4 |3
"D 13 B

9

V6=60,480

Rpta.: 60,480 numeros

2.- ;De cuantas maneras diferentes puede aco-
modarse 7 personas en un banco?

Solucion:

En el caso hay que considerar el orden en el cual
estan dispuestas las personas y como entran en
todas ellas; por lo tanto se trata de permutaciones.

N
1

b
1

P.=7!=7.6.5.4.3.2.1=5040

Rpta.: 5 040 maneras.

Si una cuadrilla tiene 14 hombres, ;de cuantas
maneras pueden seleccionarse 11?

Solucion:

Interesa seleccionar 11 hombres de 14 sin intere-
sar el orden, se trata entonces de una combinacion.

ot b4 14.13 .12 11
U3 (1L .3.2.1

Rpta.: 364 selecciones.

=364

.- Hallar el numero de personas que asistieron a una

reunion si al despedirse se contd 78 apretones de
manos.

Solucion:

Sean “n” las personas que habian en la reunion.
Para poder contar un apreton de manos es nece-
sario que dos personas se den la mano, luego si se
quiere contar el numero total de apretones de
manos, serd necesario combinar a las “n” per-
sonas de 2 en 2.
n
C,=78

[n

— =78
E n-2

nn-1)n-2 75
1.2. n-2
nn-1)=156=13.12

Por comparacion: n = 13

Rpta.: Asistieron 13 personas.

[73 )

Calcular el valor de “x” que satisface la igualdad:

V,.C, =450
Solucion:

Utilizando las formulas conocidas:

X . X =450
x-2 2x-2

x(x-1) 1x-2 x(x-1)|x-2 450
X -2 1.2 (x-2
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x*(x - 1)2 =900
x(x-1) =30
x(x-1)=6.5

Por comparacion: x = 6

[73t)

ny

73 })

p” en la siguiente igualdad:

Calcular

o
1

2n

C

p-2

2n

=C

10-p

Solucion:

Se sabe que Crrn= C?, de aqui:
ar=s

b)r+s=m

aplicando esta teoria al ejercicio propuesto:

a)p-2=10-p
2p=12
p=©6

b)p-2+10-p=2n
8 =2n
4=n

Rpta: p=6,n=4

[73t)

Calcular “n” en:

n n+l
G +C

n+2

L
5
¢,

Solucion:

Degradando los indices:

(23 @
C2+2= (n; Z)C;‘”z(n:}- 2
reemplazando y factorizando:
Cz (1 +

n+2
4

)54

n+1

)25

8.-

simplificando:

n+4
3 T
n+2)(n+1) 5
12

4n+4)B)=7n+2)n+1)
20n + 80 = 7n2+ 21n + 14

igualando a cero:
n*+n-66=0
factorizando por el método del aspa simple:

n +22

(Tn+22)(n-3)=0

n -3

igualando a cero cada factor, se obtiene:

22
n=3 n=--—
¥ 7

Dado que “n” debe ser entero; entonces:

Rpta..n=3
Calcular “x” en:
x-2 x-1 X-2 X 2x-21 2x-21
Cp+Cpu+C,+C, -G, =Gy

Solucion:

Agrupemos de la siguiente manera:

(C;((-)2+ C);-ll) + C)2(-22+ C;l _ (C2x-21> + (CZX-ZI)

21 22

aplicando la propiedad de suma de combinaciones
los paréntesis reiteradamente; y agrupando de nuevo:

2x 20
22

(c+Cy)+C = ¢

2x-20

X X
Cu+C, =G,

. x+1 2x-20
finalmente: C,, = C,,
identificando indices superiores:

x+1=2x-20
x =21
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9.- Calcular x e y ,si:

a) Cy»l = Cy

b) 4C. =5C.
y Y

2
Solucion:
En la primera condicion, desarrollando:
C.=¢
x X
y-Lix-y+1 _|Z X-y
simplificando y descomponiendo los factoriales:

1 1
y—l(x-y+l)x-y_y y-1 1x-y

simplificando se llega a:

X-y+l=y
x=2y-1 (o)

En la segunda condicion, desarrollando:
4C =5C
y y-

4x 5|x
yIX-y |y—2 |X—y+2

simplificando y descomponiendo los factoriales:
4 B 5
Y XY y-2x-y+2)x-y+1) |x-y

simplificando y reemplazando x por su valor
dado en (o) y operando:

4 5
y(y-l)y—Z_ y-2Qy-1-y+2)Qy-y+1-1)

simplificando:
4 _ 5
yiy-D  (y+D(y)

simplificando y efectuando:

4y+4=5y-5
y=9
En (a):
x=209)-1=17
x=17

W,

10.- Calcular el valor de “x” en:

(Cm+2 _ Cm+1) Cm

c+l X x-1

Solucion:

Degradando los indices:
m+2 m+1 m
C = m+2 C=rn+2 m+1 C
x* x+1) * x+1 X X

Cm+l=<m+ 1) Cm

X X x-1

reemplazando estos equivalentes en la expresion dada:
m+2\(m+1\-" (m+1)-"]|-"
[ e e
m+1\ ™ 2 fm+2\(m+1)\.m .m
(e ()
factorizando en el numerador y denominador:
Cm 2 m+ 1 m+ 2 -1
xl X x+1
o fm+1\[fm+1) m+2
xl X X x+1

simplificando y efectuando:

=2x-12

=2x-12

m+2-x-1

X+ 1

=2x-12
mx+m+x+ 1-mx-2x

(x + Dx

simplificando:

m-x+1
x+ L S
m-x+1

(x + Dx

X=2x-12
x =12
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DESARROLLO DEL BINOMIO DE
NEWTON
con exponente entero y positivo.

Haciendo uso de los productos notables, se calcula el
producto de “n” factores binomios; y de esta manera,
se indica cudl es el desarrollo de un binomio de la
forma (x + a)™

PROPIEDADES DEL BINOMIO DE NEWTON

1° Su desarrollo es un polinomio completo de (n+1)
términos.

2° Los coeficientes de los términos equidistantes de
los extremos son iguales; lo cual es evidente, por
ser nimeros combinatorios complementarios.

3° El exponente de “x” en cada término es igual al
numero de términos que le siguen y el de “a” al
que le preceden.

4° El coeficiente del primer término, es 1y el coefi-
ciente del segundo término es igual al exponente
del primer término.

5° El coeficiente de cada término es igual al del ante-

rior multiplicado por el exponente de “x”, tam-
bién en el término anterior y dividido por el de
“a”, del término anterior aumentado en una

unidad.

6° Silos términos del binomio tienen signos contrar-
ios, los términos del desarrollo seran alternativa-
mente positivos y negativos siendo negativos los
que contengan potencias impares del término
negativo del binomio. Basta sustituir en el desar-
rollo “a” por “-a”.

7° Si los dos términos del binomio son negativos,
todos los términos del desarrollo seran positivos o
negativos segin que el exponente sea par o impar.
En efecto, se tiene:

(x-a)m=[-1(x+a)]"=(-D™x+a)™

8° La suma de los coeficientes de los términos del
desarrollo de un binomio de cualquier grado es
igual a 2 elevado a esa potencia. Basta hacer en el
desarrollo de Newton x = a = 1 y se tiene:

m

221+C+C+C+ .. +C.

9° La suma de los coeficientes de los términos de
lugar impar es igual a la suma de los de lugar par.

W, ” 7t}

10° Con respecto a las letras “x” y “a”, el desarrollo
es un polinomio homogéneo de grado n.

METODO DE INDUCCION
x+a)(x+b)=x*+(a+b)x+ab

(x+a)(x+b)(x+c0)

=x>+ (@a+ b+ c)x*+ (ab + ac + bc)x + abc

x+a)x+b)x+0)-x+d)

=xt+(@a+b+c+d)xP+(@b +ac +ad
+bc + bd + cd)x?

+ (abc + abd + bed + acd)x + abed

Para n factores:
x+aAx+b)x+c0) ... x+k)

n n-1 n-2 n-3
=X 45X +SXx +S,x +..+S
1 2 3 n

donde:

S, =sumade las letras a, b, ¢, ..., k.

S, = suma de los productos de estas “n” letras
tomadas de 2 en 2.

S, = suma de los productos de estas “n” letras

tomadas de 3 en 3.

S, = producto de todas las “n” letras.
Ahora:
Sita=b=c=d=...=k

[P

es decir, si todas las letras son “a”:

Sl=CTa=<l>a=na
1
n nn-1)
S, = C2a2=Ta2
S - C“a3=n(n-1)(n-2) 23
’ ’ 1.2.3
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Luego, el producto de n factores (x + a) es igual
a (x + a)" y su desarrollo es:

n n
(x +a)" =x"+ Cx"'a+ C,x"?a’

n
+ Cx™ad +. .+ an

o también:
nn-1) 22xn2
1.2
n(n-1)(n-2)
———a
1.2.3

(x +a)" = x"+ nx™a +

303 4 +an

Ejemplo. Desarrollar:
x+a)t=x"+ C41x3a + Cixzal2 + Cixa3 + Cia4
= x*+ 4x3a + 6x%a? + 4xa’ + a*
FORMULA DEL TERMINO GENERAL

Esta formula permite escribir un término cualquiera
del desarrollo del binomio.

Se sabe que:
n n n
(x +a)" = Cx" + C x"a + C,x"? a

n-3,3

n n
+ C3x a’ +...+ Ca"

Siguiendo la ley de formacion de todos los térmi-
nos del desarrollo:

n
ler. término: C,_ x ("D gl
. n
2do. término: C, x ™1 a?!

n
3er. término: C, x ™GV a¥!

n
4to. término: C, x @D a*!

. n
10mo. término: C, x ™10-D g10-1

: n
kmo. término: C, _x ™D gkt

n
(k + 1) término: C, , x ™k+1-D gkl

n
C Xn—kak

b= G

donde:
(k + 1) = lugar que ocupa el término buscado.

Ck = combinaciones de “n” elementos tomados
de ‘Lk” en “k”.

n = exponente del binomio.

x = primer término del binomio.

a = segundo término del binomio.

k = lugar menos 1 del término buscado

Ejemplo.- Hallar el término 10 del desarrollo de
la potencia:

1 12
27 —)
<X+3

X
Solucion:
Notese que:

n=12 7 k+1=10 i k=9

ler. término: 27x°

2do término: (1—>
3x

Aplicando la formula:

t9+1

12 ] 1 9
= t10= C9 (27X5)129 (3—X>

t,= C G*)GIx)

12.11.10 9 L15Y(2-9¢ -9
t,=—=-==-2¥ . (3% x)(3%7)
Y3201
t. = 220x°

10
EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Hallar “n” para que el t,; del desarrollo de:

2 2 \5n+2
(i . L)

Y Ax

W,

contenga a “x” con exponente 44.
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Solucion:

Calculo de t,.:

5n+2 Xz 5n+2-24 YZ 24
b= Cy (_) ( )
y Vx

73t}

El exponente de “x” en este término debe ser,
segun el problema, igual a 44; es decir:

2(5n+2—24)—% (24) = 44
10n + 4 - 48 - 12 = 44
10n=48+12+44-4

10n = 100

n=10

N
1

;Cudl es el numero de términos en el desarrollo

de:
(&)

si los coeficientes de los términos de lugares 7 y 8
son iguales?

Solucion:

Calculo de t:

El coeficiente del t, es:

n

n n-7
r-(5)

Por la condicion del problema:

n-6n n-7 _n
(5)= (§)e

simplificando:

desarrollando:

<§)6b=7|£n|_—7

simplificando y descomponiendo los factores:

(%) (n—6)1|L7 6 7 |g1|n_-7

_n _1
8n - 48 7
7n = 8n - 48
n =48

Rpta.: Numero de términos, segin primera
propiedad:

n+1l=48+1=49
3.- Hallar el exponente de “a” en el término indepen-
diente (que no tiene x; en términos formales, es

independiente de “x”) en el desarrollo de la
potencia:

o)

Solucion:
Célculo del término general:

m k
— Cfﬂl(xm) m+n-k (_\/;>

tk+1 X0

W,

Si es independiente de x, el exponente de “x
debe ser cero; es decir:

mm+n-k)-nk=0
m(m+n)-mk-nk=0

m(m +n) = (m + n)k
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luego:
k=m

[IPR]

El exponente de “a” en este término es:

m
m m m 1
(\'a):a:a

Rpta.: El exponente es 1.

4.- Dado el binomio:

120
) , determinar:

(%x—+31
X

a) El numero de términos racionales e irra-
cionales que tiene el desarrollo.

b) Cuantos términos son enteros y cuantos son
fraccionarios.

Solucion:

el término general de este desarrollo es:

k
(- C11<20 (ilx_)lzo_k ( \/1_)

3
X

a) Para que sean racionales:

24 - 8k = numero entero
15

los términos es igual a 252.
Solucion:

Calculo del término general:
t,, = CE (x2)mk (y%) k

donde: k=0,1,23,..., n.

ésto se cumple para k = 0, 15, 30, 45, 60, 75, 90,
105, 120. Lo cual indica que hay 9 términos
racionales y como el desarrollo tiene 121 térmi-
nos, los irracionales son 112.

b) Para que sean enteros:
24 - 8K

15 = numero entero y positivo
ésto se cumple para k = 0, 15, 30, 45. Hay 4 tér-
minos enteros y como existen 9 racionales, hay 5
fraccionarios.

Calcular el valor de k en el desarrollo de (1 + x)*,
si se sabe que los coeficientes de los términos de
lugares (2k + 1) y (k + 2) son iguales.

Solucion:
Calculo del término 2k + 1):

‘;{ (1)B2k (x)%k

t C

2kl

. 43
su coeficiente:  C,

Cdlculo del término k + 2:

ch (1)Pkl (x)kel

t k+1

k2
. 43
su coeficiente: C,

Por la condicion del problema:

43 43
Czk = Ck+1

para que estos coeficientes sean iguales, debe
cumplirse que:

2k+k+1=43
luego: k = 14

6.- Hallar el numero de términos en el desarrollo de: (x*+ y*)" | si la suma de los grados absolutos de todos

El grado absoluto de este término es:

GA.L,, = 2(n-k) +5k=2n+ 3k

Mientras que los grados absolutos de los respectivos términos son 2n, 2n + 3, 2n + 6, 2n + 9,...

Por el dato inicial:

2n+(2n+3)+ (2n+6) + ...

| |
n

+2n+3(n-2)]+ [2n+3(n-1)] + [2n + 3n] = 252

n

n
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Sumando de 2 en 2 se obtiene:

(7n) + (7n) + (7n) + ..

n+1

.+ (7n) =252

términos

Luego, se tendra:

7n(E%§lj =252

nn+1)=72
nn+1)=8.9
n=3_8

Rpta.: El numero de términos es 9.

Sabiendo que A, B y C son coeficientes de tres
términos consecutivos del desarrollo de:(a + b)™;
y, ademads que:

20
A+ 2B+ C=C10

hallar n2.
Solucion:

Seat_, el primer término de los tres:
n
tr+1 = Cr (a)nr (b)r
n
A=C
T
Sea t_, el segundo término:

t =C:l+1 (a)n-(r+1) (b)r+1

T+2

luego: B = Czl

Seat_, el tercer término:

3

- Cn (a)n-(r+2) (b)r+2

T+3 T+2

t
luego: C= C,,

Reemplazando A, By C en la condicion del problema:
Crrl +2 Cil + C]:+2 = Czl(())

n 20

n n n
C +C . +C . +C  +C
T r+1 r+1 10

r+2
aplicando la propiedad de las combinaciones:

T+l T+ 20

C. +C,=Cp

T+l T+2

aplicando nuevamente la propiedad anterior:

r+2 20
Cr+2 = CIO
de aqui:
r+2=10 = r=8
n+2=20 = n=18
n? =182
n? =324

TERMINO CENTRAL

En el desarrollo del Binomio de Newton, se denomina
asi, al término que equidista de los extremos.

Se presenta dos casos:

1.- Cuando el exponente es par, de la forma (x +a)",
existe un solo término central y su lugar se deter-
mina segtn la formula:

LG— +l=n+1
2.- Cuando el exponente es impar, de la forma (x + a)?!,

existen dos términos centrales y sus lugares se deter-
mina por las formulas:

ler.Central:

2n+1+1
2

=n+1
2do.Central:
n+l+1l=n+2
EJERCICIOS RESUELTOS
1.- Determinar a y b en la potencia:
<, 3"
P

de modo que admita un solo término central cuya
parte literal sea x’y!'°.

Solucion:

Como hay un término central, el lugar es:

b

—+1
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Por lo tanto:

x? y
t =C
b b b.s) b b
(— + 1) 2 b-5) ) 7
2 y X
b b
b 2an 2
t = C, .x* 2
L +1 5
> 2
b b
b tan b
=C.x* .y’
b +1 5
> 2
Como la parte literal es: x’y', identificando

exponentes de x € y:
D 2@-1=3
b(a-1)=6 (o)

.~ b ~
ii) 7(5)—15

b= 6 ®)
Sustituyendo en (o) da:

a=1
Rpta:a=1 b=6

2.- En el siguiente binomio:

4 1 2n-1
(X + X—3 )

uno de sus términos centrales es independiente
de “x”. Calcular el numero de términos.

Solucion:

Como el exponente es impar hay 2 términos cen-
trales, cuyos lugares son:

ler. término central:
2n-1+1
P
2

2do. término central:

n+1

Calculo del t :
t = Cinll (xHn (x3)n!

I3t}

si es independiente de “x” su exponente es cero:

4n-3(n-1)=0

de donde:

n=-3

Pero es negativo por lo tanto no es la respuesta

73 })

buscada por no ser independiente “x”.

Calculo del t_

2n-1
t =C (X4)n»1 (X»3)n

n+l n

W,

si es independiente de “x” su exponente es cero:

4(n-1)-3n=0

4n- 4-3n=0 n=4%

Rpta.: El numero de términos es 8.

3.- Si el término central del desarrollo de:

es de grado absoluto seis. Calcular el exponente

[73=1)

que tiene “y” en ese término.

Solucion:

73 })

Si hay un término central, “n” es un exponente
par, luego el lugar que ocupa el término central es:

RS |
2

Calculo del t(%Jr 1):

T T T
t =C & (y) = C, ) yn:z
1+1) 7 2_ X
2
t =C;l X : yn/2 = C: xn/2 yn/2
(2—"1) 2 2
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El grado absoluto del t es:

LN |

n,.n_p
22

n==6

7))

Por lo tanto,el exponente de “y” en este término es:

n 6

2 2

N
1

.- Sabiendo que en el desarrollo de:
(X + y)2n+1

739 }) «w »

los términos centrales son de lugares “p” y “q”.

Hallar el valor de:
E=pq-n’-3n
Solucion:

Como el exponente del binomio es impar, hay
dos términos centrales, cuyos lugares son:

ler. término central:

Zn+l+1_2n+2 _
2

2do. término central:
n+l+1l=n+2
Por datos del problema:
n+l=p @
n+22=q (mn
Sustituyendo (I) y (II) en la expresion E:

E=(n+1)(mn+2)-n%-3n

efectuando: E = 2

5.- Los coeficientes de los términos centrales de los
desarrollos de:
(X + y)lm , y (X + y)Zm-z

son entre si como 18 es a 5. Calcular m.

Solucion:

El término central de (x + y)*™ ocupa el lugar:

2M ) _me
2

el coeficiente del t_ | de (x + y)*™ es:

2m

C

m

El término central de (x + y)2™2 ocupa el lugar de:

2m -2
2

+1=m

El coeficiente del t_ de (x + y)*™* es:

2m-2

m-1

Por condicion del problema:

2m
C 18
2m-2
Cm-l 5
2m
m m [2m  |m-1 |m-1

2m-2 m m [2m-2

[m-1[m-1

Cm)Q2m-1)[2m-2 |m-1 |m-1 18

m|m-1m|m-1|2m-2 5

de aqui:
20m-1) 18
m 5

20m - 10 = 18m

2m = 10

m=>5

TRIANGULO DE PASCAL O DE TARTAGLIA

Permite determinar los coeficientes del desarrollo del
Binomio de Newton. Escribiendo en linea horizontal,
los coeficientes del desarrollo de la sucesivas poten-
cias del binomio forman el tridngulo aritmético de
Pascal o de Tartaglia, de la siguiente manera:
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Coeficientes de: Solucion:

(x+a)°= 1 1 (x+a)°
(x+a)t= 1 1 1 1 (x +a)t
(x+a)?= 1 2 1 1 2 1 (x + a)?
(x+a)= 1 3 3 1 1 3 3 1 (x+a)’
(x+a)t= 1 4 6 4 1 1 4 6 4 1 (x+a)*
(x+a)y=1 5 10 10 5 1 1 5 10 10 5 1 (x +a)’

Luego:

En este triangulo, un coeficiente cualquiera es

3. v (x3)5 3y 3)3(y4)2
igual a la suma de los dos que van sobre ¢l en la (¢ +yD7 = P+ 507"+ 106 (Y

linea anterior. Se utiliza para potencias pequenas. + 1032 (y)? + 5 (yH* + (yH)°
Ejemplo: Efectuar el desarrollo de (x* + y*)° for- (3 + y"7 = x4 5x12y* + 10x%8® + 10x%y'2
mando el tridangulo de Pascal. + 5x0y16 4 y20
EJERCICIOS PROPUESTOS
1. Calcular el valor de n en la siguiente expresion: a) 57 b) 56 c) 58

1024|n-1[1.3.5.7....2n-3)]=2(n- 1) d) 59 e) 60

4. Obtener el valor de la expresion simplificada:
a) 12 b) 11 c) 14
m! (m+1) (m+2)! (m + k)j
—_— + + + +—_

0! 1! 21 k!

2. Después de calcular “x” halle “E”: ) m + k b) m+k+2
a —_—_— —_—
1k k+1 1
(x+3) [x+1 [m+ 1k [kl [m+1

x+1 +|x+2 +|x+3 m + k m + k
) d)

d) 15 e) 13

c
(m+1) |k m |k
E= \10x - 4 ) m+k+1
e _—
a5 b) 6 0)2 (m+ Dk
5. Después de operar, se obtiene:
d) 7 e) 4
L o 2 a-b
3. Calcular “n™: b b .
a a+b [b]
2+2(2 +3|13+...+(m+3)[n+3=]60 b b
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a) a b) ab ob 11. Calcular la siguiente suma:

0 g ¢ ¢ . . d
—t— t— ...+
6. Simplificar: L2 3 n+1
2n+1 2n+1 + 1
nll+ 1) nll - 1)! a) b)=——*+1
_ n!l@+DE (o) 1@t -D N 1
(! - D@D (p)@bm
n+l n
o2 -1 R
a) 1 b) n c) n! 1l M <x
n+l
H@y?  on? g2 -1
n+l
/- Electuar: 12. Después de efectuar se obtiene:
[Cl C2C3 Cn][ IL Illi """ Iilz n n n n-l n n-2 n n-m
(GG (GG - o (GG 5 5os <5 (G (G
a) n)r+1 b) |n® ¢) (| n)® N n
(I_) I_ (I_) a) 2n Cm b) 2m+n C) 2m Cm
d) (E)n o e) In_ n m m+n
d2 C, e) C .
8 o 8 7|6
8 En: 9 \& =G & G E 13. Obtener la suma de todos los valores de “x”:
dar la diferencia absoluta de los valores de “a” Ci’_‘f + C:Z + C?:; . Ci’; _ C33:116
que se obtiene.
a) 2 b) 3 o5 a) 25 b) 26 c) 24
d) 6 e) 7 d) 21 e) 22
9. Hallar x: 14. En la quinta potencia de un binomio, el quinto
término vale 160x!? y el cociente de sus térmi-
3n 3nen?x 3n 2n nos centrales (en orden) es x*. ;Cudl es el
C, sznz < Cy G, segundo término del binomio?
a) -1 b) 1 c) 1l/m a) 2x* b) x* c) x2
d) -1/n e) 172 d) 2x? e) x?

10. Hallar: Cin, sabiendo que: 12, S @l politnonior

P=ax*+Bx>+ Cx*+ Dx + E

3n 2n  3n 3n n 3n
G G Ga-G G G =0 es el desarrollo de la cuarta potencia de un
binomio. Hallar el valor de:
a) 1 b) 12 c)2
B8C*
d) 3 e) 6 (24)*A'D*
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si el binomio es (px + q)
a) p b) p’ 4

d) pq?

o q
e) pq

16. El binomio (a*+ b?) al ser elevado a cierta poten-
cia, contiene en su desarrollo a'®h*, ademds, sus
términos de orden (k - 3) y (2k - 11) tienen
iguales coeficientes. ;De qué grado respecto a

1t}

a” es el término (k + 6)?

a)7 b) 5 c)2

d) 9 e) No hay término

17. Si en el desarrollo de (x + %)n

el cociente de los sextos términos contados a
partir del comienzo del desarrollo y del extremo
final es igual a la unidad. Hallar “n”.

a) 6 b) 8 o) 12
d) 10 e) 14
18. Dar el valor mas aproximado a:
3
2N2V 14 . 4
a) 1,24 b) 1,98 ©) 1,32
d) 1,16 e) 1,48

19. Dar el valor mas apropiado a: 3
N26

a) 83 p) 84 o) 82
82 81 81
80 84

D81 )

20. En el desarrollo de (a + b)* el segundo coefi-
ciente es igual al 4°; ademas en el desarrollo de
(x + y)™P el tercer coeficiente es igual al sétimo.
Dar el valor de E.

_ (a-2x)8+ (2y-b)8
) (b - 2y)®

IE

a) 2 b) 1 o3

d) 4 e) -1

21. Calcular el numero de términos diferentes, no
semejantes entre si, del desarrollo de:

3
(X + X, + X+ X, + ... + X )

2 n(2n + 1) b) n2n+ 1(n+1)
3 6
nn+1n +2) n(2n +1)2n + 2)
) — M — d)
3 12
nn+ 1 +2)
I———%

22. ;Qué exponente admite “z” en el término que
posee x® en el desarrollo de:

(xzyz + 12 )n
xy?’z

b) 5

a) 4 )3

d 2 e) 0
23. ;Para qué valor de “n” aparece en el desarrollo:

(Va + b+ 3 )"

un término contenido abc?

a) 12 b) 9 o) 16
d) 8 e) 15
CLAVE DE RESPUESTAS

1)B 2) C 3)B 4)B 5)D

6) B 7)B 8) A 9) D 10) D
11) A 12) E 13) C 14) D 15) C
16) E 17) D 18) B 19) x 20) A
21) E 22) C 23) B
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DESARROLLO DEL BINOMIO DE
NEWTON CON EXPONENTE NEGATIVO
Y/O FRACCIONARIO

En este caso se utilizara:

n(n-1) 22
1.2

n-1,1

(x +a)" = x" + nx™al +

nn-1)(n-2) a3
— x"3a3 4+
1.2.3

ya que la formula no tiene combinaciones.

Ejemplo.- Hallar los 5 primeros ntimeros en el
desarrollo de: (1 - x)™

Solucion:

Utilizando la férmula:

(1-x)72= 1)+ (-2)(1)*'(x)

+ (_2)(;;1) (1)'2'2 (_X)Z

2)(-3)(-2 -2
LD

232 -3)
+
2.3.4

(D> (x)*

Luego efectuando operaciones:
(1-x)2=1+2x+3x*+4x>+5xt + ...

PROPIEDADES DEL DESARROLLO DEL
BINOMIO:

1° El ntimero de términos es infinito, y al desa-
rrollo se le conoce con el nombre de serie bi-
nomica de Newton.

2° Para determinar el desarrollo de (x + a)" para un
numero fraccionario y/o negativo, el valor de “x”
debe ser uno y ademas cumplir que x > a . Los

valores de a deben ser tales que: 0 <a < 1.

3° Los términos del desarrollo con respecto a sus
signos, no tienen ninguna relacion.

4° Para extraer la raiz de un nimero con aproxi-
macion por la serie binomica de Newton, se
utiliza la siguiente relacion.

(T+x)m=14+Lx
m

donde 0 < x < 1.

5° Para determinar el término general en el desarrollo,
se utiliza la siguiente formula.

[13 )

Sea el binomio (x + a)" donde “n” es un numero

fraccionario y/o negativo.

nn-1)n-2)n-3)...(n-r+1)
X
[r

n-r,r
a

T+1
donde:

. es el término de lugar r + 1

T+1

n : es el exponente fraccionario y/o negativo del
binomio

x : es el primer término
a : es el segundo término

r + 1: es el lugar del término pedido.

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Hallar S\1921,6

Solucion:

Se debe escribir 921,6 como un numero que
tenga raiz quinta exacta y ponerlo como una
suma o resta.

921,6 = 1024 - 1024
Notar que S\Il 024 =4

Aplicando la formula para extraer la raiz con
aproximacion, y operando sucesivamente:

1/m _ X
(1+x) _1+m

Y9216 = V1024-1024

5
- \/1024 1-1024Y 3024 (1-L
1024 10

Y T e S
10°5 50

= 4(1 - 0,02) = 4(0,98)

finalmente:

V9216 = 3,92
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2.- Hallar el numero de términos que se debe tomar  4.- Hallar el término general del desarrollo de:
del desarrollo de (1 - x)2 para que la suma de sus (x-a)™

coeficientes sea 2 485. )
Solucion:

Solucion: - B}
Utilizando la formula en este caso:

Desarrollando algunos términos, con la finalidad

de obtener la relacion en que se encuentran los (n)(n-1)(n-2)(n-3)..(n-r+1)
coeficientes del desarrollo: Loy = I
()M (a)r
(1-x)72= 1)+ (-2)(1)3(x)
( 2)( 3) (D)4 o = D'n(+n+1)(n+2)(n+3)...(n+r-1)
r
((3)(4) = e
+ ———(1)7(x)’ +
2.3 [((DED] -1 @@+ 10+ 2)(n + 3)
=1 +2x+3x2+4x> + ... Loy =
r n-1
Se observa que los coeficientes del desarrollo son ~(m+r-1 &
1,2,3,4,5, etc. T
n+r-1 ar
Suponiendo que se tome “n” términos, la suma seria: L = :
IL n - 1 XH +7T
1+2++3+4+5+...+n=2485 )
o:
que equivale a: L
_ Cn+r
(r+1) © Xn T

M=2485

5.- Hallar el t , del desarrollo de:
n(n+ 1) =4970

-3
n(n+1)=70.71 (%/X_ 1 )

Ve

por comparacion: n = 70

Rpta.: Se deben tomar 70 términos. Solucion:

Utilizando la férmula:

[73et)

3.- Encontrar el valor de “n” si en el desarrollo de:
(1 - x)™ todos los términos tienen igual coeficiente. (3)(3-1D(3-2)(3-3)(3-4)(-3-5)

Solucion: 0 19

Como todos los términos tienen igual coeficiente, 0 0
basta calcular dos términos e igualar sus coefi- (3-6003-7(3-8) ) (%/; ) (_ 1 )

cientes, desarrollando los dos primeros términos. Ry

1- m_ (1)™ _ 1-n-1 _ B
(o= e i (9 ’GHE O M@ 000Dk )"

t =
N ——('n)("zn "D (102 (x2 o . 19 .
) C(-1D)? ;
(1—x)'“=1+nx+n(nz—+)xz+... \/;
igualando coeficientes: L _(DPC1)?3.4.5.6.7.8.9.10.11 ot (L
n=1 0= 1.2.3.4.5.6.7.8.9 '(X“)
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= [-D(D]° 55x71°
t,, = 35x1°
6.- Hallar el valor de:

V54 25344
V3168 V6336

Solucion:

Teniendo en cuenta que:
15,84 =16 - 0,16

253,44 = 256 - 2,56
31,68 =32-032

63,36 = 64 - 0,64

Sustituyendo estos valores en la expresion a calcular:

V16 -0.16 V256 - 2.56
B2-032 V64-064

E=1-

N6 V1-016/16 V256 4/1- 220
256
032

1= Vo4 xfl-ﬁ
o4

132

30+15-24-20
120

E=1- [1-L

120
E=1- (1L>
100

Ezl-[l_l_ 1
100 120

1
12 000

E=1-1+

__ 1
12 000

7.- Hallar el cociente de los términos (k + 1) de los
desarrollos:

AQ-x"y 1+x)™
Solucion:

Calcular mediante la formula:

1) t,, del desarrollo (1 - x)™:

(-n)(-n-1(n-2)...(n-k+1)
Ly = K
= - (D) (x)k
D)+ Dn+2)...(n+k-1)
kel = l(
[X (1)K xK
CDYCEDAnm+ D(n+2)...n+k-1) <&
tk+1
Lk
nn+1n+2)..(n+k-1) N
kel = X

LS
2) t,,, del desarrollo de (1 + x)™:

(n)(n-1(n-2)..(n+k+1)
Lk

(ktl) —
<+ (4x)k
D(n+ D(n +2)...

|k

k-1
(n + )Xk

kel —
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dividiendo ambos términos se obtiene:

_ nn+Dm+2)n+3)...(n+k-1) xk
nn+Dm+2)1n+3)...(n+k-1D(Dkxk

- 1 = (-1 -k
q o* -D

Rpta.: q=(-1)*

8.- Encontrar la suma de los coeficientes de los 2n
primeros términos del desarrollo de:

(x +a)?
Solucion:

Desarrollando algunos términos para determinar
la ley de formacion que siguen los coeficientes:

(x-a)?2= 7?2+ (23!

L2 iay?

(-2)(-3)(-4)
et AN
2.3

x7(-a)’ + ...

Por lo tanto:

(x-a)?=x?2+2xa+3x*%+4x% + ...

Los coeficientes de los términos son: 1,2.3,4,5, etc.

Luego, la suma de los 2n primeros términos sera:

2n(2n + 1)

1+2+34+4+...+2n= =n(2n +1)

Rpta.: n(2n + 1)

9.- Tres términos consecutivos cualesquiera del desa-
rrollo de (a - b)™ son proporcionales a: 1, b y b?;
hallar (a + n).

Solucion:

Desarrollando los tres primeros términos:

(a-b)" = (@)™ + (-n)(@)™'(-b)
LD oy
2
(a-b)"=am+na™b

n(n+1)
+—
2

a™?b’+ ...

De acuerdo con la condicion del problema:

am na™'b n(n + Da™?b?

1 b 2b?

De la primera relacion:

a™ =na™!
n=a" an+1
n=a (D

También, de la segunda relacion:

n(n + 1)a™?
2a

na-n-l —

n+l=2a 2)

Sustituyendo (1) en (2):

n+1=2a
n+1=2n
n=1

Sustituyendo en (1):
a=1

Como resultado:
a+n=1+1=2

Rpta.: 2

10.- Calcular el valor de la siguiente expresion:

Eo_2
3
N26
Solucion:
Cdlculo de:

i)
£
(@)

1]

w
£
(@)

1]
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Sustituyendo este valor en la expresion pedida:

3 1
E= = E 81

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. ;Qué lugar ocupa en el desarrollo de: a) 1,21 b) 1,98 c) 1,27
x? 8 d) 0,92 e) 1,001
x-(x + x1)

5. Hallar el término general de:

su término independiente?
(X3 _ y4)-n
a) 5° b) 4° c) 6°
y dar su coeficiente t,,,.
d) 3° e) 7°

2. Si0 < x < 1 desarrollar: a)(k +1) b) k

1 Ok+2 Q) k+Dk+2)
x1 + Vx2(x + 1) 2
hasta tres términos: ) k+2
2

a)1X—6(X2+2x+8) b)1X—6(x2+2X—8)
6. Si para 0 < x < 1 se cumple que:

X 2 X 2
C)E(X+2X+8) d)g(x+2x-8) 6x + 10x*+ 15x3+ ... =15

0) % (- 2% - 8) Calcular el valor de:

E - 3x -x*-3
3. Al efectuar — 1 x3-3x%+3x -1
(1-ab)»
el coeficiente de un término es igual a la suma de a) 17 b) 14 o 13
los términos mas cercanos a él. Dar el coeficiente
del tercer término. d 12 e) 15
a) 1 b) 2 03 7. El valor de “x” es muy pequeno, de tal manera
que su cuadrado y demads potencias superiores
d) 4 e)5 : . :
pueden despreciarse, en consecuencia el equiva-
4. Dar el valor mas proximo de: lonte 65
(x + 9)12
E=V2V2+V 144 x+1
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15 17

a) 2+ —x b)) 1+—x
4 8
c)3—£x d)2—£x
6 5
e)2+£x
5

8. Hallar el coeficiente de x* en el desarrollo de:

1
(1 +3x-2x)*

a) 2 800 b) 2 850 c) 2870
d) 2 875 e) 2 835
9. Hallar el término (k + 1) del desarrollo de:

(1 - 4x)12

y dar su coeficiente.

2k 2k+1 2k
a) Ck b) Ck c) Ck_1

2k+1 k
d) Ck-l e) C:k+l

10. Hallar la S\133 con aproximacion de 5 cifras deci-

males.
a) 2,01233 b) 2,01234

¢) 2,012345 d) 2,012245

e) 2,012244

CLAVE DE RESPUESTAS

A 2)E 3) A 4)B 5) A

6) E 7 C 8) D 9) A 10) C
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RADICACION

PRINCIPALES CONCEPTOS

DEFINICION

Radicacion es la operacion que consiste en hallar una
cantidad algebraica “q”, llamada raiz, que al ser ele-
vada a un cierto indice reproduce una cantidad dada
“A” llamada radicando o cantidad subradical.
En general:
VA = q < A=q"

ELEMENTOS DE UNA RAIZ

En forma esquematica:
a=q

/A

indice

51gno radical

raiz

Va=q

cantldad subradical
o radicando

SIGNOS DE LAS RAICES

1.- La raiz de indice par de una expresion alge-
braica positiva tiene dos valores iguales y de
signos contrarios (+) y (-).

2.- La raiz de indice par de una expresion alge-
braica negativa carece de valor real y se llama
raiz imaginaria.

3.- La raiz de indice impar de expresiones alge-
braicas tiene el mismo signo del radicando.

En resumen:

par
D Y (+) =()
ar
2) p\/ (-) = imaginaria
impar
3) N +) =)

impar
4) Y (-) =)

RAIZ DE UN MONOMIO

Para extraer a la raiz de un monomio se debe proced-
er asi:

1° Se extrae la raiz del signo, de acuerdo con la
ley de signos de las raices.

2° Se extrae la raiz del coeficiente.

3° Se divide los exponentes de las letras entre el
indice de la raiz.

Ejemplos.
Hallar:

i) \1256X12y$z24 = 4x%y?z°
ii) 5\‘—32){10)720225 = -2x%y'z’
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RAIZ CUADRADA DE UN POLINOMIO

Para extraer la raiz cuadrada a un polimonio se debe

emplear la siguiente regla practica:

REGLA PRACTICA:

10

20

30

40

50

Se ordena y se completa. Luego, se agrupa de
2 en 2 los términos, empezando por la
derecha.

Se halla la raiz cuadrada del primer grupo de
la izquierda (que puede ser un solo término)
que sera el primer término de la raiz cuadra-
da del polinomio; se multiplica esta raiz por
si misma cambiando de signo el resultado y
se suma al polinomio dado, eliminandose la
primera columna.

Se baja los dos términos que forman el si-
guiente grupo, se duplica la raiz hallada y se
divide el primer término de los bajados en-
tre el duplo del primer término de la raiz. El
cociente es el segundo término de la raiz.
Este segundo término de la raiz con su pro-
pio signo se escribe al lado del duplo del
primer término de la raiz formandose un bi-
nomio, este binomio se multiplica por dicho
segundo término con signo cambiado, su-
mandose el producto a los dos términos que
se habia bajado.

Se baja el siguiente grupo de dos términos. Se
duplica la parte de la raiz ya hallada y se divi-
de el primer término del residuo entre el pri-
mero de este duplo. El cociente es el tercer tér-
mino de la raiz. Este tercer término con su
propio signo se escribe al lado del duplo de la
raiz hallada y se forma un trinomio, este trino-
mio se multiplica por dicho tercer término de
la raiz con signo cambiado y el producto se su-
ma al residuo.

Se replica el procedimiento anterior, hasta
obtener un resto cuyo grado sea una unidad
menor que el grado de la raiz o un polimonio
idénticamente nulo.

Ejercicio:

Extraer la raiz cuadrada del polinomio:

x* - 10x3 + 28x% - 20x + 4

Solucion:
\/X4—10X3+28X2—20X+4 x2-5x + 2
-x* 2(x%) = 2x2
- 10x3 + 29x2 (2x2 - 5%)(-5x)
+ 10x3 - 25%?2 2(x%-5x) = 2x*- 10x
+4x%-20x + 4 (2x%-10x + 2)(+2)
-4x? +20x - 4
EXPLICACION:

1) Se halla la raiz cuadrada de x* que es x?; éste

es el primer término de la raiz del polinomio;
x? se eleva al cuadrado y da x*; este cuadrado
se resta del primer término del polinomio y se
baja los dos términos siguientes: -10x> + 29x2.

2) Se halla el duplo de x? que es 2x2.

3) Se divide (-10x%) + (2x?) = -5x; éste es el segun-

do término de la raiz. Se escribe -5x al lado de
2x*y se tiene un binomio 2x? - 5x; este binomio
se multiplica por -5x y da -10x> + 25x*. Este
producto se resta (cambiando los signos ) de -
10x3 + 29x?; la diferencia es 4x>.

4) Se baja los dos términos siguientes y se tiene

4x2-20x + 4. Se duplica la parte de raiz halla-
da 2(x*- 5x) = 2x*- 10x.

5) Se divide (4x2) + (2x2) = 2; éste es el tercer

término de la raiz. Este 2 se escribe al lado de
2x2- 10x y se forma el trinomio 2x*- 10x + 2,
que se multiplica por 2 y da: 4x* - 20x + 4.
Este producto se resta (cambiandole de sig-
nos) del residuo 4x?- 20x + 4 y da cero.

PRUEBA

Se eleva al cuadrado la raiz cuadrada x*- 5x + 2y
si la operacion esta correcta debe ser igual a la
cantidad subradical.

RAIZ CUADRADA POR EL METODO DE
COEFICIENTES INDETERMINADOS

Es te método sera explicado mediante el siguiente
ejemplo, que pide extraer la raiz cuadrada del
polinomio

Ox*t+ 6x>+ 13x%2+ 7x + 6
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La raiz sera un polinomio de segundo grado, y
por lo tanto de la forma:

ax?+ bx + ¢

y el resto, si lo hay, serd un polinomio de primer
grado de la forma:

mx + n

Recordemos que la cantidad subradical es igual al
cuadrado de la raiz mas el residuo; ésto es:

Oxt+ 6x>+13x%+7x + 6= (ax?+ bx + ¢)?+ mx + n
= (a’x* + 2abx® + (b? +2ac)

x2+ (2bc + m)x + (c2+n)

identificando coeficientes:

az=9 (D
2ab=6 (1D
b? + 2ac = 13 (1
2bc+m=7 (v)
+n=6 V)
de (D: a= 3

Suponiendo: a = +3, se deduce de las demas
igualdades que:

b=1, c¢=2,

m=3, n=2
sia = -3.el resultado es:

b=-1 c¢=-2,

m=3, n=2

Por consiguiente, el polinomio dado admite dos
raices:

Primera raiz = 3x? + x + 2
Segunda raiz = 3x?- x - 2

y el resto en ambos casos es: 3x + 2

RAIZ CUBICA DE POLINOMIOS
REGLA PRACTICA GENERAL

1° Se ordena El polinomio dado , se completa y
se separa en grupos de tres en tres términos,
empezando por la derecha.

2° Se extrae la raiz cubica del primer término del
primer grupo de la izquierda, que sera el
primer término de la raiz; este término se
eleva al cubo y se resta del primer término del
polinomio dado.

3° Se baja el siguiente grupo formado por los tres
siguientes términos del polinomio y se divide
el primero de ellos entre el triple del cuadra-
do de la raiz hallada; el cociente de esta
division es el segundo término de la raiz.

4° Se forma tres productos:

a) El triple del cuadrado del primer término de
la raiz por el segundo término de la raiz.

b) El triple del primer término de la raiz por el
cuadrado del segundo término de la raiz.

¢) El cubo del segundo término de la raiz.

Se suma los resultados obtenidos de los pro-
ductos, se les cambia de signo y se les suma a
los tres términos del polinomio dividendo que
se habian bajado.

5° Se baja el siguiente grupo de términos,
dividiéndose el primer término del residuo
entre el triple del cuadrado del primer térmi-
no de la raiz, el cociente es el tercer término
de la raiz.

Se forma 3 productos:

a) El triple del cuadrado de la raiz hallada (1°
y 2° términos) por el tercer término de la
raiz.

b) El triple de la raiz hallada por el cuadrado
del tercer término.

¢) El cubo del tercer término de la raiz.

Se suma los productos obtenidos, se cambia
de signo a sus términos y se les suma a los tér-
minos del residuo. Se repite hasta obtener co-
mo residuo un polinomio cuyo grado sea una
unidad menor que el doble del grado de la
raiz.
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Ejemplo:
Extraer la raiz cubica de:
x0 - 6x° + 15x*- 20x3 + 15x%- 6X + 1

Solucion:

[73 1)

Se ordena el polinomio con respecto a “x” y se
dispone la operacion de la siguiente manera:

3
\/XG -6x° + 15x*-20x% + 15x% - 6x +1| x*-2x + 1

X 3(x)? = 3x*
-6x° + 15x*- 20x3 (-6x%) = (3x)* = -2x
-6x° - 12x*+ 8x3 a) 3(x)? (-2x) = -6x°

3xt - 12x3 + 15x%2- 6x + 1 |b) 3(x2)(-2x)%= 12x*
3xt +12x°-15x2 + 6x - 1 [o) (-2x)3 = -8x°

- - - | -6ex0+ 12x*- 8x3

GBxH +GBx)*=1

a) 3(x%-2x)% (1)
=3x*- 1253+ 12x°

b) 3(x2- 2x)(1)?

= 3x%- 6X

o (1¥=1

3xt-12x3+15%2
-6x+1

La raiz cubica obtenida es:

x2-2x+ 1
EXPLICACION

1) Seextracla N de x° y de x%; éste serd el primer
término de la raiz cubica del polinomio; x* se
eleva al cubo y da x° Este cubo se resta del
primer término del polinomio y se baja los tres
términos siguientes que son:

-6x° + 15x*- 20x3
2) Se halla el triple del cuadrado de x* que es:
3(x?)? =3x*
3) Se divide (-6x°) + (3x*) = -2x; éste es el segundo

término de la raiz. Se forma los tres grupos que
son:

a) 3(x2)%(-2x) = -6x°
b) 3(x?) (-2x)? = 12x*
c) (-2x)3 = -8x>

4) Estos productos, con signos cambiados, se
suma a los 3 términos anteriores; es decir:

-6x% + 15x%- 20x3 + 6% -12x* + 8x> = 3x*- 12%°

5) Se baja los 3 siguientes términos y se tiene:
3xt-12x7 + 15x%- 6x + 1

6) Se divide (3x*) + [3(x*)?] que da 1; éste ultimo
es el tercer término de la raiz.

7) Se forma los siguientes productos:

a) 3(x?- 2x)%(1) = 3x*- 12x> + 12x2
b) 3(x%- 2x)(1)? = 3x?*- 6x
o (1)3P=1

8) Los productos con signo cambiado pasan a
sumar a:

3x*- 12x3 + 15x2- 6x + 1 - 3x*+ 12x°
-15x2+6x-1=0

El residuo es cero.

9) La raiz obtenida es x?- 2x + 1

PRUEBA

Para comprobar se eleva al cubo la raiz obtenida y
debe obtener ser como resultado el polinomio dado.

EJERCICIOS RESUELTOS
1.- Extraer la raiz cuadrada de:
4x0-4x% + 13x*- 10x> + 11x2- 6x + 1

Solucion:

Siguiendo los pasos sefialados:
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\4x6 - 4x5+ 13x*- 103+ 11x2- 6x +1
-4x8

-4x> + 13x*

+4x>-  x*

X

+12x%- 10x3 + 11x?

-12x* 4+ 6x°- 9x?

- 4x3 4 2x2-6x +1

+4x3-2x2+ 6x -1

Rpta.: Laraiz es 2x°- x? +3x -

2x3-x%+3x-1

2(2x3)= 4x>(divisor)

(4x3-x) (-xH)= -4x°+ x*

(4x3 - 2x% + 3x)(3x)

= 12x*- 6x° + 9x?

(4x3-2x2+6x-1)(-1)

=40+ 2x2+ 6x +1

1

2.- Hallar m y n si la raiz cuadrada de:
16x*- 32x + 24x* + mx + n es exacta.

Solucion:

Extrayendo la raiz cuadrada:

\/16X4- 32x%+ 24x*+ mx + n

4x?-4x + 1

-lox*

2(4x?) = 8x? (divisor)

-32x3 + 24x?
+32x3 - 16x?2

(8x2 - 4x)(-4x)
=-32x° + 16x%

8x2+ mMX + N

-8x%+ 8x- 1

(m+8)x+(n-1)

Si el polinomio tiene raiz

(8x%-8x - (1)

= 8x2-8x+1

cuadrada exacta, el

resto debe ser un polinomio idénticamente nulo:

(m+8)x+(n-1)

m+8=0
n-1=0

=

=

Rpta: m=-8 , n =1

3.- Hallar m y n si la raiz cuadrada de:

x*+ 6% + mx?

es exacta.

=0x+0
m=-8
n=1

+12x +n

Solucion:

Extrayendo la raiz cuadrada:

4.-

\/X4+6X3+mxz+llx+n X2+3X+mig
-x4 2(x)? = 2x?
+ 6x° + mx? (2x?* + 3x)(3x)
- 6x° - 9x? = +6x° + 9x?
(m-9)x*+12x +n (2x2+6x +IL9)
2

e

-(m-9)x*-3(m - 9)x - (m_—9>2

[12-3(m-9)]x+ [n_<mz_-9)2]

si el polinomio tiene raiz cuadrada exacta, el resto
debe ser un polinomio idénticamente nulo,

luego:
[12 - 3(m - 9)] x+ n—(m

2
_9>] 0x+0
2

Por consiguiente:

1) 12-3(m -9)=0
12=3(m-9)
m=13

b (3o

n=(52)

Rpta: m=13 ,

Hallar “m” si la raiz cuadrada de:
4x30-4x18 4 12xP + x® + mx> + 9

es exacta.
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5.- Hallar “m” y “n

ALGEBRA

Para a = 2, ¢ = 4; sustituyendo en la ecuacion (3):

Solucion:

Extrayendo la raiz cuadrada:

\/4X30 S4xBr 12xP + x4+ mx*+ 9 [2xP-x3+ 3
-4x30 2(2xP) = 4xb
- 4x18 4 12x15 4+ x© (4x12 - x3)(-x3)
+4x18 - x = -4x!8 4 x°
+12x15 +mx>+ 9 (4x13- 2x3 + 3)(3)
-12x +6x3 -9 =12x"-6x3+9
0 (m+6)x> 0

si la raiz es exacta, el polinomio resto debe ser
idénticamente nulo.

(m+6)x> = 0x°
m+6=0
m=-06

W

si la raiz cuadrada de:
4xt+ mx® + nx?+ 24x + 16

es exacta.

Solucion:

Aplicando el método de coeficientes indetermi-
nados; para tal efecto, como el polinomio es de
cuarto grado, su raiz cuadrada sera de la forma:

ax*+bx + ¢
luego por la propiedad de raiz cuadrada:
4x*+ mx> + nx?+ 24x + 16 = (ax?+ bx + ¢)?

4x*+ mx3 +nx%+ 24x +16 = a’x*+ b2x2+ c2+ 2abx>

+ 2acx? + 2bex

4x*+ mx° + nx? + 24x +16 = a’x*+ 2abx’®

+ (b%+ 2ac)x? + 2bcx + ¢?

identificando coeficientes:

a? =4= a==z2
2ab=m (D

2ac+b*=n @)
2bc = 24 3)
2 =4= a=+4

b=3
sustituyendo en (1) y (2):

m=12

n=25

para: a=-2, c=-4; sustituyendo en (1), (2) y (3)

n=25
b=-3
m=12

Rpta: m=12, n =25

6.- Hallar m, n, p si la raiz cubica de:

x0+ 6%+ 9x* - 4x> + mx*+ nx + p

es exacta.
Solucion:

Extrayendo la raiz cubica:

3
\/X6 +0x° +9xt- 4x3 +mx? +nx + p
_x0

+ 6x° + 9x*- 4x°3

-6x° - 12x*- 8x°

SBxt-12x° + mx?+ nx + p

x?+2x -1

3(x%)? = 3x*(divisor)

(6x°) + 3x*) = 2x

3(x2)? (2x) = 6%°

3(x)(2x)?% = 12x*

HBxt+ 12+ 9Ox?-6x + 1| (2x)* = 8x°
(m+9x*+ (n-6)x+ (p+1D| (6x°+12x*
+ 8x2)(-1)

(-3x%) =+ 3x") =-1

3(x%+ 2x)%(-1)
=-3x*- 12x3-12x?

3(x%+ 2x)(-1)?

=3x%+ 6%

(-1 =-1

(-3x*-12x3- 9x2
+6x - 1)(-1)

Si la raiz cubica es exacta el resto es un polinomio

idénticamente nulo, asi:

(Mm+9x*+ (n-6)x+((p+1) = 0x*+0x+0
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identificando coeficientes:

m+9=0 m = -9
n-6=0 n=06
p+1=0 p=-1

RADICALES DOBLES

CONCEPTO

Se denomina radical doble al que presenta la siguien-
te forma general:

Ai\/_B_

Ejemplos:

i) N5 + \/Z
ii) V11 - V120

TRANSFORMACION DE RADICALES
DOBLES A RADICALES SIMPLES O
SENCILLOS

Todo radical doble se puede descomponer en la suma
o diferencia de dos radicales simples.

Deduccion de la formula:

En general:

VAi\/B_=\/;i\/Y7

de donde se deduce que:

VA+\/B7=\/¥1\/y_ (D
VA - VB=Vx =y (I

W, 4 w9

Porcedimiento para calcular “x” é “y
1) Calculo de “x”.

Sumando (I) + (II):

2Vx =Va + Ve Va - VB

Elevando al cuadrado:

bx-A+VB+2Va VB VA-VB +A-VB
24 +2VA2-B A +VA2-B
4

2
haciendo:
C= VA’-B
A+ C
X== (o)

2) Con procedimiento analogo, se debe determi-
nar el valor de “y™:

X=—— ®

Sustituyendo los valores de “x” é “y”, en (I) y (II):

R PV e

2

%:jgfsz;c _¢A-c

2

En resumen, la formula para descomponer una
raiz doble en raices simples es:

%::gfsz;c 1¢A-c

2

donde:
C= VA’-B

Es decir que, para transformar raices dobles, en
raices simples, A% - B debe ser un numero cuadra-
do perfecto.

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Descomponer en radicales simples:

V11 + 6\/2—

Solucion:

Previamente, introduzcamos el 6 dentro del radi-
cal interior; y, aplicando la formula:
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«/11“/7—:\/1“(: +\/11-c )

2 2

Calculo de C:

C= V112-72=N121-72 = V49 =7

reemplazando en (1):

V11 +\/77 ='\/112+7 +'\/11£7 =\/9_+\/2_
V11472 = 3+V2

NOTA.-

Este ejercicio y sus similares se pueden
resolver dandole la forma de binomio al
cuadrado, bajo radical, y procediendo de la
siguiente forma general:

\]a+b¢2\/£= V(\/ji\/?y:\/::\/b_

Aplicando al ejercicio anterior:

Vil+6V2 V11472 =11 +V%. 18
11+ 2V18 =V11+2%0 .2
= Vo +2+ 279, 2 = ViOHE

15 - 3.\

2.- Calcular el valor de:

E-V12+ V120 - V8328 + V11-2v30
N7-2 e

Solucion:

Transformando cada radical doble separada-
mente, haciendo que sean desarrollo de cuadrado
perfecto:

® V124 Vim0 - V124 V3 35
N74502V7 5-V7 475

a V8 +2s - Va7
N7a142 V7 147 VT

am V11-2v30= Vo+5-2 V6.5
Vo -5

) N7-2V6 = Ves1-2 Vo1
= \/67 - \/T
Sustituyendo en la expresion propuesta:
E= \/77+\/§-(\/7+\/71>+ \/7- \/;
-(Ve -\1)

quitando paréntesis:

E=V7 +V5 N7 +3V1 + V6 -5
e -\

reduciendo: E =0

OTRO METODO

Aplicando la féormula al mismo problema anterior

mz\/A+C +\]A-C

2 2

E- V12 + V190 - V828 « V11-2v30
N7-26

Solucion:

Analizando cada término de la expresion:

Primer término:

N =\/12+c1 +\/12-c1 W

2 2
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Calculo de C:

C, =V122-140 = V144-140= V4 =2

Reemplazando en (1):

12+2 12-2
V12 + 140 =\/ ; +\/

2

N7+ V5 (@

Segundo término:

SRR RS CEyes

2

Calculo de C, =
C,=\8-28 = V64-28 =V36 =6

Reemplazando en (2):
\/ 8-6
2

Vo s - 28
N7l @

Tercer término:

Vi1-2v30 = V11 - V430
Vs i - LS 1S )

2 2

Calculo de C;:

G =V112-120 =V121-120=V1 =1 (9

Reemplazando en (3):

Vi1 -vV120 = V6 - V5

Cuarto término:

V72ve = V7 V22 6 = N7 - o4
N7 +\24 = \/7+2C4 + \/S—C“ “)

2

Calculo de C;;:

C,=V7-24 = V49-24 =05 =5 ()

Reemplazando en (4):

V7-2V6 = Vo-V1=Ve6-1

Reemplazando los valores obtenidos en la
ecuacion propuesta:

£ T 5 (VT VT )Ve -5 (Ve T)

E=0

3.- Simplificar:

E =\/2 - \/3_+\/9+ 5\/3_— \/3(\/3_+ 2)+ N4 + 2\/3_

Solucion:
Para simplificar se descompone en radicales simples.

a) Para descomponer en radicales simples, se em-
pieza a trabajar desde los radicales interiores
hacia los exteriores:

E =\/2 - \/3_+\/9+ 5\/3_— \/3(\/3_+ 2)+ N4 + 2\/3_

I

To Va2 s V321423 1231

sustituyendo en E:

E=\]2-\/7+\/9+5\/37- \/3(\/37+2)+\/3_+1
E - \/2- 3o+ \/9+5 3 o N74+4 V3

II

H=N744\5 = V7425 3
=\/4+3+2\/ﬁ= \/47+\/3_=2+\/37

sustituyendo en E:

E - \/2-\/37+\/9+5\/_-(2+\/37)
E = \/2-\/?+ N7+443

=11
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7+4\/;=2+\/;

Sustituyendo en la expresion principal:

Mm=1I=

E=2

4.- Hallar el valor de E:

E=\/1+2\/1+2\/1+2\/1+‘..+2\J1+2V3+2\/2—

Solucion:

Para hallar el valor se descompone en radicales
simples.

Por se la expresion una sucesion de radicales
dobles, se empieza por su parte interna:

E=\/1+2\/1+2\/1+2\/1+A..+2\J1+2\/3+2\/2_
%{_/

I

1oV3s2 V2 = V2e102V2 1
=\/2—+ \/1—=\/—2+1

reemplazando en la expresion E:

E=\/1+2\/1+1\/1+...+z\h+z(\/2_+1)

E=\/1+2\/1+1\/1+...+2‘\l3+2\/2
N3 +2N2
I=N3+2V2 = V2 +1

I
reemplazando en la expresion E:

E=\/1+2\/1+2\/1+...+2\11+2(1+\/2_)
E=\/1+2\/1+2\/1+...+2‘\13+2\/?

se observa que el radical doble que se encuentra en
la parte interna al hacer la operacion siempre es:

V3+2V2 = V2 41

y al reemplazar en la expresion se obtiene el
mismo resultado.

.. Si se continua operando, se tendra:

E=7V2 +1

5.- Simplificar:

E= V2 -1 (V56440 v2 - V344262
. ‘\lz3+37\/2_)

Solucion:

Ninguno de los radicales dobles que tiene la
expresion puede transformarse directamente a
radicales simples, por ello entonces se efectuara
el producto de radicales.

Efectuando:

E =\/(\/2—- 1) (56 + 40\/2_)-\/(\/2_- 1)(34+26\2 )
4 \/(\/2—- 1)(23+37\2)

E-\80-56+16¥2 - V52-34482
+N74-23-142

E-V\24+16V2 - V18 +8V2 +V51-14V2

transformando a radical simple, cada radical
doble:

V24 1 16V2 = V24429128

_V164+8+216.8 V16 + V8
V24+16V2 = 4422 1)

b)\/18+8\/;=\/18+2\/£=\/16+2+zv16.2
16 +\2
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Vi1g+8V2 =4+\2 )

ON51-14V2 =V51-2 V49 .2

V40+2-2 Va0 2-49-V2
Vs1+14V2 =742 3)

sustituyendo (1), (2) y (3) en la expresion:

E=7

6.- Hallar la raiz cuadrada de:

E2=5x-2+2V6x*-7x-3

Solucion:

Al extraer la raiz cuadrada se tendra:

E= \/5X-2+2 \V6x?- 7x - 3

factorizando por el método del aspa al radical
interior se obtiene:

6x%-7x-3=03x+1)2x-3)

sustituyendo:

E=\/5X-2+2 V3x + 1)(2x - 3)

Dando la forma de Va + b + 2\/;, donde:

a=3x+1, b=2x-3

E= \/(3X +1)+(2x-3) +2VCx + 1)(2x - 3)

= \/(SX +1) + \/(ZX -3)

Luego:

E= \/3X+1 + \/Zx—?)

7.- Descomponer en radicales simples:

E =\/7X + 16y +4 + 2\/21)()7 +39y? + 56x + 92y - 32

Solucion:

Factorizando la expresion que aparece en el radi-
cal interior mediante el aspa doble:

0x? + 21xy + 39y + 56x + 92y - 32
= (7x + 13y - )3y + 8)

E=\/7X+16y+4+2\/(7x+ 13y - 4Gy + 8)

o también:

E= \/(7X + 13y - H+Gy + 8) + 2N(7x + 13y - 4)

Gy +8) = \/7X +13y - 4 +\/3y +8

8.- Transformar a radicales simples la siguiente

expresion:
E = \/5X- 2+ N24x*-14x -5
Solucion:

Factorizando el radical interior por el método del
aspa simple:

24x*-14x-5= (6x-5)4x+ 1)

sustituyendo en E:

E= \/5X -2+N(6x-5Hx+1)
Dandole la forma de Va + b + 2 Vab debido a que

falta el nimero 2 en el radical interior para que
sea el desarrollo de una suma al cuadrado, se
multiplica por 2 y se introduce 1/4 en la forma
1/2 . 1/2 para cada factor, ésto es:

E=\/5x-2+2 \/(6x-5 )<4x+1 )

Ao o)
E=\/ -5 \/4x2+ 1

9.- Transformar en radicales simples:

E= \/X+L \,ZX-l
2 4
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Solucion:

Efectuando sucesivamente operaciones con la
finalidad de dar la forma conveniente se obtiene:

10.- Simplificar:

E=\/a+b+c+ Nc(2a + 2b + ¢©)
—\/a+b+c -Nc(Ra +2b +¢)

Solucion:

Transformando los radicales doble a radicales
simples:

\/a+b+c + 2 L(—2a+2b+c>
2 2

_ 2a+2b+c N <
2 2

\/a+b+c-2 £(2a+2b+c>
2 2

_ 2a+2b+c c
2 2

sustituyendo en E:

E- 2a+2b+c VA
V 2 VZ
(4’2a+2b+c ,Jc)
- —+ —
2 2

E=24/%
\Jz

E= N2

11.- Simplificar:

Vae Ve b Verd -Ve-d

Solucion:

Multiplicando y dividiendo por\/zcada fraccion:

\/2_(Va+b +Va-b )

\/2 + 2N(a + b)(a-b)

) \/2(: - 2V(c+ d)(c-d)
V2 (Vevd -Ve-d)

transformando a radicales simples:

_\/2_(\/a+b +Va-b ) (\/C+d -\/C-d)

(Wb +vab ) V2(Werd e d)

simplificando:
V21
1 \2

E=-=
2

2-1=1.\/2_
V2 2 2

E =

12.- Simplificar:

_ \/2X+2 Vx? - 1
\/—2+2\/2X2+2x+2 Vxt+2x3-2x -1

E

Solucion:

Transformando el denominador previamente:

D=\/-2+2 \/2X2+2X+2 Vx*+ 2x°-2x - 1
%{—/

I

I
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a) Factorizando I:
[=x*+2x3-2x-1=(x*-1) + 2x(x*- 1)
=(x2+ D(x2-1) + 2x(x%-1)

I=x*+2x3-2x -1 = (x*- D%+ 1 + 2x)
=(x2-Dx+1)?

b) Descomponiendo II en raices simples:

1= \/2x2+ 2X + Z\I(XZ- D(x2+2x + 1)

=\/(x2- D+ 2+ 2x+ 1) +2V(&x2- D2+ 2x +1)
V- 1+ Vx4 2x+1= Vx2-1 \/(x+ 1)?2
II = ﬁ +x+1
Sustituyendo, el valor del denominador sera:
D=\/-z+z(\/x2—-1+x+ 1)=\/-2+2\/ﬁ+2x+2
= N2x + 2 \/;(ﬁ

Sustituyendo en la expresion se tendra:

2x + 2 \x2-1
2x + 2 \x2-1

E=1

E=

13.- Simplificar:

i o4z + 2\3:+ 22 + V12482
V15-10v2 + V135410 - V11-210

Solucion:

E

Transformando cada uno de los radicales dobles
en simples:

V942 =Vo-2 V8 =Ve+1-2V8.1
V8 -1=2v2-1
DV32v2 cV3:242 1N2414243 1
=\/2_+1

OV1248V2 = V124232 N 844428 4
-8 V421242

DV15-10V2 =V15 - 2950 =10+ 5 - 2310 5
~ V10 -5

O V1344V10 N13 +2V40 =V 8+ 5+ 28 .5
= \/87+ \/;= 2\/3 +\/;

D V11-2v10= V10+1-2 V10, 1-10-1

La raiz cuadrada de una expresion, tiene 2 solu-

ciones:
Vi1-2410 = =+ (N10 - 1)

Obsérvese que en los ejercicios, se toma sola-
mente el valor aritmético, es decir:

V11 -2+10 = (310 -1)

Con esta aclaracion sustituiremos estos valores
en la expresion:

o1 w22 w1) w20 42
\/EE— \/;+ 2\/5_+ \/—— (\/B—l)

62 +3 302+ 1)
(2\/2_+ 1)

2\/2_+1
E= 3

14.- Hallar el valor de E = % si el radical:

\/ax + by +N(ab + ¢)xy

puede descomponerse en dos radicales simples.

Solucion:

Si el radical doble se puede descomponer en dos
radicales simples, la expresion debe ser un tri-
nomio cuadrado perfecto, de la forma:

Vasb+2 Vb =V (VasVb)r Vo + Vb
por consiguiente:

2 \/g\/l;= V(ab + ¢)xy
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elevando al cuadrado:

4(ax)(by) = (ab + o)xy

simplificando:
4ab =ab + ¢
3ab=c
ab_1
c 3
gL

DESCOMPOSICION EN RADICALES
SIMPLES, EL RADICAL DE LA FORMA:

\/A+\/Bi+\/g+\/5

Sea:

\/A +\/B—+\/E+\/B= \/x—+\/;7-+ \/z— D

El objetivo es calcular x, y, z en funcion de los
valores conocidos A, B, C, D. Se procede ast:

Se eleva (1) al cuadrado:

(VasvBs vor D)2 (W sy 4z )

A+\/B_+\/E+\/g=x+y+z
+2\/X_y+2\/;+2\/y_z

identificando los términos racionales e irra-
cionales:

X+y+z=A @D

2Vxy = VB ©))
2\Vxz =V 3)
2\yz =\D )

que es un sistema de 4 ecuaciones con 3 incogni-
tas. Resolviendo en el sistema conformado por las
ecuaciones (2), (3) y (4) se obtiene x, y, z. La
ecuacion (1) es la ecuacion de comprobacion de
los valores obtenidos.

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Transformar a una suma de radicales simples:

V10426 +2 V10 +2 V15

Solucion:

Sea:

V10426 +2V10+2Vi5 = Vx +Vy +\z
Elevando al cuadrado:

10+2 V6 +2 V10 +2 V15
=X+Y+Z+2\/;+ 2\/;+2\/;

identificando las partes racionales e irracionales:

x+y+z=10 (D)

(ecuacion de comprobacion)

nxy=2V6 = =xy=6 )
2 Xz=2\/_16 =
nyz= 2V15 = yz-15 )

Multiplicando (2), (3) y (4) entre si:

xz = 10 3)

x?y?22=3.2.5.2.5.3 = 52.32.22
extrayendo raiz cuadrada:
xyz=5.3.2

de (2), xy = 6; por lo tanto:
6z =30
z=5

sustituyendo este valor:
En (3): x(5) =10

x =2
En (4): y(5) =15

y=3
Sustituyendo en (1) para comprobar:

X+y+z=2+3+5=10

- 219 -



Finalmente:

V1026 + 210421542 +3 445

2.- Extraer la raiz cuadrada:

24 + 4\/E+ 4\/Z+ 2\/5

Solucion:

Haciendo:

V24 + 4415 + 4\21 + 235 = \x +\y + 3z
Elevando al cuadrado:

24+4 V154 421 + 2135
=x+y+z+2\/;;+ 2\/;;+2\/};

identificando las partes racionales e irracionales:

X+y+z=24 (1)
nxy= 415 = xy=60 )

2XZ=4\/E = xz=284 3)

Wyz=2\35 = yz=35 )
Multiplicando (2), (3), (4):
xXyz2?2=5.12.12.7.5.7
extrayendo la raiz cuadrada:
xyz=12.7.5 (5)
De (2), xy = 60; por lo tanto:
60z =60 .7

z=17

De (3):
xz = 84

7x = 84

x=12
De (4):

yz =35

7y =35

y=5

En(l): x+y+z=12+5+7=24

De este modo:

\/24+4\/I5‘+4\/£+2\/g=\/172+\/57+\/77

3.- Extraer la raiz cuadrada de:

\/a +3b+4+ 4\/;+ 4\/BT+ 2\3ab

Solucion:
Haciendo:
\/a +3b+4+ 4\/:+ 4\/3—b_+ 2N3ab

Ny VT

Elevando al cuadrado:

a+3b+4+4Va +4\3b +23ab
=X+y+z+2\/gf+2\/;+2\/};

identificando las partes racionales e irracionales:

Xx+y+z=a+3b+4 (D)
Nxy= 4Va = xy=4a )
2\xz = 4\/_3; = xz=12b 3)

2\yz = 2\3ab = yz = 3ab C))
Multiplicando (2), (3), (4) entre si:
x?y?z? = 144a’b?
extrayendo raiz cuadrada:
xyz = 12ab (5)

de (2), xy = 4a; por lo tanto:
4ax = 12ab
z=3b

En (3): x(3b) = 12b
x=4

En (4): y(3b) = 3ab
y=a
En(1): x+y+z=4+a+3b
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El resultado final es:

\/a+3b+4+4\/a7+ 4\/3_b+ 2\3ab
V4 +Va+\3b

DESCOMPOSICION EN RADICALES
SIMPLES, EL RADICAL DE LA FORMA:

Va4 VB -VC - D

En este caso, los radicales simples deben llevar
algun signo negativo.

Sea:

VA VB VC VD =k ey -z

Elevando al cuadrado:

A+VB -VC -\D
=X+y+z+2@—2\/;—2\/;z_

identificando las partes racionales e irracionales:

x+y+zoA 1)
2V%y=- VB = %&:-{L-(D
a2y =c = \/Z:TC 3)
2y = e B

con las ecuaciones obtenidas se procede en forma
similar al procedimiento anterior.

1.- Transformar a radicales simples:

V1442 V10 - 214 - 235

Solucion:

Haciendo:

V1442310 - 214 - 2V35 = Vx +\y -z

elevando al cuadrado:

14 +210 - 214 - 235
=X+y+z+2\/g7 - 2\xz -2\/;

identificando las partes racionales e irracionales:

x+y+z =14 ®
2V10 =2Vxy = Vxy=V10 (@
214 = 2Vxe = Vxz=V14 )

5 =2Vyz = Vz=35 (@

descomponiendo los dos miembros de las ecua-
ciones (2), (3) y (4) en factores:

De (2): Vx y = V2 5
De (3): V;\/;= \/27 \/7
De (4): \/;\/;= \/27 \/7

de las dos primeras ecuaciones, el factor que se
repite en el primer miembro es Vx y en el segun-

do miembro V2 |, por consiguiente:

Vx = V2
De (2), si \/;= \/27

\/_
V2
N7

Estos valores de y, z satisfacen la ecuacion (4):

De (3), si

f 2

X = z=17

2, y=5

Como comprobacion se sustituye en (1):

X+y+z 2+5+7=14

asi:

V14 + 2310 - 2V14 -2\35=\2 + V5 -7
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DESCOMPOSICION EN RADICALES
SIMPLES. EL RADICAL DE LA FORMA:

3

Ai\/l?

Demostremos que si:

3VA + \/B7= X+\/y_

también se cumple que:
3

A—\/B7=x—\/y_

Solucion:

Haciendo:

3VA + \/B_= X+\/;

elevando al cubo:

(3VA + \/l?)3= (x+\/;)3
A+\VB =P+ 3x2 \/y_+ 3X(\/)T)2+ (\/)’7)3
A +\/B7=X3+3XY+3X2 \/}T+y \/y_

igualando las partes racionales e irracionales:
A= x3+3xy )
VB=3x2 Wy+y\y (In
Restando (1) - (II) y ordenando:
A-VB =3 Wy +3x(Wy ) - (Vg )
A-VB = (x-vy )

extrayendo la raiz cibica queda demostrado que:

Va - VB = x -y

En forma general:

3VA * \/B7= Xi\/;

donde, conocidos los valores de A y B se debe cal-

WM g

cular “x” ¢ “y” en funcion de los anteriores.

Por lo demostrado,si:

3

A-VB=x-\y @

Multiplicando (o) . (B):

V(a VB )(A-VB ) = (s ¥y )x-Ay )

3

A?-B =x’-y
3
haciendo: C = VA2-B se tendra:
C=x’-y
y=x*-C )

De (I) se sabe que:
A =x>+ 3xy
sustituyendo el valor de “y”:
A=x3+3x(x*-C) =x>+ 3x>- 3xC
A=4x3-3xC (D)

De donde por tanteos, se encuentra el valor de

W, ”

x” que sustituyendo en (y) da el valor de “y”.

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Extraer la raiz cubica:

7+5\/;

Solucion:

Previamente igualemos:

\3/7+5\/2_= %/7+\/5

Haciendo:

3\l7+\/5=x +\/y7

Cdlculo de C:

C=\3/72—50= i/49—50:—1

sustituyendo en @, donde:

A = 4x3- 3xC
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A=4x3-3x(-1) =7
4x3+3x=7

por tanteos, x = 1 evidentemente:
4(1*+3(H) =7
sustituyendo valores en (y):

y=x*-C=(1)?-(-1)=2

3

7+5V2 =1 + \2

2.- Transformar a radicales simples:

3

54-30V3

Solucion:

Sea:

54-30V3 —x -y

Calculo de C:
3
Vi4H2-(30\3 )°

\3/2916-2700 = {/216 =06

C

C

Si: 4x>-3Cx=A

Sustituyendo valores de A y C se tiene:
4x3-3(6)x = 54
x=3
Sustituyendo valores de x y C:
y = x2-C
y=03)-6=3

54303 =3 5

3.- Hallar la raiz cubica de:

1445 +18V3

Solucion:

Afectando de raiz cubica a la expresion:

145 +18\3

3

factorizando en el radicando: 3 \/;

E - {/3\/3_(6+14\/57 )

3N3

J/(@B(m%\/g)
E=\3 sV6+ﬁ\/§

3

Haciendo:

Cdlculo de C:

3 2
C-= \/(6)2- (%4\/5_) _36- 980

3 27

3 3
c\/w\js_
27 27

Sustituyendo valores de C y A en:

4x3-3Cx = A
4x3- 3(- L)x: 6
3

43+ 2x =6
2x°+x=3
x=1

por tanteos:

sustituyendo valores de x, C en:

y=x*-C
y_l—(—z—)=l+;=5—
3 3 3
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Entonces, el valor de E sera:

E=@(1+\E)= NV

14 V5 418453 = 3 + 5

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Senalar la expresion equivalente a:

2 [
X“-x+2 4 Vx2+x-1

2

+ 2Vx*+3x-2

3x? + 3x

+ 2Vx*+3x-2

3x? + 3x xt+3x-2
b)\/ 2 2

+ V2(x*+3x-2)

e) Ninguna

2. Si: %/;+ i/b7+ %/c_= 0; calcular:

(a+b+c)m
3n 1

= db ——
(81 4 8 )anbncn

L=

a)3 V3 o) 3£

1 1
d)3 6)9

3. Si se sabe que: \/57= 2,23607; hallar el valor de:

a) 0,44721 b) 0,44720 ¢) 0,44719

d)0,44621  e) 0,44620
4. Simplificar:

42x%-9x>- 10 V42x%- 9x>- 24

V42x2- 9x>- 24 - 6

) \42x2-0x3- 24 +2
b) V42x2-9x3-24 -4
O \42x2-0x3-24 +6
d) \42x2-0x3- 24 +1
e) Ninguna

5. Calcular el valor de:

2+\/; 2—\/;

1=

\/27+ V2+\/; \/27-V2-V37

a)1,7321 b) 1,4142

) 3,1462 d) 0,3139

e) Ninguna

6. Calcular el valor de:

T=o7 4563 - Yo7_563

a) 4 b) 7,4642 ¢) 0,5358

d) 3,4642 e) Ninguna
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7. Reducir a su minima expresion: a)l b)2 o3
As 1 . 1 . 1 d) 4 e) 6
3 3 3
\/7+5\/; \/26 +15\3 \/9\/; 11\ 12. Transformar en radicales simples:
a) 3 b) 1 C) 5 n+1
2
1 1 1 1
6+4 —-1|[-—=+1])—=+1 +1)+1
D2+V3 o0 \/<Jz_ (=)&) (&)
8. ;Qué valor debera asignarse a “q” a fin de que el
polinomio: & 1 a D2+V2  b2-\2 o1+ 2
S(x) = 4x*" - 12x™! + ngx™ + 9x* - 6nx + n? d)1- \/2_ e) \/;
D1 b) 2 O3 13. Calc.uklr la co.nd1c10n que deben cumplir los
coeficientes de:
d) 4 e)5 (a+bx)? + (c +dx)?
i a fin de que la expresion resulte un cuadrado
9. Calcular: E = , sabiendo que: perfecto.
A =Vx0-2x°-3xt+ 2x°+ 62 + 4x + 1 aa=h bya=b=c
cJa=b=c=d d)a=-b=c

B = VxO- 4x5- 12x*+ 23+ 5x2+ 2x + 1 e)a=b=-c=-d

€= =l 14. Simplificar:

a) x+ 1 b) x-1 C) X a \/
E- V3evr NV3-A7 - V5.7

d) 2x e)2x + 1
a) 1 b) 2 o3

10. Calcular el menor valor que se le debe asignar a
(B) en: d) 4 e)5
P(x) = 16x*+ 32x3- 24x2 + ax + P 15. Al descomponer en radicales simples:

para que su raiz cuadrada sea el cuadrado del '\/ o . \/g] LA ’bx2+ Jexy + ay?

residuo correspondiente.

a1 b) 2 03 se obtiene una expresion de la forma kVx +y, dar
como resultado el valor de k.

@) €) 9 2) V2a b b O V2b
11. ;Qué valor de “n” convierte a los polinomios: [
S ¥ P d) Va + Vb e) Ninguna

M x*+ mx>+ nx? + px + 1
16. Reducir:
ID) x*+ 4mx> + 6nx* + 4px + 1

en cuadrados perfectos? \/a +5b +3 V2ab + b? - \/a +N2ab +b%+ b
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19. Simplificar:

DVa-b b \2b ) V2a . .
dVa+b e Ninguna Ez\/27+\/7-\/57+\/37+\/7-\/27
17. Si se tiene que: 1 3V +\2 -3
Voo - ae Bz 2%
hallar el equivalente de: V22 B2 ORE)
DV oo

E= of-3a'p +302p% - B3

20. Simplificar:

a)a-b b) a’-b c)a-b?
3
A DE=ls \/6+\3/6 Ao+ .o
18. Simplificar: D3 b) 2 4
D2 o 1
E - \/6 ¥ \/6 +\/6 - \/ No+aV2+7-2 CLAVEDEREL

a) 1 b) 2 )3 1) D 2) C 3)A 4)B 5) B

d) 4 e) 6 6) D 7B 8) D 9) C 10) B
11) C 12) A 13) C 14) B 15) B
16) B 17) B 18) C 19) A 20) B
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OPERACIONES CON RAICES

PRINCIPALES CONCEPTOS

VALOR ARITMETICO DE UN RADICAL

Se llama raiz aritmética o determinacion aritmética
de una raiz enésima de un numero real, al numero
real y positivo que elevado a la potencia “enésima” es
igual al radicando. El valor aritmético del radical es
unico y positivo.

VALOR ALGEBRAICO DE UN RADICAL

Se llama valor algebraico de un radical a toda expre-
sion de cualquier naturaleza, que elevada a la poten-
cia senalada por el indice, reproduce el radicando.

La raiz enésima de todo numero B, tiene “n” valores
algebraicos. Estos “n” valores algebraicos son iguales

al valor aritmético multiplicado por las “n” raices de

la unidad(ver este criterio explicado en capitulo de
Ntumeros Complejos)

RADICALES HOMOGENEOS
Son aquellos que tienen indices iguales.

Ejemplo:

5
5 [

5 i

Vx , Vy*z , Nz' son radicales homogéneos.

HOMOGENIZACION DE RADICALES

Es la operacion que se realiza para transformar radi-
cales de distinto indice a otros que tengan el mismo
indice.

Ejemplo:

Homogenizar 3\Jalzb , % , S\lc“d

Solucion:

1.- Se halla el m.c.m. de los indices originales,
m.cm. (3, 4, 5) = 60, éste serd el indice
comun de los radicales.

2.- Se eleva cada cantidad subradical a un expo-
nente que resulta de dividir el indice comun
entre su indice original, as:

60 60 60
A / 60 A / 0 A / 0
(ah)? ®mH (c*d)°

efectuando operaciones, resulta finalmente en:

6‘\0’ a40b20 6‘\0’ b45 6‘\0’ C48 dl 2
RADICALES SEMEJANTES

Son aquellos que tienen igual indice e igual
radicando.

33/5, 7}7@

5
Ejemplo: 4x V2a

TEOREMA FUNDAMENTAL DE LOS
RADICALES

Si se multiplica o divide el indice y el exponente del
radicando por un mismo numero no varia el valor
aritmético, pero el numero de valores algebraicos
queda multiplicado o dividido por ese mismo
numero.

Sea el valor aritmético de:

VB = b D
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por definicion: B™ = b*; elevando a la potencia “r

Bm.r - bn.r
de donde:

n'\r[BmJ - b (2)
de (1) y (2):

‘n\ Bm = n‘\er,l‘

n,
Se observa, por (1), que VB™ tiene “n” valores,
por ser una raiz enésima y por (2):

nr

er

tiene nr; es decir el numero de valores ha queda-
do multiplicado por “r”

SUMA DE RADICALES

Para sumar radicales semejantes, basta sacar dicho
radical como factor comun; si no fueran semejantes,
la operacion queda indicada.

MULTIPLICACION DE RADICALES

1) Para multiplicar radicales homogéneos, se
extrae la raiz del mismo indice al producto de
los radicandos.

Ejemplo:
Va VB aB
2) Para multiplicar radicales de indice distinto,

se reduce al mismo indice comun y se aplica
la regla anterior.

Asi:
Ve Uy = e "Vor ="V
DIVISION DE RADICALES

1) Para dividir dos radicales homogéneos, se
extrae la raiz del mismo indice al cociente de
los radicandos.

Ejemplo:

VA

2) Si los radicales tienen indice diferente, se
reduce a indice comun y se procede como en
el caso anterior.

Asi:

p pq Pq

X _ \lxq x4

C[ yp
Y

POTENCIA DE RADICALES

Para elevar un radical a una potencia, se eleva el ra-
dicando a la misma potencia.

()" = W

RAIZ DE RADICALES

Para hallar la raiz de un radical, basta que tenga por
indice el producto de los indices:

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Efectuar:
m 2m 4m 8m
-V Waar VW2 a1 \sads
Solucion:

Transformando el ultimo radical:
8m 8m 8m
V3es =3 4432 - V3 22v2

\'\/3+2 NG T

sustituyendo:

E-WWa1 WWoel WWar1 Waed
homogenizando:

eV ) VaeD) Vo o1 Wa e
también:

E-NGZ- 1) (21 (V2 +1) (V2 +1)
E=4<]/(\/27- D'z 1)
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E- (1) (2 D] =B 1]
_We-p =1

E = 1 valor aritmético

2.- Efectuar:

\/\/71\/3+2\/7
\/\/_+1 \/5\/_7

Solucion:

Transformando el segundo factor del numerador:

\8/3+2\/27= \’4\/3+2\/27=</\/2_+1

sustituyendo:

\/2-1 W2 11
\/\/7+1\/5\/7 7

homogenizando los radicales:

12 12

(- (e
(2 + 1G22 7)

Efectuando el producto en el denominador:

SO ICEN)
G+2\2 )(5\2 -7)

12

a2 -D)'(V2 1)
(\2-1)

R=l\2/(\/2—- D'(\2 +1) J/(Jz—- D2 +1)

=4\/(\/2_)2-1= L=
R=1

3.- Efectuar:

_\/X3—3x+(xz—1) Vx?*- 4 -VX3—3X—(X2—1)VX2—4
\/X + Vx*-4 - \/ -Nx?2- 4

Solucion:

Elevando al cuadrado la expresion dada:
(Vx3 S3x+(x2-DVx*- 4 - \/X3 -3x-(x2-DVx2- 4))2
(\/X +\x?-4 - \/ -Nx2- 4 )2

efectuando:

E?=

X3-3x + (x2-DVx2- 4 - 2V[(x3-3x) +(x2- 1)
x +Vx2- 4 - 2\/(X Vx4 (x -V 4) +x Vx4
VX4 I(0-3%) - (- D VX - 4]+ -3x (k- DVX- 4

E2 =

reduciendo:

2x3- 6x - 2 \/(x3 - 3x)%- (x%- DA(x2-4)

2 _
e 2x - 2Vx?- (x%-4)
B o 2X3—6X—2\/X6—6X4+9X2—(X6—6X4+9X2—4)
2x-2V4
B o 23 - 6x - 2\4 _ x-3x-2
2x - 4 x-2

dividiendo por Ruffini:

<«

el cociente es:

x2+2x+1=(x+1)?

Por lo que:
E?=(x+ 1)
E=x+1

4 .- Hallar el valor de:

\/?

3\/7 3\/7

M

3\7

-1
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Solucion:

Haciendo:

4
‘\/3\/21_ 9a oA @)

3
4
B

N

Sustituyendo:
E- A+B ()
3[4
\/;+ A+B
Elevando al cubo:
B - A3 + B? + 3AB(A + B)
i/a_+ A+B
Elevando al cubo (1) y (2):
4
3;/5‘_ " S1=47 (3)
3Va
a . -1=B> 4
2
Sumando (3) y (4) se obtiene:
3{}/21_ = A’+B
sustituyendo en (a):
4
o _ 3Va + 3AB(A + B) ®

<r/217+A+B

Multiplicando (1) por (2):

| ERE
.B

efectuando:

\/9\/7(

1)=A1 =1 -4.8

Sustituyendo en (f8):

33a +3AB(A + B)

{}/ai+A+B

factorizando 3 en el numerador:

B(i/a_+A+B)
{}/ai+A+B

de donde: E = i/;

E’ =

E=

5.- Simplificar:

E Vony
V(Vax+Vny) (Vax+ Vax-1y) - V(Vax-viy) (Vax+ Vax-ny)
Solucion:

Trabajando con el denominador extrayendo fac-
tor comun:

\/a~x + Vax - ny
D= \/\/_+ Vax -ny [\/\/—+\/— \/\/_ ](1)

Llamando al corchete (o):

a=War e ¥y - Wax oy

elevando al cuadrado:

a2 = Vax + Vy - 2V(Vax + Voy) (Vax - Vny)

reduciendo:
2 =2\/;-2\lax-ny=2(\/; - Vax - ny )

extrayendo raiz cuadrada:

a =V2 VWax - Vax-ny
sustituyendo en (1):

D= V\/a_x + Vax-ny(\/l_ V\/a_x - \Jax-ny)

efectuando los radicales (diferencia de cuadrados):

D=\/2_ V(ax) - (ax - ny) = \/27\/5
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sustituyendo en E:

(8 +2415) + (8 - 215)
ey T ey ‘- : 3
‘\/2—\/; = ¥ Vmy (12 +235) - (12 - 2435)
Eo3 transformando los radicales dobles a simples:
6.- Efectuar: E-= (\/5_ i \/;)3 hl (\/7 - \/;f
(7 +V5) - (V7 -5
Va-b)b-0+ Va-0c-a+ Vb-oc-a] elevando al cubor:
Solucion: (\/—) +3(\/—) (\/—)+3(\/—)(\/—) (\[_)
Elevando al cuadrado la expresion: (\/—) +3(\/—) (\/‘)4.3(\/—)(\/—) (\/—)
E- (\/a—b + Vb-c + \/c—a)2

- (V5) - 3(¥5 Y (V3)+3(\V5)(B)E(W3 )
()3T (N5)-3(V7)(N5): (V5 )

Va-b)b-0o) + Va-b)c-a) + Vb - - a)

efectuando operaciones:

B2 - a-b +b—c+c-a+2\/(a-b)(b—c) +2\/(a-b)(b-c) reduciendo:
V@ -b)b -0 + Va-b)c-a) + Vb - (- a) ) 2(¥5 )+ 6(¥5)(3 )
+ 2Vb- - 6(\7)Y(V5) + 2(\5)’
reduciendo y factorizando: factorizando:
2 p
o 2[VG@-b)(b - 9+ V(@ - b)(c - )+ V(b - (e - )] - 2(5)[(V5) + 3(B) ]
= - 2 2
Na-b)b- o+ Va-bc-a+ Vb -oc-a] 2(V)[3(V7) + (Vs5) ]
simplificando: ~ E?*=2 _>+9 14 _ 7
21 +5 26 13
E=\2 "
8.- Efectuar:
7.- Simplificar:
3 3 E \/26 +N675 - \/26 - N675
2 2 =
E - (44315) "+ (4 -V15) V26 + V675 + V26 - Vor5
3 3
(6 +\/£)2 - (6 - \/375)2 Solucién:
Solucion: Trabajando separadamente el numerador y
oraeton: denominador:

Multiplicando y dividiendo por (2)*? se obtiene:

5 5 - V26 + V675 - V26 - 615
(8 +2\15) + (8 - 2v15)°

_ elevando al cuadrado:
3 3
2 2
(12 +2\35)" - (12 - 235) N2 =26+ Vo75 - 2 V262 V675) '+ 26 - Vo675
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reduciendo:
=52-2 N676-675=
extrayendo raiz cuadrada:

N=5v2

Efectuando el denominador:

52-2=50

D=\3/26 +N675 - \3/26 - N675

=26+\/%+26 - \/ﬁ
+3V(26 +V675 ) (26 - V675 ) . D

-52+3%V1.D

D?=52+3D
-3D-52=0

por tanteos:
D=4

Sustituyendo en la expresion los valores del
numerador y denominador:

5V

4

E=2\2
4

E=

O
1

.- Simplificar:

E=( 1+ x
\/1+X —\/l—x

1-x )

+
Vi+x? +x-1

(=

Realizando operaciones sucesivamente, comen-
zando con las expresiones encerradas en el
primer paréntesis:

Solucion:

1+x

+
\/1+x-\/l-x

\/1+X —\/l—x

(V1-x)?
\ll-x \/1+x-(\/1—-;2

L iy
\/l—x (\/1+x—\/1_—;)

\/1+X -\ll-x

\/_
\/1 x\/lx

1+x +V1-x
V1 +x - V1 -

A continuacién, simplificando la expresion
encerrada en el segundo paréntesis:

() A

X

X

e Sustituyendo los equivalentes de los paréntesis
en la expresion dada:

SEESECES
l+x -N1-x

Multiplicando y dividiendo por V1 + x + V1 -x

X

AR

efectuando el cuadrado:

X

pf2e1-x ([ N1-xen
2x X
E={V1-x2+1H 1-x2-1]
X X
efectuando:
(1-x3)-1 1-x2-1 -x?
E= x? TR e

10.- Simplificar:

Eo X -3x-2+x-1)VNx?-4 ( x+2)
3 2 -4 x-2
Solucion:

el numerador del corchete se puede escribir ast:

x2-3x-2+(x2-1D)Vx2-4=(x-2)(x*+2x+1)
+(x+Dx-1DVx*-4
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=(x-D+1)?2+(x+ 1)(x-1)(\lx+ 2Vx -2 )
=Vx - 2(x + 1)[VX—2(X+ 1)+ (x- 1)VX+2]
El denominador se puede escribir asi:

0-3x+ 2 +(xX2-DVx2-4 = (x+ 2)(x-1)?
+(x+Dx-1)Vx+2Vx-2
=VX+2(X—1)[ VX+2(X-1)+\/X—2(X+1)]

sustituyendo:

VX—Z(X+1)[VX+2(X—1)+(X—1)VX+2]}
VX+2(X-1)[VX+2(X—1)+VX—2 (X+D]
' VX +2
Vx - 2

E=

simplificando:

M N
N M
E - Z + Z
M N
N M
Z -7
sabiendo que:
MN
M2 N2
7 = (M+N)
M-N

Solucion:

Factorizando en el numerador y en el denominador:

FAES
g2z

Z (Z +1)

2|z

Z (Z -1)

simplificando:

M2 - N2
M.N
+1
E =
M2 - N2
M.N

reemplazando Z por su valor:

M.N M2 - N2
M2 - N2 M.N

(M+N)
M-N +1

M.N M2 - N2
M2 - N2 M.N

(M+N>
M-N -1

simplificando los exponentes:

M+N_‘_1 M+N+M-N
E=M-N _ M-N =2_M
M+N_1 M+N-M+N 2N
M- N M- N
p-M
N

12.- Simplificar:

E=( 5 5 A\
Vs +v2 5 -2 Vs 42

+\/27—>2+2\/273
5 -2

Solucion:

Agrupando convenientemente y sumando se
obtiene:

E=<5+\/?_ 5 .\ )2+2\/5
V5 +v2 N5 -2

simplificando:

E-(Vs +v2 - V5.2 ) 2

Efectuando la potencia cuadrada:

E-s5+v2 2V G2 )G -2 ) s s
2 4223

reduciendo

E=10
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13.- Calcular el valor de:

E=\/10-\/4- \/6+ \/6+ N6+ ... ()

Solucion:

Calculando previamente:

X=’\/6 + \/6 + m veces
Elevando al cuadrado:

x2=6+\/6 + N6 +...(0-1) veces
también:

x2=6+\/6 + N6 + ... () veces

luego, se puede escribir:

x2=6+x
x2-x=6
x(x-1)=3.2

por comparacion:
x=3

Al sustituir en “E” se obtiene:

E-V10 V4 3-V10 VI =0

E=3

14.- Calcular el valor de:
E= X3x . 9XX+3 . 9XX+2 _ 27Xx+1 _ X6

si se cumple que:

X =\/X2+ 2x +3 +Nx2+ 2x + 3+ ...o0 radicales

Solucion:

W,

Elevando la condicion, a la potencia “x”, quedara
la segunda raiz, que es igual a x, por recursion;
asi:

X=x2+2x+3+X

x*=x+3x + 3 ()

La expresion dada se factoriza parcialmente, ast:

E = x-x%-0x*2(x + 1) - 27%+!

de la condicién (a):

x* - x?

B

X+ 1=

Sustituyendo en E:

X 2
E = x3%- x0- 9xx+2 (X3—X )_27x+1;

E = x*- x0- 3x2¥+2 4 3x¥*_ 27x% . x

agrupando y reemplazando con(o):

E = (x3- 3x¥*2 4+ 3x* - x6) -27(x? + 3x + 3)x
El primer paréntesis es una diferencia al cubo:
E=(x*-x2)3-27(x*+3x + 3)x

reemplazando x*- x* = 3x + 3, deducido de (B):
E=(3x+3)3-27x3- 81x*- 81x

efectuando el cubo:

E = 27x%+ 81x%+ 81x + 27 - 27x>- 81x*- 81x

reduciendo:

E =27

RACIONALIZACION

Es la operacion que consiste en transformar un
denominador irracional en otro equivalente que sea
racional.

FRACCION IRRACIONAL

Se llama asi a un quebrado en cuyo denominador
estd presente una raiz.

FACTOR RACIONALIZANTE

El factor racionalizante de una expresion irracional,
es también otra expresion irracional que multiplica-
da por la primera la convierte en una expresion
racional.

Cuando se racionaliza una fraccion, desaparece todo
signo radical del denominador.

Nota.-

Para racionalizar se multiplica y divide la

fraccion por el factor racionalizante.
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CASOS Se denomina expresiones “conjugadas” a dos expre-
siones que estan formadas, una por la suma y otra

PRIMER CASO.— Cuando el denominador irracional ~ por la resta de términos iguales.

es un monomio.

El factor racionalizante del denominador es un radi-
cal de igual indice, el radicando esta elevado a un
exponente igual a la diferencia entre el indice de la
raiz y el exponente inicial del radicando.

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Racionalizar E =

a4
Solucion:
Multiplicando y dividiendo por: 1
E R. = \a™
E = 1’11 ﬂan-q = in q
a4 a™d a4
E -y
a
2.- Racionalizar:
E=+ 31 7
T W e
Solucion:
El factor racionalizante es:
5 3 7
FR. = ﬂaS-3 1}b3-2 \IC7-4
5 3 7
ER. =Va? Vb V&
2.-

Multiplicando y dividiendo por el Factor
Racionalizante:

o A w e
T Vo e B b Vo
W

abc

SEGUNDO CASO.- Cuando el denominador presen-
ta radicales de indice iguales a dos, se racionaliza
multiplicando y dividiendo por la “conjugada” del
denominador.

NOTA.- Se debe recordar que:

(Va+ b )( Na- Vb )=a-b

Ejemplo:

(\/;+ \/27) (\/_- \/27) son expresiones con-

jugadas.

EJERCICIOS RESUELTOS

Racionalizar:

Solucion:

Multiplicando y dividiendo por el ER.:

ER.= Ya+b + Ya-b
A -~

Va+b - Va-b Na+b + Va-b

Los denominadores son conjugados entre si, es
un producto de suma por diferencia que da dife-
rencia de cuadrados:

E- \/a+b(\/a+b+\/a—b) =a+b+\/a—2——b2
(a+b)" - () n

Racionalizar:

12

L G

Solucion:

Multiplicando y dividiendo por el Factor
Racionalizante:

FR=(\V2 +V3) - 5
12 (2B

(V2 + V3 )5 2+ )5
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efectuando:

E_ W2 +V3 -\5)_ 1202 +V3 -+5)
2+ B )Y-(\5 ) 242V6 +3-5
E=12(\/2_+\/_-\/5_)=6(\/2_+\/_-\/5_)
26 V6

E=6(\/2_+\/3——\/5_) o
26 V6
-V12 + V18 - V30
E=2\3 + 3\2 -30

3.- Racionalizar:

E =

6
5-\/6_+\/1_-\/E

Solucion:

Factorizando el denominador:

- \/I5‘+ \/5-6
V5 (5 -3 )+ 2 (N5 -V3)
(5 -3 )5 +2)

Por lo tanto:

_ 6
()5 22
ER.=(V5 +¥3 )(\5 -2 )

6(V5 -3 )(V5 +\2 )
(\/_\F)(\Fn/_)(\ﬁf)(ff)

R ORI CTRIDICIRY

(5-3)(5-2) 2.3

E=(¥5 +V3 )(\5-v2 )=5+15-10-V6

4.- Efectuar:

I P T
Voi2vis  Vsi2v1z  Vs+2v6

Solucion:

Transformando los radicales dobles a simples:

_ 32 . Vo
Vo +\V3 Ve +2 3 a2

racionalizando cada denominador, para lo cual se
multiplica y divide por la conjugada del denomi-
nador:

3V2o3) B0E) Vo3 V)

6-3 6-2 3-2

simplificando:

F =206 \3)- B A7) + V63 -\2)
T2 N6 - V5 + o+ ViB - V2

reduciendo:
E=0
5.- Efectuar:
o 10 o+ V18 =
\/_ N3 + 5 \/7 \3 +
Solucion:

Multiplicando y dividiendo cada fraccion por 2,
se obtiene:

i 20 20 46 =
6-V6 +2V5  4+V6-2V5

transformando los radicales dobles a simples:

20 V20 +6
6-(V5+1)  4+(5-1)

reduciendo:

20 20 + 65

E - -

5-45 3445
racionalizando y factorizando:
_200G+V5) 205 +3) =
25-5 (\5 +3)
=5+V5 -2-5
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TERCER CASO.- Cuando el denominador irracional
es un binomio o trinomio cuyos radicales son de ter-
cer orden de la forma:

i/a_ii/b_ o i/.91_21 3Vab+i/§

se debe recordar que:

(R %) = s ) -as

Uno de los factores es el factor racionalizante del ~ -~

otro.

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Hacer racional el denominador de:

7
Solucion:

ER. = 52 - 5.2 + 22

Multiplicando numerador y denominador de la
fraccion por el ER.:

e 200 ) ey gL

5+2 B
2.- Racionalizar el denominador:
E 48
=73 3 3 3
V21 - B+ 5 -5

Solucion:

Factorizando el denominador:

V- B Bs -5 4-

V7 (B +35)-(5+35)
= (i/;+i/37)(i/77-1)

Luego:
48

(V5 + BT -1)
F.R.:(\s/;— 3\‘5 .3+ i/?)(i/? + i/77+1)

E=

Multiplicando numerador y denominador de la
fraccion por el Factor Racionalizante:

48(3/2_-%+i/9—)(%+i/77+ 1)

G+3)(T7-D

E=(25 - V15 « V0 )(Va9 -7 +1)
Racionalizar:
32
Vi -2

Solucion:

Factorizando el denominador:

W - AT E - )
luego:
) 32
RCYECONECISY
Simplificando:

3.1

i/Zj—i/;+l
ER. =2 +1

Luego:

E =

(G TS IS ol

2+1

Simplificar después de racionalizar:

1 3
+
3 3 3 3
=V4+1V2+1 V4—\l3 +1 +i/2_

E
i/‘T+\3/27+ 1 i/‘T—i/27+ 1
Solucion:

3 3
Los factores racionalizantes son (V2 - 1) y (V2 + 1),
respectivamente; luego racionalizando cada uno de
los quebrados parciales:
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NP . 3(2 +1)

ST R YR
V21 3(V2 1)
2-1 2+1
simplificando:

3 3
E- ;/2_—1+;/27+1+€/27
V-1 -k

S
E-—=3 2 =22

E=0
CUARTO CASO.- Cuando el denominador es un

binomio o polinomio cuyos radicales tienen indices
iguales pero mayores que 3, de las formas:

DVa = \b
2)Van L 5 Var-2b + Var3b? 7 Van-+b? 4. 5 Vbo!
En este caso, se debe recordar que:

({1/7- Q/b_)(s/a“'1 + Va2 4+ Va2
+...+\n/b“—'1)= a-b

2.-

para todo valor de n.

y, que:

({‘/7_ W)(van»l —Va“’zb + Wan»sbz 3.-

.4\ ): a+b

para valores impares de “n”.
ademas:

({1/7- W)(Wa“‘l Nan2b 4+ Van3p2
+...+W)= a-b

para valores pares de “n”.

Uno de los factores es el ER.(factor racionaliza-
do) del otro.

EJERCICIOS RESUELTOS
1.- Racionalizar:

14

E=

Solucion:

ER. =V10* + V10°.3 + 102, 32
+ 10,30+ B3+

Multiplicando numerador y denominador de la
fraccion por el ER.:

. 14( 10 000 +3 000 + 3900 + 270 + V81)

10-3

simplificando:

£ = 2(V10 000 +3 000 + 3000 +3270 + V81)

Racionalizar:
E - N
4 4 4 4
Vx> + Vx?y + Nxy? + \y?
Solucion:

ER. = Vx -y

Multiplicando numerador y denominador de la
fraccio por el ER.:

MRS

E =
X-y
Racionalizar:
E-— 0 .
2+ \/_— \/;
Solucion:

Escribiendo el denominador como un binomio:
6

(2+\/27)—</27
El ER. es: (2+\/27)+Q/27

Multiplicando numerador y denominador de la
fraccion por el factor racionalizante:

6[(2+V2 )+ ]
2+\2) -(2)

- 238 -



ALGEBRA

efectuando operaciones en el denominador:

6(2+\/27+ Q/Z_) 6(2+\/27+ <r/27)
E: = 3
4442 12\ 6+3\2 =(x-1)(\/;-1)

E
E=6(2+\/2_+ Q/Z_)z 2(2+\/2_+ Q/Zi)
3(242 ) 2i\a E= Vx-1

Para racionalizar,el ER. es (2 - \/7) \3/;
5.- Racionalizar: E =

22+2% -B) 3+

4-2

3
el ER. es \/X_- 1

x-1

Solucion:

4 4
E=2+2 \/2_ - \/87 Homogenizando los radicales:

4.- Simplificar: % %

E_(X—l)(1+x—i/x_2) E=Q/3—3 g/?j_z= %_2(3/3_ 1)
= + +
1+i/x_+ Xi/XT

Solucion: Simplificando:

3
En el denominador, hacemos Vx = y; se obtiene:

— 5 o—
D=ley+y G 1

Sumando y restando y*:

EIER es (\3 -1)

=(1+y+y)+v(y-DEF*+y+1)
y+y yyz y Y3 . _3/37_1
={y*+y+ DE’-y*+ 1) E_%/i
3 -1

se vuelve a racionalizar:

D=(1+y+y) + (y°-y?) = (1+y+y?) + y2(y>- 1)

Reemplazando y = \3/;
s.D= (i/x_z+ \/X_+ 1)(x -i/x_2+ 1)
sustituyendo en la expresion: El ER. es: ( Brs B 1)

_ (X-l)(1+X-i/X72)
(i/XT+ i/)<7+ 1)(X-i/);+ 1) (g/:‘}_— 1) (3&/97+ 3&/37+ 1)

E=
3-1

simplificando:

E x-1 E (g/;—l)(i/9_+3\/3_+1)

_i/X_2+i/X7+1 B 2
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Racionalizar: 5. Hallar el valor de:
20
E= 242\2
7+\6 +V14 + \21 ff=
1+V2 +N3 +7\6

a)7+\/67-\/2_-\lg
b) 7+\21 -Vo -\14
c)7+\lﬁ-\/_-\/2_1

) 2.73... b)0.73... ¢ 2.42...
d) 042, V3 -\2

6. Hallar el equivalente simplificado de:

d)7+\/g+\/7-\/2_1‘ 2+2\/2_
& 7+V6 + 2T Vit Loz 45 Ve

DB+l BV-1 oVl
2. Expresar la suma \/4 15 + \/2 N5
como un solo radical. E) o1 ) \3 o\

V3.2 b V3.5 o V4- V3
d) V2+\/; e) V3+3\/5_ X = \/2_4_1_17

~

Hallar el valor numérico de E = x? + 2 para:

\/27+ 1
3. Luego de racionalizar:
a) 2 b) -2 V2
1
= da:
3 3 3 K
\/5_+ \/2_ - \/7_ d) 2\/; E) Ninguno
a) 70 b) 210 c) 140
8. Calcular el valor de:
d)150 e) 62
Va+x + Va- _ 2ab
y = ; para x =
4. Simplificar: 2 ,a . x 1/ b2+ 1
M 6+2\3 a)a b) b ¢) ab
33-10V3 Da+b e Va+b
DV -5 D345 93\3 +5 -
3 3
D3V -5 V45 E=20V2 + 126 + Y2012 -12V6
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a) 1 b2\2 o6 A1+V7 +\3 -5
D2 02(Y2 +V6) D3 + V7 - V5.1
10. Racionalizar: V3 +V7 -\5-1
_ 26 13. Simplificar:
a2 5

\/3X+1—\/3X 1 . V2x +1-V2x -1

R N - T Vo Norr 1 rm

c)\/;+\/_—\/5_ d)f-f-\/?

\/QX 2.1 -\/4x -

08 (5 AT )
a) -X b) 2x c) x*
11. Transformar en radicales simples: 4 bx e) 3x
7
A\/ b2 -ab + T e \/4ab3 - SaZbZ + a3b 14. Sit a= 1 : b= 1— : hallar:
2-3 243

2

a) Vab + \b? - ab+ &
4

2
b) Vab - \b? - ab - % 15

E= 7a?+ 1lab - 7b%- 5b\3

. Después de racionalizar el denominador sera:

N
) a’ . . '
@b r NPT g A
2 2 3
d) Vab + m a) X +y + Xy b) x*+y + xy
c) x%y - xy? d)3x%y + 3xy?

[ 2
e) Nab + b2 + ab+%

e) 3x%y - 3xy?

12. Racionalizar: 16. Hallar el denominador racionalizado:
2 (5 V7)) .
F-__ -
1+ \/3_+ \/;+ \/7_ i/z— o i/; +1
a)\/;+\/7_+ 5-1 a) 3 b) 4 )7
BV5 +V7 -\3-1 a2 o1
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17. Senalar el producto de los términos que apare-
cen luego de transformar la expresion a radi-
cales simples:

V=\21 +3V8 + 6V5 + 637 + V24 4356 + 2401

a) 42 b) 314 c) 342
d) 378 e) Ninguno
18. Simplificar:

a-b b-c

V= +
\/a+b + V4ab \/b+c + V4bc
w— c=8
Nc +a + Véca
a)a+b b)b+c c) 0

d) abc e) Vabc
19. Calcular:
3
V = \/9ab2 + (b? + 24a%) \b? - 3a2
3
a \/9ab2 - (b% + 24a2) \b? - 3a?

a) 6a

d) 3b

b) 6b

e) 2a

c) 3a

20. Simplificar y calcular la expresion:

L L
E=(zz-az)l2 +(22-a2)j
(22 - aZ)_T - (22 - az)_z_
1
2
2mn
m n m
a) F b) a C) ==
d) - % e) 1
CLAVE DE RESPUESTAS
1A 2)B 3)B 4)C 5)B
6) B 7) D 8)B 9B 10) C
11) D 12) E 13) D 14) B 15) D
16) C 17) D 18) C 19) A 20) D
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VERDADERO VALOR DE
FRACCIONES ALGEBRAICAS

PRINCIPALES CONCEPTOS
FORMAS SINGULARES O DETERMINADAS

Si en una fraccion, el numerador o el denominador,
se hacen cero o “infinito, resulta las siguientes for-
mas determinadas:

Notacion formal de las formas determinadas:

1) Lim &-=0
X

a—0
2) Lim % =0
a—0

3) Lim X=0

4) Lim 2=

5 Lim X=0

a—00 a
a—0

6) Lim % = 00
a—0
a—0

donde la expresion:

Lim % =0
a—0

. .. a .
se lee “limite de la fraccion < cuando “a” tiende
a cero”.

NOTA.- El simbolo @, que se lee “infinito”, se
utiliza para representar un numero variable
cuyos valores crecen indefinidamente hacia un
limite (el limite infinito), siendo siempre esos
valores mayores que cualquier ntmero por
grande que sea.

FORMAS INDETERMINADAS

Si en una fraccion, numerador y de nominador se
hacen cero o infinito al mismo tiempo, se obtiene las
siguientes formas indeterminadas:

0 00
-, =
©

0

Existen también otras formas indeterminadas que no
necesariamente proceden del calculo con fracciones
y son las siguientes:

-0 0.0 1%

) )

00
VERDADERO VALOR

En una expresion algebraica, cuando para un valor
de las variables, la expresion adquiere forma indeter-
minada, hay que buscar su “verdadero valor” y se
llama “verdadero valor” de dicha expresion el valor
de la otra que sea equivalente a la dada.

CALCULO DEL VERDADERO VALOR

A-1) FORMA %

Cuando una fracciéon x = a (“x” tiende a “a”) toma
la forma indeterminada:

0

0
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es porque esta fraccion contiene necesariamente
en el numerador y denominador el factor (x - a)

Para calcular el verdadero valor o levantar la inde-
terminacion, se procede de la siguiente forma:

1° Se factoriza el numerador y denominador, bus-
cando el factor (x - a).

2° Se simplifica en el numerador y denominador
este factor.

3° Se sustituye nuevamente x = a. Si persiste la
indeterminacion, se repite el procedimiento;
en caso contrario, el resultado obtenido es el
verdadero valor.

EJERCICIOS RESUELTOS
1.- Hallar el verdadero valor (V.V.) de la fraccion:

2
E = M , para X = 3
x*+x-12
Solucion:

Sustituyendo x = 3 en la fraccion:

_2032-53)-3 _ 0

3)X+3B)-12 0

toma la forma indeterminada - , lo cual indica
que numerador y denominador © de esta fraccion,
contienen el factor (x - 3).

1. Factorizando este factor en el numerador y
denominador:

E 2x+ D(x-3)
x+4)x-3)

2. Simplificando:

E- 2x + 1
X+ 4
3. Parax =3:
E- 23) + 1 =l
3+4 7
VVE=1

2.- Calcular el V.V de la expresion:

E x> +2x*-5x-6 .
= ; parax =2
x> -3x?-4x + 12

Solucion:
Para x = 2, la fraccion toma la forma:
E="
0

Factoricemos el numerador y denominador de la
fraccion, buscando el factor (x - 2). Por el méto-
do de Ruffini:

El numerador:

1 +2 -5 -6
!

2 +2 +8 +6
1 +4 +3 Il

X+ 2x%-5%x-6=(x-2)(x*+4x +3) ;

El denominador:

x> -3x%-4x+12= (x-2)(x*-x-6)

Sustituyendo en E :

o (x-2)(x*+4x+3) x*+4x+3

(x-2)(x*-x-6) x*-x-6
parax =2
VVE-4+8+3 _15_ 15
4-2-6 -4 4

3.- Hallar el V.V. de la fraccion:

E nx™? - x™ - (n+ DX + x +1

3

X -x-x+1

parax=1
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Solucion:

Para x = 1, la fraccion E toma la forma indetermina-

Numerador:

(x-Dnx"+ Q2n-Dx"'+ 2n-3)x"2 + ... +1]

da:

0 luego:
0 x-Dnx"+2n-Dx*'+ 2n-3)x™2 + ... + 1]
Factoricemos el numerador y denominador de la E=
. y cet (x+Dxx-1)
fraccion por el método de Ruffini.
Numerador: E nx"+ Q2n-Dx" + 2n-3)x"2 + ... +1
X+ 1
no-l ol 0 0 0 .. o+l +1 parax = 1
n+2n-1)+2n-3)+2n-5 +...+5+3+1
1 n nl 2 2 22 2 1 E= )
non-lo-2 22 2 -1 |£ Cambiando el orden de la suma:

. Numerador = (x- 1) [nx™!+ (n-1)x" - 2x™1-  -1] 2n-1)+2n-3)+ ... +3 +1=1+3+...+(2n-1):
Denominador Eo Dt [1+3+5+..+(2n-3)+2n-1)]
2
1 -1 -1 +1
| Donde:
- 1) = 2n-1+1 2
1 1 0 -1 143454+ ...+2n-3)+ 2n-1) n[_ ] o
1 0 -1 0 luego:

E_n+n2_n(n+1)
o2 2

.. Denominador = (x - 1) (x*- 1)

sustituyendo en E: 4.- Si la fraccion:

E (x-1) [nx™! + (n-1)x"-2x™1 - 2x»2 - -1] E o 2x*- 13x° + ax?- 28x + 8
(x-Dx*-1) x*-4x3+ bx + 16x - 16
nx™ 4+ (n - Dx" - 2x™1 - 2xm2 - -] para x = 2, toma la forma 9 . Calcular su ver
E= dadero valor. 0
x+Dx-1

Solucion:

0

Para x = 1, nuevamente E = 0 Se debe calcular en primer lugar los valores de a

y b. Si para x = 2, la fraccion toma la forma 0/0,
entonces, el numerador serd igual a cero:

2(2)%-13(2)* +a(2)?-28(2) +8=0

Es necesario eliminar por segunda vez el factor (x - 1),
para lo cual se procede a una nueva factorizacion en el

numerador.
Numerador: 32 - 104 + 43 - 56 + 8 = 0
a=30
n (n-1) -2 -2 2 .. 2 A
y el denominador también serd igual a cero, asi:
{
)% -412)+b(2)?*+16(2)-16=0
1 n 2n-1 203 2n5... 431 (2)7- 4(2)°+ b(2)* + 16(2)
16-32-4b+32-16=0
n (2n-1)(2n-3) 2n-5 2n-7 ... +1 |i b0
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reemplazando este valor en la expresion:

2x*- 13x3 + 30x%- 28x + 8
x*-4x> + 16x - 16

E=

factoricemos, para el numerador empleando el
método del aspa doble especial.

2x? +2

2

X +4

2x*- 13x>+ 30x?- 28x + 8
=(2x2-5x + 2)(x*-4x + 4)

2xt-13x3 + 30x%-28x + 8 = 2x - 1)(x -2)(x-2)?
Para el denominador:

Xt 4x3 4 16x - 16 = (x*- 16) - 4x(x2- 4)
= (2 + D(2-4) - 4x(x- 4)
= (- +4-4%)
= (x+ 2)(x - 2)(x - 2)?

xt-4x3+16x-16 = (x + 2)(x - 2)3

Luego:
2x - 1D(x-2)3 2x - 1
o (x+2D(x-23 x-2
para x = 2:
E- 2(2) -1
2+2
VVE. = 3
4
5.- Hallar el V.V. de:
R = \/X_ - \/5 + Vx-2a
Vx? - 4a2
para x = 2a
Solucion:
Para x = 2a:

\/2_a - \/Z_a +V2a-2a

R- _0
0

V4a* - 4a’

Lo que indica que ambos miembros de la frac-
cion, contienen al factor (x - 2a). Para factorizar
se debe racionalizar, multiplicando numerador y
denominador por el factor racionalizante del
numerador.

[(\/;+ Vx—2a)—\/£] [\/;+ Vx - 2a +\/£]
VX2—4a2[(\/X_+Vx—2a) +\/£]

R - (\/X_+ VX-Za)z-(\/Z_a)z
Vx2-4a2(\/x_+ VX-221+\/£)

R - x+2\/;Vx-Za +xX-2a-2a
Vx2-4a2(\/x_+\‘x—2a+\/2—a)

R - 2(X—2a)+2\/x_\'x—2a
Vx2—4a2(\/;+Vx—2a+ \/;a)

R = 2Vx-2a(\'x-23+\/;)
Vx +2a Vx - 2a (\/;+Vx-2a+\/£)

Z(Vx -2a + \/;)

R =

R =
Vx+23(\/x7+\lx-2a+\/£>
para x = 2a

. 2(V2a-2a+2a)
V2a +2a (\/5 + V2a-2a+ \/Z)

2\2a

V4a (2\2a)

Yo

VV.E =
2a

6.- Hallar el verdadero valor de:

3 125%-1024%
=——————— ; parax=0
5% _ 4x
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Solucion:

Para x = 0:

L=3125°-1024°= 1-1 0
50 - 40 1-1
reescribiendo la expresion:

(5x)5 _ (4x)5
5% _ 4x

L=

desarrollando por Cocientes Notables y simplifi-
cando el factor (5*- 4¥), que se manifiesta:
L=(59%+ (59 (49 + (5% (4)?

+ (5% @) + (49*
parax =0
L=(59%+ (59°(4%) + (5%)%(4°)?

+ (59 (4% + (49*

L=5
VVL =5

7.- Hallar el V.V. de:

R Vx -8
Vx-4

Solucion:

; parax = 64

Para x = 64, toma la forma:

o4-8 0

R =

Vo4-8 O
homogenizando los radicales:
R = ?;;8
V- 4

6
haciendo Vx = m:

R - m3 -8
m? - 4
factorizando:
R = (m-2)(m*+2m+4) m’+2m+4
(m-2)(m + 2) m+2

reponiendo:
_ g/X_2+2g/x_+4-
6
\/X_+2
para x = 64 = 2%
Vo +23204 4 4+444
042 242

VVR =3

R

R =

A-2) FORMA =

Para levantar la indeterminacion de esta forma, se
divide el numerador y denominador entre la maxima
potencia de la variable, cuya presencia provoca la
indeterminacion.

REGLA PRACTICA. - En la forma practica, el V.V. se
obtiene analizando ambos miembros de la fraccion.

1° Si el numerador es de mayor grado que el
denominador, el V.V es o, es decir:

OlNl > °|D| = V.V. Expresion = @

2° Si el numerador es de menor grado que el
denominador, el V.V. es 0, es decir:

°|N| < °|D| = V.V Expresién= 0

3° Si el numerador y el denominador son de igual
grado, el V.V. es un cociente formado por la
suma de los coeficientes de los términos de
mdxima potencia, del numerador y del denomi-
nador es decir:

Si  °|N| =°|D

, entonces:

VVE < Coeficiente de mayor grado de N

Coeficiente de mayor grado de D

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Calcular el V.V. de:

_15xt+ 6x% + 7x?+ 5x + 9

S5xt+2x*+ 7x + 6

R

para x = ®©
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Solucion:

Cuando x = o:

R_00+00+00+00+9_°0 forma

©4+04+0+0+6 oo indeterminada

Segun la regla practica, por ser de igual grado
numerador y denominador de la fraccion:

15

VVR=3

2.- Calcular el V.V. de:

P+ + D0 (x*+ x+ DO+ (x2+1)° +16x%

- (Bx20+ 4x° + 5x% + 1)?

cuando x — o

Solucion:

Cuando x — oo:

(004004 1)104 (004004 1)10 4+ (004 1)1+ 00 oo

R el
(OO+OO-+.OO+]_)2 00

Como el grado del numerador es 40 y el grado del
denominador también es 40; aplicando la regla
préctica:

R (DO MOr16* 18
(3)? 9

VVR =2

3.- Hallar el V.V. de:

3
_ V8x15+ 2x + 3 + i/32){25+ 2x + 6

L
3x°+4x+6 + \x0+5x+7
para x = .
Solucion:

Cuando x — o, la fraccion toma la formace/co,
analizando los grados °|N|=°|D| por la regla
practica:

Vs + B2 _242
3+\/17 3+1

V.VL =

VVL=1

4.- Hallar el VV. de:

_ (x-2)'7(2x-3)° 3x - 1)?
T (x-3)B0Q2x-1)7 3x - 2)2

para x = ©.

Solucion:

Cuando x = ®,]a fracciéon toma la forma %

Analizando los grados: °|N| =24 = °|D|

Aplicando la regla practica:

R DTG 1
SPGB 4

5.- Hallar el V.V. de:

n+l n+l
A =g ;paranz [ole}

2m 4 30

Solucion:

.. [ee)
Cuando n — o la fraccion toma la forma - ;

dividiendo el numerador y denominador entre

3n+1:
2n+1 3n+1 2 n+l
3n+1 + 3n+1 ? + 1
A= =
= T
3n+l 3n+1 3 3 3
3
VVA =22 _0+1 5
(2_) JEEUE S
3 3 3 3

Aclaracion: Como 2 < 1 = (%) "< 1, luego:

b

(%) < 1, y tiende a cero.

6.- Hallar el V.V. de:
2x% + V3xt+1
4
7xt + 4N3x8 + 1

J=

para x = ®
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Solucion:

.. [ee}
Cuando x — 0, la fraccion toma la forma & ;

Analizando los grados °|N| =1= ° |D]|

Aplicando la regla practica:

\/2+\/7 V24 A5
\/7+4\/— \/\l7+4

V2+\/3_ V2+\/;

V.V] = =
V7+2\/ﬁ V\/4_+ \/;
2+ \/;

VV] = ———

V2+\/;

7.- Si el V.V. de la expresion E para:

u »

indicar cudnto vale

(25x% + 7)"(100x3 -

Dr2(2x°- 1)

(80x*+ 1)"(5x - 2)™!

Solucion:

Analizando los grados :
°|N| =2n+3n-6+5=5n-1
°|D| =4n+n-1=5n-1

se observa que los grados son iguales.

Aplicando la regla practica:

(25)"(100)™*(2) _ 125

V.VE = =
(80)2(5)n! 512

(52)7(5% . 22)"2(2) _ 125
*.5)n . 5t 512

5%, 524 Q4 )l 1)5
2t 50 5l T 51)

5f-4 2203 125

24 5wl 51)

5411»4 -2n+l B 125
24n—2n+3 512

52n-3 53

22n+3 29

52n. 5-3 53
FENSTST)

G)-5-6)

identificando exponentes:

2n=06 S, n=3
B-1) FORMA = ® - o

1) Si una expresion f (x), irracional cuando x — o,
toma la forma indeterminadac - oo; se lleva ésta
a la forma % , multiplicando y dividiendo por su

ER o conjugada. Obtenida la forma 2>, para hallar
su V.V. se aplica la regla practica.

2)Si una expresion f (x), para x = a, toma la forma
o - o0 para hallar su V.V se efectua las operaciones
indicadas, se simplifica y se reemplaza x = a.

EJERCICIOS RESUELTOS
1.- Hallar el V.V. de:

E=ax+b - Vaxx?+abx+c

para x = ©
Solucion:

Multiplicando y dividiendo por:

[(ax +b) + Va’x? + abx + C]

~ [(ax+b)— Va?x?+abx +c] [(ax+b)+ Va’x? + abx +c]
(ax + b) + Va’x*+ abx +¢

(ax + b)? - (a%x? + abx + ¢)

E =
ax + b+ VaZx?+ abx +¢
E a’x? + 2abx + b?- a’x?- abx - ¢

ax + b + Va2x?+ abx +c¢
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abx + b%- ¢

ax + b+ Va?x?+ abx +c

0
cuando x = ®©, E = ——

E =

Analizando los grados: °|N| =1=°|D|
Aplicando la regla practica:

VVE:L_ﬂzl

a+\/372_2a 2

2.- Hallar el V.V. de:

E= Vx?+ 10x + 8- (x + 3)

para x = o,
Solucion:

Cuando x — oo:

E= -

Multiplicando y dividiendo por el ER.:

B [VX2+ 10x+8 - (x +3)][ \lx2+10x+8+(x+3)]
Vx2 + 10x + 8 + (x + 3)

2
. (VX2+ 10X+8) - (x +3)?
Vx? + 10x + 8 + (x + 3)

x?+10x +8 -x*-6x-9 4x - 1

E=

Vx?+ 10x+8 +x+3 Vx?+10x+8+x+3

Cuando x — oo:

o9}
E=w

Analizando los grados °|N| =°|D| =1
Aplicando la regla practica:
VVE=—2F -

1 +1

3.- Hallar el V.V. de:

_x+6 x+ 1 . para x = 4

_X2-16—X(X-4')

Solucion:

Para x = 4, la expresion toma la forma indetermi-
nada:
o - ©

El primer denominador es diferencia de cuadra-
dos, efectuando y simplificando:

X+ 6 Cox+1

) x+4x-4) xx-4)

x+06)x-(x+Dx+4)
x(x +4)(x-4)

x2+ 6X - x2- 5x - 4

x(x+4)(x-4)

X -4 _ 1
x(x+4)(x-4) - x(x +4)

para x = 4:

1 1

V.VE

T 44+ 4 32

.- Calcular el valor de:

E= z 3 ;parax =1

1-x2 1-x°

Solucion:

Para x = 1, la expresion toma la forma indetermi-
nada o - ©

Efectuando las operaciones indicadas:

_ 2 . 3
T+x0-%x) A-x01+x+x2)

2(1 + x +x2) - 3(1 + x)

E:
(1 +x)(1-x)(1+x+x2)
2+ 2x+2x*-3-3x
T 1+ -0 +x+x)
E- 2x%-x-1
1+x)(1-x1+x+x2)
E- 2x+ Dx-1)
1T+x0 -0 +x+x2)
. 2x + 1
(1+x)1 +x+x2
parax=1
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2.- Hallar el V.V. de:

3
E=<\]1 +% -1)x para X = ©

2(1) +1 3

V.VE = - - 1
T+DA+1+1) 2(3) 2

B-2 FORMA 0 . «

» Solucion:
Cuando una expresion para x = a, toma la forma
indeterminada 0 x o, su V.V. se encuentra efectuan- Cuando x — o _ E toma la forma 0 . o
do las operaciones indicadas, simplificando y reem- o .
plazando x = a; o también, tratando de transformar- Multiplicando y dividiendo por el ER.:
lo, a otras formas conocidas. 3 s
\'(1 +%>2+‘\’ 1 +% +1
EJERCICIOS RESUELTOS
se tiene:
1.- Hallar el V.V. de:
(1 + % - 1>x
ol i) i
Xx+3 3x-1 x? +6x-16 3 3y 2 3
para x = 2. (1+7> + 1+? +1

Solucion: 3 )
. X
Para x = 2, se obtiene 0 . o; efectuando opera-

( x
E =
ciones: 3 , 3
(1+i) +‘\’1+i +1
X X

3x-1-x-3
3)
X

x+3)3x-1) ( .
E=—
3
x+8)(x-2) i
BE
_ 14 \/732 3 S
E_ —— —
(x+3)CBx-1D(x+8) (1+X> +,\/?+1

para x — o :

VVE = 3 _3

_ 14 7 3 3 ]
k= (5)(5)(10) N 125 \/17+ \/17+ 1

7
(x +8)(x - 2)]

2(x-2)
(x+3)3x-1)

parax =2
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Evaluar: x’ +3 3x*-2
4% + m
para x = ©
a) % b) e c) 0
d) % e) Indeterminado

2. Evaluar, para x = -5:

ol e
x*+ 7x + 10 x2+ 9x + 20

a) 2 b) 3 o1
2 3
d = 2
) 3 e) 5
Vax - a’x’!
3. Evaluarr ——————parax=a
1-ax!
a) 6a b) > ) Na_
2Va a
d) 3 e) Ninguna
2a
N2 - V4-3x
4. Evaluar:
1
e A2 3-2x
parax=1
)3 b) -2 o) -3
2
2 .
d) - 3 e) Ninguna
5. Evaluar:

\/7+\/;r\/7+\/;r \/7+\/;r...+ V7+\/;r V8+\Eg

02(7-1) b2(V7 +1) V7 +1
D7 -1 Q) 3V7-1
3
\N5x +7 +2
6. Hallarr E=————— ; parax=-3
3-2X +X
5 5
0 b) =— - =
a) ) - c) 7
d) 12 e) - 12
8 8
7. Hallar el V.V. de la fraccion:
T=xQ2x+1) {1- 2x-1 ] ;parax =0
2x
7
b) — 0
a) ® ) 8 c)
1 3
d) 7 6) - T
8. Siendo: i= \/I, evaluar:
= (1 + 1)401 _ (1 _ 1)401
a) 0 b) i g) 220
d) 2200 e) 2201 i
9. Hallar el V.V. de:
3
Vx + 1 \/;
= para x = ©
Vx o Yk +Vx
a) 1 b) -1 )0
d) o e) 2
10. Hallar el V.V. de:
N N 1/m
Va + Vb | .
—— — | ; parax=®
2
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a)a b) b ¢) Vab tome la forma 9
0
a
d) ab e) b parax = 1,

11. Hallar el V.V. de: dar como respuesta: a +b + V.V. “E”
nx + sen mx . EEE > 0 a) -10 b) -22 c) -32
mx + sen nx

, d) +32 e) +10
a) 1 b) nzﬂ o
m®+n n 16. Hallar el verdadero valor de:
2
@ mi+n ym . >
n?+m m ———— = ; parax=0
V1+x -1 %
12. Hallar el verdadero valor de la siguiente expre-
sion: a)l b) 0 c) ©
(a + b)x?- (a%+ b?)x - 2abx + ab(a + b) ol o) - L
2 2
(a-b)x?- (a’+ b?)x + 2abx - ab(a - b)
a) 1 b) a Aa+b 17. Calcular el verdadero valor de:
d) a?- b? e) a+ bh? \/:(a—l) +\/;(1—X) e
X-a
13. Calcular el V.V. de: Y 1+ a)\/; N a\/a_
V< \/x+1 +\/X2—1—\/X2+1 = =
Vx -1 +Vx2+ 1 -Vxtal o) L d)l-Za
2 2a
six=1.

)(I—Ba)\/;
02 b 22 ¢)3 € I

d) 4 e) N.A. 18. Hallar el V.V. de:

14. Hallar el verdadero valor de: [
2x + V15x% + Vx*+1
1\
E= n{(l + F) - 1] cuando n —> 3x + Vo6x2 +V16x* + 1

21 D oL para x = © .
p
2 4
a) — b) —
d) p* e) 2p 13 13
15. Calcular los valores de a y b para que la fraccion: ) % d) 15_3

xt+ 4+ ax?+ 4x + 1
E= y 10
xt+6x3 + 12x>+ bx + 3 ¢
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19. Hallar el V.V. de:

b
m

m%/aP_‘m e)r;l—

20. Hallar el V.V. de:

4 5
- %/27X6+ 2% + 1 + =l + 2 Vxl00 4y 3

4 5
\3/64x6+ 2x -1 + \/x8+6 + x4 x2-2
para x = ©

5
3)2 b) 1 C) ?

d) Ninguna e) 3

CLAVE DE RESPUESTAS
DD 2) D 3)D 4 A 5) C

6)B 7)D 8) E 9)B 10) C

1DA 12)A 13) A 14) B 15) C

16)D 17 E 18 C 19)D 20) B
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CANTIDADES IMAGINARIAS Y
NUMEROS COMPLEJOS

PRINCIPALES CONCEPTOS
CANTIDADES IMAGINARIAS

DEFINICION.- Las cantidades imaginarias son las
raices de indice par de cantidades negativas.

Ejemplos: \/I, 4\1-16, 8\1—12

UNIDAD IMAGINARIA - La cantidad V-1 se le denom-
ina “unidad imaginaria”. Segtin la notacién de Gauss, la

@

unidad imaginaria se representa por la letra “i”.

Por lo tanto:
i= \/I, por definicion:

2=-1

Ejemplo: V4= V1-ovV1=2

POTENCIAS DE LA UNIDAD IMAGINARIA
Dot (V1) =i
) 2=vV-1vV1=-1
3) Pt =-i
4 it=i.i
5 P=it.i=i
6) f=it.i2=-1
7 =it P=A

8) ¥=it.i'=

Se observa que los resultados de las potencias de
la unidad imaginaria se repiten en periodos de 4
en 4 y estos valores son: i, -1, -i, 1.

TRANSFORMACION DE LA POTENCIA i™,
DONDE “m” ES ENTERO Y POSITIVO

Suponiendo que se desea calcular i™, donde m > 4:

1) Se divide m entre 4, de donde se tiene:
m=4q+r

2) im =it ot qr = (iD=

=1i"

donde r=0,1,2,3

=it g

CONCLUSION
Cuando “i” esta elevada a una potencia positiva, si el
exponente es multiplo de 4, el resultado es la unidad,;
si el exponente es igual a un multiplo de cuatro mas
1 el resultado es i; si es igual a multiplo de cuatro
mas 2 el resultado es -1; y si es igual al multiplo de
cuatro mas 3 el resultado es igual a -i.
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EJERCICIOS RESUELTOS
1.- Calcular
E = 51476 _31258 +4i327 —81932 +4i441

Solucion:

Transformando las potencias:
E =5(1) - 3i2 + 4(i)° - 8(1) + 4(D)*

E=5-3(-1)+4(-1)-8+4i=5+3-4i-8+4i

E=0
2.- Simplificar:
E- 152 + i421 + 165 + 174 + 133
2541 4 3244 {2460 {3581 | {2723
Solucion:

Efectuando las potencias indicadas:

E_1+i+i+(iz)+i

Cisl+l+is (i

=1+i+i—l+i =i
i+1-1+i+1i 3i

E=1
4.- Calcular la expresion:

1-5 + 1-15 + 1-49 _ i-18 + i-400+ 21-14

E =
i-6 +1i 50 _ 1-23 + i-35 _ i-441
Solucion:
Transformando las potencias:
1 1 1 1 1 2
b s
E- > ilS i49 il8 i400 il4
1 1 1 1 1
— + —_— i — + —_— i —
i6 150 123 i35 il
efectuando las potencias:
L - 1_ + 1_ - 1 + L + 2
Eo i i i L1 D
1 1 1 1

'-"|UJ

1
.-|._..

E=-3

(1 +1)°

1+1°

4.- Calcular: E =

Solucion:
Efectuando la potencia i° = i

E_(1+i)9_

)8
“aan 4D

pero:
T+D8=[A+D*=1+2i+i)=Q2+1D*
~ E= (2D)*= 1e6it
E=16

(1+1)°

-7

5.- Calcular: E =

Solucion:

Escribiendo como potencias pares:

1+ +1)
(I-9°(1-1)

E =

[(1T+12* A +1) ~ QD* (1 +1)
(-2 (1-1) (20 (1-1)

Multiplicando y dividiendo por (1 + 1):

16i*(1 +1)2 16(21) _ 321

T8RP0 -D+) 8- 8iQ2)

E=2

6.- La expresion adjunta se cumple para dos valores
de “n” cuya suma se pide:

LESY N CEL
.
1

Solucion:

Operando en el primer miembro:
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n+ 2
. ()7 -1
2
n-1 (m+D(m-1D
n-1
= i@+l = w1 =i

Luego, la igualdad primitiva sera:
iE’l =1

identificando exponentes

mn-1=1 n=2

n=2

otra solucion se logra de:
(LEE
identificando exponentes:

[n-1=5 [n="6
n=3
*n=3

Rpta.: La suma es 5.

7.- Simplificar:

3n
o (A2 | (DT )
V16
Solucion:

Al efectuar operaciones en el primer factor resulta:

E- (\/I)h ‘(_\/I)B]HS .(\/I)zms

E= (i) . (<) | (1)+8

E- (i) . (3)Bms | ()28

E= i{3n  {39n+15 j2ne8 _ j44ne23

E= i¥=1 = - : E=-

8.-

\O
“

Cuantos valores diferentes puede tomar la
expresion:

E=1i"+i"?
Solucion:

Transformando la potencia:
1

— 10 _
E=1i +in

o

paran =4:
E-1+1 -2
1

paran=i+1:

E=i+— =1+L-i.—=i+—=0
i i i -1
paran= 4+2
E=12+L=-1 1_='
i2 -1

paran= 4+ 3:

E=i3+L=-i+l_.i_
i3 -1 i

=-i+i=0

Rpta.: Para los valores siguientes de n, se vuelve
a repetir el ciclo, por lo tanto hay 3 valores
diferentes.

Calcular el valor de:
E=i2+ 2i*+3i%+ 4i%+ 5i'% + ... + (4n)i%"

Solucion:

La suma indicada tiene 4n términos, la cual esta
senalada por los coeficientes.

Desarrollando las potencias de i:

E=(-1)+2(1)+3(-1) +4(1)+...+(4n-1)(-1) +4n(1)

(4n) términos

E=-1+2 -3+4 -5+6-...

“4n +1+4n
e 2T N L

1 1 1 1

agrupando de 2 en 2 (cada grupo vale 1)
entonces:

E=1+1+1+1+...+ =2n

(2n) veces
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10.- Calcular el valor de: [(1 +1)(-81) + (1 -1){-8(-D)}™ = 2¢

) L 5 4 6 7 [-8i(1 + 1) + 8i(1 - 1)~ = 29

E= i' + 2 +i +i* +1° +i° +1i’
Solucién: [8i(-1-i+1-1)]"=2%
Analizando cada potencia: [-16i2]n = 26!

h
Di' = i' =i [-16(-1)]" = 2¢

P 4 (16)" = 2°
2)i2 = i =i% =1

33 33 33 1 i (24)n — 26!

37 _i(@k-1) _s4ke(l) _sa_ L1

3P =1 =1i =1 = i——l Sin _ 96

4
4)it =it=1 4 = 61

5

5
51 =i (potencia es multiplo de 4 + 1) n.96-2-4.3.2.1

6 4

6 =180
6)1° =i*k=1 n=

7 77 12.- Calcular el valor de:
7) i7 — i(4k+3k) — i4k+3k — i4k . in =-i

)11
Luego: pod+D7
32(1 -1)
E=i+1-i+1+i+1-i=3 .
Solucion:
11.- Calcular el vlaor de “n” en la igualdad: Transformando:
(L+ D)™+ Cl(1+ D™ (1-1)7+ Cy(1 + )71 (1+0)19(1 + D)
EetY/ V70
(L-D + . +(1-i)™=20 32(1-1)
Solucion: E [(1+1)2°(1 +1) (1 +i% +20)°(1 +1)
Se observa que el primer miembro es el desarro- 32(1 -1) 32(1-1)
1o de:
(1-1+20)°(1+1) QD> +1)

[(1+1D7+(1 -1)7]"=2° (binomio de Newton) E= =

32(1-1) 32(1-1)
se puede escribir:

[(1+1)(L + D0+ (1-1)(L - D] < 29 E- 3215(1 + i) _ (12?11 + 1)

32(1-1) (1-1)

{M+DIA+DP+ A -DIA -D P =2

p_ i+ i+ i-1 (-0
[+ D)1 +2i+i2)%+ (1-D)(1 - 2i + i) = 2¢ 1-i I-i 1-i  (1-9
[(1+i)(1+2i-1)3%+(1-1)( -2i-1)3"=2¢ E=-l
(14 D@D+ (1 - )20 = 28 13.- Calcular el valor de:
[(1+ D85+ (1-1)(-85)]" = 2° E=(V12+5i+V12-5i )(N4 + 3i + V4 - 3i )
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Solucion:

Elevando al cuadrado y extrayendo raiz cuadrada,
se obtiene:

E =\/(\/12 v5iaV12-51) (Wae3iV3-31)

operando:

E =\/[12 +5i+2V(12 + 50)(12 - 51) + 12 - 5i]

[4 + 31+ 2N4 + 31)(4 - 31) + 4 - 3i]

reduciendo:

E =\/(24 +2V144 - 2512 ) (8 + 2V16 - 92 )

Como i? = -1;

E=\/(24+ 2V144 +25 ) (8 +2V16 +9 )

E=V(24+2.13)8+2.5) = V(24+26)(8+10)

E = V50(18) = V900 = 30

E= 30

14.- Calcular el valor de:

o Q+i)P-1+1)?
(1-1)°
Solucion:

Extrayendo factor comun en el numerador y
transfromando el denominador:

(1+ D2 +1) - 1]
(-

E=

E A +i2+200 +i-1)
(1-2i+i%3

Lo (-14200) QDG 20

(1-2i-13 (20 -8

~ 2(-1) -2 1

E-= = =-—
82,1  -8(-Di 4i

Multiplicando y dividiendo por i:

1 i i i
E-=- Ao ot
4i i 4i2 4(-1)

1
E=—

4
15.- Calcular el valor de:

ant
E=(1+i)ydd
Solucion:

Calculando en primer lugar el tltimo exponente,
ésto es:

1-D*=[1-D*=(Q1-2i+i»)?
1-Dt=1-2i-1)?=(20)?=4?=4(-1) =4
la expresion que se obtiene es:

-4 NS
NG I R

E=(Q1 +i)td
luego, como (1 - )* = -4, se tiene:

E=(1L+1)™ = +1i*

E=[1+1D? =010 +2i+i)%=(1 +2i-1)?

E = (2i)? = 4i?

4(-1) = -4
E=-+4
16.- Calcular el valor de:
E=(1-it+1?2-i%+i*-i7+ .- i?9)?

Solucion:

Transformando en potencias positivas:

2
E=<1_L+L_1_+l__,_,_ 1 )
i 12 13 i4 1223
también:
E=< 2234222, 42214220, 219 _ ] >2
223
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Escribiendo como coeficiente notable:

[ 224 .1 2 ()2 -1 2
po )i+l L _ ) i+l
j223 @12 i
\
2 2
[ (DM -1 1-1
I SRS .0 SN R IS 5. SN S
DM -i
\
E=0

17.- Simplificar la expresion:

754!

1753!

C21
il15

E =
Solucion:

Calculo de los exponentes:

se tendra:
E=31+5C-1) + 7(-1) + 9(1) + 11(3) + 13(-1)

+15¢-1) +17(1) + ... + Bn + 1)(1) - 4n
E=3i-5-71+9+11i-13-15i +17+...+(8n+1) -4n

Agrupando de 4 en 4 términos:

E=3i-5-7i+9) + (11i-13-151+17) + ...
+(Bn+1)-4n

E=(4-4)+@-4D)+ ...+ “4-4) -4n

« »

En este caso, se debe considerar términos ya

que se han tomado de 4 en 4 y el numero de tér-
minos es 4n; ésto se obtiene observando los expo-
nentes de i. De esta manera:

E=(4-4i)n-4n=4n-4ni-4n=-4ni

E = -4ni
754! _ 754 . 753! _ 754
753! 753! X+y
19.- Calcular: E =
C21 B |A X -y
51516

21.20.19.18.17.16. [15
15.1.2.3.4.5.6

C =21.19 .17 8 = multiplo de 4 = m4
como i* = 1, se tiene:
E= {1754}1"14 = {(i*)188 . iZ}im4 — ()88 2)1 = (i)t
E=-1
18.- Calcular el valor de:
E=3i+ 512+ 7+ 9i*+ 11i°.+...+(8n + 1)i* - 4n
Solucion:

Transformando las primeras potencias, con la
finalidad de obtener una regla de formacion
teniendo presente que:

i2=-1

si se cumple que:

A+D2+ A+ + (1 +D)°+ (1 +i)¥=x+yi
Solucion:

Se puede escribir el primer miembro:

T+D2+{QA+DP+{AQ+DP+ {1+
=X +yl

Como:

(1+i)2=1+i2+2i=1-1+2i=2i
entonces:

1) + D)2+ 21+ QD) =x +yi
efectuando:

2i + 4i*+ 81+ 16i* = x + yi

Como:
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se obtiene:

2i-4-8i+16=x+yi

12-6i=x+yi
de aqui:
x =12
y=-6

reemplazando en la expresion pedida:

12-6 6 1

T 12-(6) 18 3

20.- Calcular el menor valor de n que verifica:

1+ 1" =32i

Solucion:

Como i =i’ y aque i* = 1, se puede escribir:

1+i)"=327
también:

(1 +D)= Qi)
Como:

(1+1)2=1+2i+i2=1+2i-1=2i
se puede escribir:
A+ =[1+1)?2°
(T+=( +1

por lo tanto: n =10

EJERCICIOS PROPUESTOS

7
7

1. El valor de: (177 ) es:

a) 1l b) -1 o) i
d) -4 e) Ninguna
2. Racionalizar: &
Va +\b i
a)\/_- \/b_i b) \/a_+ \/b_i c)a+ bi

d) a - bi

&) @+b) (Va -Vb )i

3. Hallar el valor de:

S5l
23
2
21
58
E = ( 2" )

a) i b) -i o)1
d) -1 e) Ninguna

4.

5.

6.

. o A0+ 52!
Efectuar: (ﬁ)
260, 25!
a) Imposible b) Indeterminado
¢) Ninguno d1
e) 0
Efectuar:
) [
123 _151
E =

139 149
a) i b) -i o1l
d) -1 e)0
Calcular:
E=i-i2+1-i*+1°-i°+i’-1i®.... 4n términos
a)l b) i c) 0
d) -i e) -1
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7. Calcular:
E=i+2i2+313+4it+ ... + ()i"
a) 2n b) 3n ¢) 4n
d) n e) 1
8. Calcular:

E=i2+3i*+5i°+ 7i® + ... +(2n - 1)i*®

a)n o) & c) 2n
2
d) -2n e) 1
9. Efectuar:
4 3 12
2 60 10!
E=i' +1i +1° +
(4n+4)
(4n+3)
(4n+2)
+ i(4n+1)
a)n b) 4n ¢) ni
d) 4ni e) 2ni

10. Calcular:

E=(1+1)20- (1 -1)20

a) 2100 b) 0 c) 2%
d) i e) -1
11. Calcular: L euF
1 -1in?
para “n” entero y positivo.
a) 4i" b) 3i" ¢) 2im!
d) in! e) 2i"

12. Calcular “x” é “y” sabiendo que el siguiente

polinomio tiene raiz cuadrada exacta:
a’+ 6a + 2ai + x - yi

aA)x=6
y=-8

b) x=-6
y=-8

c)x=-6
y= 8

13. Calcular:

E=(1+D)+Q+i)+G+i)+...
+ (40 + i)
a) 2n(4n + 1) b) 2n(4n - 1)
¢) 2n(4n + 2) d) 2n(4n - 2)
e) 8n?
X2-y 4 (X + ydi

14. Si:
! X-y+ (x+yi

es igual a 3, hallar x.
a) 1 b) 2 c)3

d) 4 e)5

b, 2b:
15 G L &1

e es un real puro
a ay
+ b*i

Calcular aP.

a) a b) b 0) a®

o =

2

d) a
16. Si: Z, = Va?*- b* + 2aPb%
Z,=\b*- a?* + 2a’b?i

siendo Z, + Z, = ab(1 + b), calcular:

e)a

E- ba! +ab—-l
a b
a)a b) b ¢) ab
d1 a
) e) b
17. Si:

N5 + 12i = x + yi, hallar: x +y

- 262 -



ALGEBRA

a) 3 b) 2 )5
d) 7 e) 4

18. Si se cumple que:

\[aai_‘_ 1 - \’aai_ 1 N (aai_ bbi)(aai+ bbi)

Vati+1 +Vati-1  VaZi -1 -\bPi-1

+\/bb‘+l - \bbi- 1

Vbbi+ 1 + Vbbi-1

hallar la relacion entre a y b.

a)a=-b b)a-b=0
c) a=Db? d)b=a?
e) a’=b?

19. Si se cumple que:

(2 (03 ENCLES)
jén-D) + jéneD -
calcular “n”.
a) 1 b) 0 c) 2
d) -1 e) -2

20. Calcular el valor de:

5
e = 5% [-2+\/20 + V-40-8 \/;]

a) 64 b) 512 ¢)256 d) 64 )32

CLAVE DE RESPUESTAS
D C 2)A 3) A 4)D 5) C

6) C 7 A 8) A 9)C 10) B

1D C 12)E 13)A 14 C 15) C

16)D 17)C 18) B 19) C 20) A
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NUMEROS COMPLE]JOS

DEFINICION.- Los numeros complejos son aquellos
que tienen una parte real y una imaginaria. Son de la
forma:

Z=a+bhi

Donde a y b pueden ser ntimeros positivos, negativos
y aun nulos.

CLASES DE NUMEROS COMPLEJOS

COMPLEJO REAL.- Es aquel cuya parte imaginaria
es nula.

COMPLEJO PURO.- Es aquel cuya parte real es nula.

COMPLEJO NULO.- Es aquel cuya parte real y cuya
parte imaginaria son nulas.

COMPLEJOS IGUALES.- Son dos complejos, que
tienen iguales sus partes reales e iguales sus partes
imaginarias.

Ejemplo: Si: a + bi=c + di

COMPLEJOS CONJUGADOS.- Son dos complejos
que tienen iguales sus partes reales e iguales pero de
signos contrarios sus partes imaginarias.

Ejemplo:

Z, =a+bi
son dos complejos

Z,—a-bi conjugados

COMPLEJOS OPUESTOS.- Son dos complejos que
tienen iguales, pero de signos contrarios, tanto las
partes reales como las imaginarias.

Ejemplo:

Z =a+bi
son dos complejos
opuestos

Z,=-a-bi

REPRESENTACION GRAFICA DE UN
COMPLE]JO

1.- REPRESENTACION CARTESIANA

Se realiza utilizando un sistema de ejes rectangulares
o cartesianos; en el eje “x” se representa los numeros
reales y las cantidades imaginarias en el eje “y”. Al
plano formado por los ejes real e imaginario se

denomina llama Plano de Gauss.

y eje imaginario
A

Plano de

T (a,b)  GAUSS

Y
><

T eje real a

Sea:
Z=a+bi
En el ejey:
i = unidad de medida de los valores imaginarios.

En el eje x:
1 = unidad de medida de los valores reales.

2 -REPRESENTACION POLAR O
TRIGONOMETRICA

Para representar un complejo de esta manera, es
necesario conocer el “radio vector”, conocido con el
nombre de “modulo” y el angulo que forma ésta con

73t}

la parte positiva del eje “x”.

Sea el complejo Z = a + bi, a representar en forma
polar.

AY

0 a N

r = radio vector o modulo

0 = angulo o argumento del modulo
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Apoyados en el grafico podemos calcular los valores
dery0:

Calculo del modulo.

En el tridngulo rectangulo MNO:
(por Pitagoras)

MN’ + NO = MO’
b? + a? = r?
r= Vaz + b? (D

Calculo del argumento o angulo 0.-

En el triangulo rectangulo MNO:
_b
tg 0= ?
0 =arctg > (I1)
&b
ya que segun el grafico:a=1cos O yb=rsen 0, la
forma polar de a + bi sera:

a+bi=rcosO + risen6

a+bi=r1(cos0 + isen0)
Ejemplo.- Expresar en forma polar:

8 + 61

Solucion:

Se sabe que:
8 + 6i=1(cos O +1sen 0)

Ejecutemos el calculo de ry 0, apoyados en las for-
mulas (I) y (ID):

r=Va2+b? =82+ 6%=V64 + 36 = 10

b

0 =arctg— =arctg6— =alrctgi =37°
a 8 4

Luego:

8 + 61 = 10(cos 37° + isen 37°)

OPERACIONES CON COMPLE]JOS

SUMA DE COMPLEJOS.- Para sumar dos o mads
complejos, se suma las partes reales y las partes
imaginarias separadamente.

Ejemplo: Sean los numeros complejos:
Z =a+bhi
Z,=c+di

(a+bd) + (c+di)=(@+c)+Db+di

MULTIPLICACION DE COMPLEJOS.- El produc-
to de numeros complejos puede ser: otro comple-
jo, un imaginario puro, o un numero real. Para
efectuar el producto, se considera a los complejos
como binomios.

Ejemplo:
Si: (a+bi) (¢ +di) = ac + adi + bci + bdi?

= (ac - bd) + (ad + bo)i
o también en forma polar:

Z,=a+bi=r(cos 0 +i sen 0)
Z,=c+di=r/(cos 0, +isen0,)
Z,Z,=1(cos 0 +i sen 0) . r, (cos O, +isen0,)
= 11,[(cos O cos O, - sen Osen 0,)
+1(sen O cos 0, + cos sen 91) |
ZZ,= 11, [cos (0 +0)+ isen (0 +0,)]

PROPIEDADES

1° El modulo del producto es igual al producto
de los modulos de los factores.

2° El argumento del producto es igual a la suma
de los argumentos de los factores.

DIVISION DE COMPLEJOS.- El cociente de dos com-
plejos puede ser: otro complejo, un imaginario puro o
un namero real. Para dividir dos complejos, se expre-
sa el cociente en forma de quebrado y se racionaliza el
denominador, multiplicando ambos miembros de la
fraccion por la conjugada del denominador.
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Ejemplo:

Z
Hallar: Z—l ,siendo: Z, =a+ bi

2 .
Z,=c+di

iz(awbi )(c-di)z(ac+bd)+(bc-ad)i

zZ, c+di /\c-di ¢ - di?

i_ (ac+bd) + (bc-ad)i (ac+bd>+(bc-ad).
Z, cr+d? c2+d? cr+d?

o0, también en forma polar:

Z r(cos 0 + i sen 0)

) cos 0, -isen 6,

Z r(cosB +isen®) cos6, -isenB,

Z, (cos 6 cos 6, + sen 0 sen 0,)
Z, cos 61 cos 61 + sen 61 sen 61
+1 (sen 0 cos 6, - cos 6 sen 0))

Z1 T
——=— [(cos 0 cos 0, +sen O sen 0))
Z T

2 1

+1i(sen 0 cos 0, - cos 0 sen 0,)]
VA
1oL [(cos (0-0,) +isen (0-6,)]
ZZ rl
PROPIEDADES

1° El modulo del cociente es igual al cociente de
los moédulos del dividendo y el divisor.

2° El argumento del cociente es igual a la diferen-
cia entre los argumentos del dividendo y el
divisor.

POTENCIA DE UN COMPLEJO.- La potencia de un
complejo puede ser: otro complejo, un ntimero real o
un imaginario puro.

Para efectuar la operacion se aplica el desarrollo del
Binomio de Newton; para potencias elevadas, es con-
veniente potenciar en forma polar.

[r(cos © +isen 0)]" = r"(cos 6 +1isen )"

=r1"(cos O + i send)

.(cos O+1isen 0)(cos 6 + isen 0)
...(cos O+1sen 0)

=1[cos(O+0+0+...+0)

n

+isen(0+0+ ... +0)]

n

[r(cos O +1isen 0)]™ = r"(cos nO + i sen nO)

PROPIEDADES

1° El modulo de la potencia es la potencia del
modulo de la base.

2° El argumento de la potencia es el argumento de
la base multiplicado por el exponente.

RAIZ DE UN COMPLEJO.- La raiz de un complejo es
otro complejo, puro o real. Para extraer la raiz de
indice elevado, se opera con la forma polar:

n\/r (cos O +isen 0) =1 (cos 0, +isen 6,) (I)

[73t)

Elevando a la potencia “n” para calcular r; y + 0,
en funcion dery 6 que se conoce.

El primer miembro de (I) se puede escribir asi:
rlcos(0 + 2km) + i sen(O + 2km)]

=r1](cos nB, +isen nb,)
para que los complejos sean iguales.
Dr=r

r=r

1

2) 6 + 2k = nB,

_ 0+ 2kn
1~ n

0

Sustituyendo los valores de r, y 0, en (I):

Vi(cos 0 +isen 6) = W[cos (m)
n

. (9+2kn)]
+1sen \ ———
n

donde k =0,1,2.3,...,n - 1; ya que se debe obtener

73]

n” raices.
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PROPIEDADES

1° El moédulo de la raiz es la raiz del modulo del
radicando.

2° El argumento de la raiz es el argumento del ra-
dicando incrementado en 2k, dividido entre el
indice.

EJERCICIOS RESUELTOS
1.- Efectuar:

1+i 1-i 10 + 3i

= +
12 - 5i 5-12i 169

Solucion:

Racionalizando las dos primeras fracciones:

E _(1 +1)(12 + 51) ] (1-1)(5+120) . (10 + 31)

122 - 25i? 52- 1222 169
E= 12+5i+12i-5  5+12i-5i+12 +10+3i
169 169 169
E_7+17i-17-71+10+31 _13i _i_

169 169 13

2.- Dos numeros complejos tienen el mismo modu-
lo. Uno de ellos es conjugado del otro. Sus argu-
mentos suman 510°. Calcular los argumentos de

ambos complejos.

Solucion:

Sean los complejos:

r(cos 0, +isen 0,) y r(cos 0, +isen0,)
Por datos:

rcos 0, +risen 6, = 1 cos 20, - r’isen 20,

identificando las partes reales y las partes imagi-
narias entre si:

rcos 0, = r* cos 20, (D
rsen 0 =-r*sen 20, )

dividiendo (2) : (1) miembro a miembro:

sen 0, sen 20,
cos 6, - cos 26,
g6, = -tg26,

pero: -tgo = tg(-o)
tg 0, = tg(-20,)
de aqui por por propiedad trigonométrica:
0, - (-20,) = 360k

8, + 26, = 360k 3)

Por datos:
0, +0,=510° )

La solucion aceptable de (3) y (4) es:
0, = 300°
6, = 210°

3.- Obtener “x” e “y” sabiendo que el siguiente poli-

nomio tiene raiz cuadrada exacta:
P=a’+6a+2ai+cx-yi

Solucion:

Representando como (a+b) la raiz cuadrada del
polinomio:

a’+6a+2ai+x-yi=(a+b)?
a?+2aB3 +1) + (x-yl) =a’+2ab+Db?
identificando términos:
b=3+i (1)
b?=x-yi 2)
sustituyendo (1) en (2):
B+1)?=x-yi
8+ 6i=x-yi
Identificando términos nuevamente:

x=8
y =-6
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5.-

El cociente de dos nimeros complejos es imagi-
nario puro; su suma es real y vale 5. El modulo
del dividendo es doble que el del divisor. Hallar el
divisor.

Solucion:

Siendo la suma real entonces los complejos son
de la forma:

(x+yi), (z-yi)

Por datos:

X + ).71 — bi 0

z-yi

X+z=5 2

\lxz +y? = 2\/z2 +y? 3)
De (1) se obtiene:

X + yi = bzi + by
identificando términos: x = by

y = bz

dividiendo miembro a miembro, resulta:

y* = xz “)

resolviendo el sistema (2), (3), (4):

x=4
y=%2
z=1

El divisores: 1+ 2i

La diferencia de dos nameros complejos es real,
su producto vale 1 + 3i y la parte real de la suma
es igual a 3. Calcular la suma de los cuadrados de
los médulos.

Solucion:

Por ser la diferencia real, los complejos seran de
la forma:

(a + bi) , (c +bi)
segun datos:

(a+bi)(c+bi)=1+3i

o, bien:

(ac-bH) +bla+0)i=1+3i

identificando términos:
ac-b’*=1
ba+c¢)=3

ademas, por datos:

a+c=3
(3)en(2: b=1
En (1): ac=2
De(3)y(#): a=1lc=2 6

Los complejos seran: 2 +1, ',

.- Calcular “a” sabiendo que:

a+3i
2-5i

es un imaginario puro.
Solucion:

Por condicion del problema:

a+3i _ ki

2-5i1
de aqui:

a+3i=5k+ 2ki

identificando: a =5k

3= 2k

k=3

2

De (a):

(1
)

(3)

(a)

- 268 -



ALGEBRA

7.- Hallar el modulo del complejo: 9.- Calcular la raiz cuadrada de 5 + 12i
7 4+ 312 (-1 + Solucion:
(\/37.,. i )5 Suponiendo que la raiz cuadrada es de la forma
a + bi:
Solucion:

N5 + 121 =a+ bi

elevando al cuadrado:

Calculo de los modulos 1), 1, y 1y

= \N4+32=5
5+ 12i = (a + bi)?> = a? - b?> + 2abi

r,= V(CD2+ 12 = \/27 identificando términos:
2 a’-b*=5 1)
r.= V(3 )+1222

3
2ab =12 (2)
El modulo del complejo sera:

G2(\2)" 254

r= =
2y 32

25

T = ——

8 Rpta:V5+12i = =3 +2i

8.- Calcular el valor de:

45
E = ( 1,3 )
2
EJEMPLO.- Determinar las raices cubicas de la

Solucion: unidad.

resolviendo (1) y (2) se obtiene:

a=+3
b==+2

RAICES CUBICAS DE LA UNIDAD

Aplicando las propiedades de los complejos: Solucion:

Utilizando la férmula de la raiz se tendra:

2 2
_ 1 - 3 3 3
' (2)+(2 ) ! \/T= \/1+Oi =\/cosO°+isenO°

(0+2kn)
3

= cos +1sen

(O+2kn)
3

q =arctg = arc tg \/37= 60°

dando valores a k:

N‘~|N|w<|

1) Parak = 0O:
Por lo tanto:

3
V1 =cosO+isen0=1 (A
E = [1(cos 60 + i sen 60°)]*+ s W

2) P k=1:
=(1)* (cos 60 . 45 + isen 60 . 45) ) Para
3 0+ 2m . 0+ 2m
E = cos 2 700° +isen 2 700° \/1_= Ccos 3 + 1sen 3
= cos 180° + i sen 180°
= COoS + 1isen
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o1, B (B)
2 2
3) Para k=1:
i/l_ 0+ 4 . 0+ 4x
= C0S ———— + isen ————
3 3
4 T
= Cos + isen
3
1B (©)
2 2
[ 1
3
En resumen:\/f —1— +\/3_ i
{ 2 2
1\
2 2
\
PROPIEDADES

1° De las dos raices complejas que aparecen en la
raiz cubica de la unidad, una de ellas es el
cuadrado de la otra.

Si una raiz compleja es w, la otra es w?, siendo
la tercera el numero real 1.

i/1_= 1, i/T:w, i/17=W2

2° La suma de las tres raices cubicas de la unidad
es igual a cero:

l+w+w?=0

3° Debido a que w es una de las raices cubicas de
la unidad, w? = 1, y por lo tanto w> elevada a
cualquier exponente es igual a la unidad.

Como:
wi=1
Elevando a la potencia k:
W3k =1

EJERCICIOS RESUELTOS
1.- Simplificar:
E=(1-w)>(1-wH*(1-wH(1-w)?
Solucion:
Se sabe que:
w=1 w=w, w
sustituyendo:
E=(1-w)?1-w)*1-w)>(1-w)?

E=[1-w)(A-w)]*=[1-w?-w+w]*

pero:

y como:

w3 =1
sustituyendo en E:

E=(0+1+D*

E =81
2.- Calcular:
E=1+w-w2)?-(1-w+w?)?

Solucion:

Como:

l+w+w?=0

2

l+w=-w sustituyendo en la

X expresion

l+w W

E=(w2-w?)3-(-w-w)?=(2w?)3- (-2w)>
E=-8W+8w’=-8+8=0
E=0

3.- Calcular:

E=0G+7w+ 7w
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Solucion:
La expresion se puede escribir:
E=[5 +7(w+ w?)]!?

Como: 1+ w+w?=0, se tiene:

W+ w?=-1

E=[5+7(-D]2 = (-2)22 =21
E = 4 096

4.- Simplificar:

6.-

E = w2+ w2 4 wil5 4 w9 4 w5 4 woos

Solucion:

Transformando:

E= (W% (W0, w2e (W) . w+ (w3, w
+(W3)25 4 (W32 | w2

Como w’ = 1, se tendra:

E=1l+wW+w+w+1+w?
E=0+0
E=0

3.- Calcular el valor de:
E=1+w)P
siendo w y w? las raices cubicas de la unidad.

Solucion:

Como:

1+w?=-w

l+ w2+ w?=0
1+w=-w?

Sustituyendo en el ejercicio:
E=-w)0+ (-w-w) (-w?-wh)w - 5w
E= (W) + 2w (2wH)w - 5w
E=w'%+4w* - 5w

Como wk = 1, luego:

+(1-w+w?) (A +w-w)w - 5w

E=W)>. w+4W) . w-5w

E=(1)>. w+4(1).w-5w
E=w+4w - 5w

E=0

Calcular el valor de:

50
w

y

E = { | <ww>w2]W3 }W4

siendo w, w? las raices ctibicas complejas de la
unidad.

Solucion:
Efectuando el producto de potencias, se obtiene:

2 3 4 50

E=wV- VW

Efectuando la multiplicacion de potencias, en el
exponente:

1+2+3+4...450

E =w%

la suma de exponentes puede ser reemplazada
por:
50.51
Eowy 2 vl 20

B _ W<W3 1425

Como w? = 1 se obtiene:

425
E=w® =w!

E=w
Calcular el valor de:

E=1+w+wW+wW+...+w?)(1-w+ w0 wh

L +w220)

siendo, w, w?, las raices cubicas complejas de la
unidad.

Solucion:

Transformando cada paréntesis a cocientes nota-
bles se tendra:

o

1+ w?

25)
1+w

1 _W26

1-w
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Transformando las potencias:

1-(w3)8. Wz] [

1-w

1+ W)P
1+ W) . w?

como w° = 1:

e L-w? || 1+1 [ [(T+w)(1-w) 2
1-w 1+w?| (1-w) 1+ w?
Como:

l+w+w?=0

1+w=-w?

1+w?=-w
se tendra:

(73]

Calcular el valor de “n”, si:
(1-w)™=-2187w

siendo w, w? las raices cubicas completas de la
unidad.

Solucion:

Desarrollando el cuadrado del primer miembro:

(1 +w?*-2w)"=-2 187w (D)

Comol+w+w?=0:

1+wl=-w (o)
También: w’ =w
2187 =37 B

Sustituyendo (o) y () en (I):
(-w - 2w)" = 37w’
(-3w)" = (-3w)’
de aqui:
n=7

Si 1, w, w? son las tres raices ctibicas de 1, hallar el
valor de n que cumple con la siguiente identidad:

T+wW)+Q+w)2+ A +w)P+ T +wH+ ..
+ (1 +wn)3 =584

Solucion:

Como: l+w+w?=0

1+w=-w?
1+wl=-w
y también: w° = 1
W3k - (WB)k =1
Wk — (WK w = w
3k+2 3)1( .

w = (w

Luego, el primer miembro puede escribirse como:
WH+EW)2(1 + 1P+ A+ W)+ (1 + w?)?
+ (1 +D%+...+(1 + 1) =584

W2+ w2 224 (W)t (-w)’ + 204+, 4+ 230 = 584
25 4w8-w’ + 204 423" =584
22+ wr-wr 4204 4+ 2%" =584
Se observa que, de dos en dos se elimina los tér-
minos, que son reducidos a w* quedando sélo
potencias de 2 elevado a un multiplo de 3. Luego
la expresion de primer miembro es:

25420424 ... +2°" =584

221+ 23+ 20+ ... 4+23) =584

Escribiendo como Cociente Notable:

B o(1-m-s8e

1-2=.511
512 =23
29 — 23n
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identificando exponentes:
3n=9

n=3

10.- Sabiendo que 1, w, w? son las raices cubicas de
la unidad, calcular el valor de:

E lewlsw?2+wrs . +wt
1+(513)W+(523)W2+ +(5532)W52+W53
Solucion:

Transformando el numerador:

N=l+wl+w2+wl+ ... +w

N = 1+L+L+ 1 +...+L
W w2 w3 W

wrrwlrw?ly o+ 1

N =

W54

Escribiendo como Cociente Notable:

w? -1
N W-1 o

W54

como w° = 1, se tendra:

W) w-1 w-1
_ w-1 _W—l _1
B (w3)18 T -

Transformando el denominador:
D=1+(PIw+(FIw + ...+ (D) w2+ w”?
se puede escribir:
D=1+C3Pw+ C3PwW?+ ...+ CBw?2+ C3w»
1 2 52 53
Se observa que es el desarrollo de:
D= (1+w)>3
como 1 +w +w?=0:

1+ws=-w?

entonces:

D = (-w?)3 = -wl0 = (w3 w

dado que: w* = 1:
D=-(1)”.w=-w

Sustituyendo en la expresion:

w2 w?

w

3

11.- Sabiendo que 1,w,w? son las raices cubicas de 1,
calcular:

E = (m - n)(wm - w?n)(w?m - wn)
Solucion:

Extrayendo factor comun w a los factores segun-
do y tercero, se obtiene:

E = (m-n) w (m-wn) w (wm-n),
o también:

E = w?(m - n)(m - wn)(wm - n)
efectuando los dos factores ultimos:

2

E = w?(m - n) [m’w - mn - w’mn + wn?]

agrupando en forma conveniente:

E =w?(m - n) [w(m?+ n?) - mn(1 + w?)]

Como: 1+w?’+w=0
1+ w? = -w
Sustituyendo:

E = w*(m - n) [w(m?+ n?) - mn(-w)]
E = w*(m - n) [w(m?+ n?) + mnw]

Sacando factor comun w:

2

E =w?(m - n) w (m?+ n?+ mn)

E = w?(m - n)(m? + mn + n?)

como w> = 1:

E = (m - n)(m?+ mn + n?)

E=m?-n’
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Calcular el valor dek para que la expresion X sea a) 238 b) 228 c) 668
real:

_2a+ib 2a+3bi d) 448 e) 558
3-2i 3+ 2i

5. Teniendo presente la igualdad de complejos:

1 b) -1 2
Y ) & A+D2+ A +D*+ (1 +D+ (1 +)8=x+yi
d) 0 e) -2 .
determinar P(x,y) = - y
2. Indicar cual es la forma polar del siguiente com- Y
plejo: 1 1 1
a) —— b) —— o) —
G-30)(2-2\31)2 2 4 5
T =
(-3 -\3i)-30) oL 5L
6 3

a) 8 \/;(cos 382° + i sen 382°)
5 6. Dé la suma de los n primeros valores positivos

8 que verifican la siguiente igualdad:
b) N \/27(cos 82° + i sen 82°)

ix+1 + ix-l ix+1 _ ix-l
8 g, . SR I o ma e atl

c) = 6 (cos 382° + i sen 382°) el o el IR
1 -1

d) 8? \/67(cos 82° + i sen 82°) a) @ b) n(nzf) o) n?

e) Ninguna d) n(n + 1) e) N.A.

3. Si los siguientes cocientes: 7. Cual debe ser el valor de b para que se cumpla:
a+2i b+ (a+ 8)i G-DYG+ DM+ G-D (L -1)!

b-3i Y/ a + bi
+A+ DA -D)t=a+bi
son respectivamente un numero real y un
numero imaginario puro, hallar el valor del a) (-2)1 b) -2 c) 2!
primer cociente.

d1 e) 0
a) -2 b) 2 0 -2
3 E z 8. Efectuar:
)P ) - =i £ GeD@+D Q+DGB+D G+DG+D)
5 > 11 +7i 1+i 7+ 4
4. Siendo (1, w, w?) las raices cubicas de la unidad, a) 6 b)3+i o) 4
calcular el valor de:
R=(G+7w+5wH)’ + (3 + 3w - w?)? d) 2 +1 e) 8
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9. Indicar el modulo de:
5
(2+3i)° V1-i

(V+2v21)” i
b)%ﬂg o5

a) \/F
N7 &) \5/7

10. Hallar el modulo de un complejo, sabiendo que
éste, su conjugado y el origen del plano carte-
siano forman un triangulo equildtero; ademas la
suma del complejo con su conjugada es 4.

a) 2 b) 2£ o 4\3/37

3\2

2

d) e) 4

11. Siendo a >0, b > 0, ;cudl es el cuadrante donde
estara representado el complejo (a - bi) multi-
plicado por i + 425 en el plano de Gauss?

a) 1° cuadrante b) 2° cuadrante

¢) 3° cuadrante d) 4° cuadrante

E) Ninguno

12. Indicar el coeficiente del término de primer
grado del resto que se obtiene de dividir:

(cosa+xsena)+ (x*+1)
C) Cos a

a) cos na b) sen na

d) sen a e) -sen a

13. Efectuar:

CaeVn Vv
R
V-a + Vb V-a - Vb
a) 1 b) 2 O Va
d) a e)b

14. Senalar la condicion que debe cumplir “m” para
que la expresion:

x+D™+xm+1,
sea divisible entre (x2+ x + 1)2.
Om=6+4

Am=6+5 b)m=6+5

d)m:é e)m=é+1

15. Escribir en forma cartesiana el siguiente comple-
jo:

(cos 17 +1isen 17)3[\/27(COS 28 +1isen 28)]2

(cos 7 +isen 7)1
b) i-\3
e) \/2_+ i

a)\/;-i
D3 +i

C)i-\/;

16. Si Z, y Z, son opuestos, hallar b, siendo:

Z =(@-3)P+ (b-2)i*-ai+2b
Z,=(b+1Di’+ (1-a)i*+3i-1

b) -1 o) 2
d) -2 e) 3

17. §Qué condicion debe tener “m” para que el poli-
nomio:

(x+ D™+ xm+ 1
sea divisible por (x*+ x + 1)?
a) 3k

b) 3k - 1 )3k +1

d) 6k +1 e)3k+2

18.Six=a+b ; y=aw + bw? ; z =aw’+ bw.

Calcular: E = xyz.
a) a’ b) b° c) a’+b?

d) a3+ b3 e)a’-b’
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19. Efectuar: a) 4 b) 42n ¢) 43

E = 2+5w+2w2)?- Q2+ 2w+ 5w?)° d1 e) 4"

a) 27 b) 54 c) 81

CLAVE DE RESPUESTAS
d) 729 e) 9
DD 2)C 3)A 4D 5 E

20. Simplificar: 6) D DA 8) E 9) B 10) C

2 2 4 4_ 8 8 _ 16
T+w-w)A +w?-whH(1 + w'-w®) (1 + wd- w'°) R 1) A 13) B 14) C 15) D

... 6n factores.

16)A 17)C 18) D 19) B 20) C
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ECUACIONES

PRINCIPALES CONCEPTOS

IGUALDAD .- Es la expresion de la equivalencia de
dos cantidades.

ECUACIONES EQUIVALENTES

Son ecuaciones que tienen las mismas soluciones; es
decir, que las soluciones de una, son también las de
la otra.

Ejemplo:
4x -5 =2x+13
x+3=12

son ecuaciones equivalentes ya que x = 9 es la solu-
ciéon de ambas ecuaciones.

CLASES DE IGUALDADES

A) IGUALDAD ABSOLUTA

Llamada también identidad, o igualdad incondi-
cional. Es aquella que se verifica para cualquier valor
numérico de sus letras.

Ejemplos:
i) (a+b)?=a’+2ab +b?
i) (x+a)(x+b)=x?+(a+b)x+ab

B) IGUALDAD RELATIVA O ECUACION

Llamada también igualdad condicional. Es aquella
que se verifica para algunos valores particulares,
atribuidos a sus letras, llamadas incognitas.

Ejemplos:

i)5x+2 =17 ; severifica para x =3

i) x2- 5x + 6 = 0; se verifica para

CLASIFICACION DE LAS ECUACIONES

Esta se realiza atendiendo:

1) Al grado: Pueden ser de primer grado,
segundo grado, tercer grado,
etc.

2) A los coeficientes: Pueden ser numéricas o
literales.

3) A las incognitas: Pueden ser de una, dos,
tres incognitas, etc.

4) A las soluciones: Pueden ser compatibles e
incompatibles.

a)Compatibles.- Son aquellas que admiten solu-
cion y pueden ser, a su vez:

1° Determinadas.- Si admiten un numero limi-
tado de soluciones.

2° Indeterminadas.- Si admiten un numero
ilimitado de soluciones.

b) Incompatibles o absurdas.- Son aquellas que
no admiten solucion.

PRINCIPIOS FUNDAMENTALES DE LAS
IGUALDADES QUE PERMITEN TRANS-
FORMAR LAS ECUACIONES

ler. PRINCIPIO.- Si a ambos miembros de una
ecuacion se suma o resta una misma expresion o
un mismo numero, resulta una ecuacion equiva-
lente a la primera.
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Ejemplo:

Sea la ecuacion A = B donde A y B son el primer
y segundo miembro y “m” una cantidad cua-
lesquiera, entonces:

A +m=B+m

2do. PRINCIPIO.- Si a ambos miembros de una
ecuacion se multiplica o divide por un mismo
numero o por una misma expresion independiente
de x(m = 0, m = o) se obtiene una ecuaciéon que es
equivalente a la primera.

Ejemplo:
Sea la ecuacion: A =B
Multiplicando por m = 0, m = © ; se tiene:

A . m=B.m

dividiendo entre m = 0, m = ® ; se tiene:

NOTA.- Obsérvese que si m esta dependiendo
de la incognita, se obtendra soluciones
extrafias; o sea, soluciones que no pertenecen a
la ecuacion.

3er. PRINCIPIO.- Si a ambos miembros se una
ecuacion se eleva a una misma potencia o se extrae
una misma raiz, la ecuacion que resulta es parcial-
mente equivalente a la primera.

Ejemplo:
Sea la ecuacion:
A=B
A-B=0
Elevando los dos miembros a la “m”:
A™=B"
AM-B™ =0

factorizando por cocientes notables:

(A-B)(A™! + Am2B + A™3B2+ ... +B™1) =0

de aqui se obtiene:
A-B=0
A=B

Amlp Am2 B+ Am3 4 B2+ ...+ B™l=0

(Ecuacion donde aparecen soluciones extranas).

En forma andloga, se obtiene para la raiz.

NOTA.- Se denomina soluciones extranas, a
aquellas que se introducen o se pierden en una
ecuacion al realizar ciertas operaciones.

ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON
UNA INCOGNITA

Son aquellas que pueden reducirse a la forma:
ax+b=0
siendo a y b coeficientes. La solucion es:

X=-—

b
DISCUSION DE LA SOLUCION

1)Sia=0,b =0, se tendra:

2)Sia = 0,b =0, se tendra: x = 0.
3)Sia=0,b =0, se tendrd: x = indeterminada

4) Sia=0, b=0;no se tendra ninguna solucion;
0, es una ecuacion incompatible o absurda.

EJERCICIO RESUELTOS

1.- Resolver:

x-\x*-8 =4

Solucion:

Transponiendo términos para lograr eliminar el
radical:

x-4="Vx*-8
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elevando al cuadrado: simplificando:
2
(x-42=(x2-8) l4x = -7 x=_%
x2-8x + 16 =x%- 8 finalmente:
24 = 8x x=- L
2
x=3

3.- Resolver:
Para verificar la solucion obtenida, se reemplaza

e > .
este valor en aecuac10npr0puesta, asl1 »\/X+11+5m+—\/x+3+3m=9\/2_
3-V9-823-41 =3-1-2% 4

El valor x = 3, no satisface a la ecuacion propues-
ta, luego se trata de una solucion extrana. Como
no existe otra solucion, la solucion es incompati-

ble ya que aritméticamente V1 = 1, pero tambien \/2_[\/)( +11+5V2x -3 + \/x+3+3\/2x -3 L 92

podria considerarse V1 = -1

Solucion:

Multiplicando ambos miembros por V2

Efectuando:

x*-6x+10 _ (X'3>2 Vax +22 410 V2x 3 + V2x 46 +6V2x -3 = 18

x2+8x+17 \x+4

g
1

Resolver:

Transformando los radicales dobles a simples:

Solucion:
Desarrollando la potencia: Voxe22+2V25(2x-3) + Voxs6+2002x-3) - 18
x*-6x+10  x*-6x+9
x>+ 8x + 17 x>+ 8x + 16 \/25+(2X-3)+2V25(2X-3)
haciendo un cambio de variable:
+\/9+(2X—3) +2V9(2x-3) =18
X*-6x=a
+8x=b 25+V2x-3 +V9 +2x-3 =18
se tendra:
a+ 10 a+9 5+3+3V2x-3=18
b+17 b+16
2x-3=5
efectuando:

elevando al cuadrado:
(a+10)(b+16)=(a+9)(b+17)

ab + 10b + 16a + 160 = ab + 17a + 9b + 153 2x-3=25
transponiendo y simplificando los términos x=28
iguales de ambos miembros: 2
finalmente:
10b - 9b + 16a - 17a = 153 - 160

x =14

de donde:
b-a=-7 4.- Resolver:
sustituyendo valores de a y b: s ey ax
(x*+ 8x) - (x%2- 6%) = -7 2 B ) X
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Solucion:

El minimo comun multiplo de los denomi-
nadores es (2x); multiplicando ambos miembros
de la ecuacion por este valor:

(22X) 2+ x _ (2X)Q/2__ (2x) V2 1 x
X

X nV2+X=(2X) 2/g(-l n\I2+X
transponiendo términos, adecuadamente:

Xv2+x+2 2/2+X=(2x) n\JZX

factorizando:

(x+2) n\'Z +x=(2x) n\IZX

« 77

elevando a la

[n\l2+x(2+x)]n=

efectuando:

[0 Vx|

2+x)2 +x)"=2x)"(2x)
(2 + X)m—l - (zx)n+1

extrayendo raiz “n + 1”:

2+ X=2X
X=2
5.- Resolver:
X2 +2x +2 . x*+8x + 20  x*+4x+6 . x2+6x+12
X+ 1 X + 4 X+ 2 X+ 3
Solucion:

Escribiendo los numeradores de la siguiente
manera:

(x+1)2+1
(x+1)

(x+3)%+3
(x+3)

. x+4)?*+4
x+4)

C(x+2)*+2 .
N (x+2)

descomponiendo las fracciones en fracciones par-
ciales:

2
(x+1) . 1
X+ 1

+(X+4-)2 . 4

X+ 4

_x+ 2)2
(x+2)

x+1 X + 4

2 (x +3)? 3
+ +
x+3) x+3)

X+ 2

simplificando:
x+ 1+ +X+4 + 4
x+ 1 X+ 4
=X+2+ + X+ 3+
X+ 2 X+3
reduciendo términos iguales:
1 4 2 3
+ = +
x+1 x+3 x+2 x+3
transponiendo adecuadamente:
4 3 2 1
x+4 x+3 x+2 x+1

Efectuando operaciones en cada miembro:
X X

x+4x+3) ) x+2)x+1)

« 77

Eliminado (una solucion es x = 0), se obtiene:

x+4) x+3)=x+2)(x+1)

efectuando:
X2+ 7x+12=x*+3x+ 2
4x = -10
finalmente:
5
X=-=
2
.- Resolver:
L e
3 313
Solucion:

Efectuando operaciones en el corchete mas inte-
rior y luego en los externos:

ii[ill—x-LJ]-l]-l]-l:o
3131319 %3
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v

Multiplicando toda la ecuacion por 243:
x-3-9-27-81-243=0

despejando x:

X =363
.- Resolver:
1 _ 1 . 1
ax+n+1 (ax+ D(ax+2) (ax +2)(ax + 3)
1 1

—_ 4+ .4
(ax + 3)(ax + 4) (ax+n)(ax+n+1)

Solucion:

Descomponiendo las fracciones en fracciones
parciales:

1 1 1 1 1

ax +2 ax+3

11 11

+ ...+

ax+n+1 ax+1 ax+2

+

ax+3 ax+4 ax+n ax+n+1

reduciendo la segunda fraccion con la tercera, la
cuarta con la quinta, y asi sucesivamente, se
tiene:

1 1 } 1
ax+n+1 ax+1 ax+n+1
transponiendo:
2 _ 1
ax +n+ 1 ax + 1

2(ax+ 1) =ax+n+1

ax+n+1=2ax+2

ax=n-1
finalmente:
n-1
X =
a
.- Resolver:
121(5x* + 10x2+ 1)
=2X
61(x*+ 10x%+ 5)
Solucion:

Haciendo transposiciones de términos:

121 _ x(x*+10x* + 5)
5xt+10x% + 1

(61) . (2)

121 x° + 10x> + 5x
122 5xt+ 10x%+ 1

Por propiedad de proporciones, se sabe que:

<
b d
a+b

_c+d
a-b

c-d

aplicando esta propiedad:

121 +122  x°+5x*+ 10x?+ 10x*+ 5x + 1

121 -122 x?-5x*+ 10x3- 10x2+ 5x - 1
243 (x+1)°
-1 (x-1)

aplicando raiz quinta a ambos:

243 _ (21

-1 x-1

De donde:

9.- Resolver:

(x-a)Vx-a + (x-b)Vx-b _
Vx-a + Vx-b

y dar el valor numeérico de x cuando:

a-b

4a-b=15
Solucion:

Introduciendo los factores en los radicales:
(\lx—a)3+ (Vx-b)s_a
(\/X—a)+(\'x—b)

desarrollando por cocientes notables y simplifi-
cando:

(Vx-2)-(x-2)(Vx-b)+ (Vx-b)=a-b
x-a-(ﬁ)(ﬁ)+ x-b=a-b

reduciendo:

2(x-a)=Vx-a Vx-b
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Elevando al cuadrado y extrayendo raiz cuadrada
al paréntesis del primer miembro:

2\/(x—a)2=\/x—a Vx - b
dividiendo por Vx - a:
2Nx-a= Vx-b (D

Observese que se ha eliminado la solucion:
x-a=0, x=a

Elevando al cuadrado (1):
4(x-a)=x-b

4a-b
X =—
3

por dato: 4a-b=15:

X=5
10.- Resolver:
1 . 1
(x +a)? -b? (x + b)? - a?
1 1
+

_Xz—(a+b)2 x% - (a-b)?

Solucion:

Factorizando los denominadores:

1 1
+
(x+a+b)(x+a-b) +b+a)x+b-a)
1 1

T xtasb(x-a-b) (x+a-bD)(x-a+b)

transponiendo términos en forma conveniente:

reduciendo los numeradores y simplificando
X + a + b, de los denominadores, tomese en
cuenta que al simplificar esta factor, se ha
eliminado la solucion:

x=-b-a 1
Que no es solucion.
-2a _ 2b
(x+a-b)(x-a—b)_ (x+a-b)(x-a+b)

simplificando x + a - b, igual que la simplificacion
anterior, se elimina la solucion:

x=b-a 2

Que no es solucion.

-a _ b
X-a-b x-a+b

-a(x-a+b)=bx-a-b)
-ax + a’- ab = bx - ba - b?
a2+ b?=x(a+Db)

a’*+ b?

a+b

(3)

Luego, la solucion es:

_at+ b?
a+b

igualmente: x=-a-b

No es solucion, porque no verificar la igualdad
relativa.

Del mismo modo: x =b -a No es solucion.

1 1
(x+a+b)(x+a-b) (x+a+b)(x-a-bh) PROBLEMAS RESUELTOS
1 1 1.- En cierto Instituto, estudian 500 postulantes en el

= +
(x+a-b)xx-a+b) (x+a+b)(x-a+b)
Restando parcialmente, en cada miembro de la

ecuacion:

x-a-b -(x+a-b)
(x+a+b)(x+a-b)(x-a-b)

_ (x+a+b)-(x+a-b)
(x+a-b)(x+a+b)(x-a+b)

ciclo intensivo. De éstos, 329 dominan Algebra;
186, Fisica; 295, Geometria; 83, Algebra y Fisica,
217, Algebra y Geometria; y 63, Fisica; y
Geometria. Hallar el numero de alumnos que
dominan 3 cursos.

Solucion:

[731)

Supongamos que “x” es el nimero de alumnos que
dominan los tres cursos a la vez; luego, de acuerdo
al problema se puede plantear el siguiente grafico.
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[\
1

217-x

Algebra | 29+x 15+x | Geometria

Fisica

Postulantes que dominan s6lo Algebra:
320- (217 -x+x+83-x) =29 +x
Postulantes que dominan solo Fisica:
186-(83-x+x+63-%x)=40+x
Postulantes que dominan s6lo Geometria:
205-(217-x+x+63-x)=15+x

De acuerdo con el problema, los postulantes de la
Academia son en total 500.

Luego:

29+ x+217-x+83-x+x+15+x+ 63
-x + 40 + x=500
reduciendo y despejando x:

Dominan los tres cursos:

x = 51 alumnos.

.- Un barril contiene 120 litros de vino y 180 litros

de agua; un segundo barril contiene 90 litros de
vino y 30 litros de agua. ;Cuantos litros debe
tomarse de cada uno de los barriles para formar
una mezcla homogénea que contenga 70 litros de
agua y 70 litros de vino?

Solucion:

Y]

120 litros

vino 90 litros 70 litros

vino

vino

Supongamos que se extrae “x” litros del barril (1),
del segundo barril se debe extraer 140-x litros, ya
que la mezcla a formarse debe tener 140 litros.

Del primer barril se extrae:

(x litros de mezcla) ( 120 litros vino )

300 litros mezcla
= % x litros de vino.

Del segundo barril se extrae:

[(140 - x)litros mezcla] [ 90 litros vino ]

120 litros mezcla
= % (140 - x) litros de vino

La mezcla a formarse, debe tener 70 litros de
vino. Por lo tanto:

2 x+3.(140-x) =70
5%

de donde: x =100

100 litros del primer barril y
40 litros del segundo barril.

3.- En ambas orillas de un rio crecen dos palmeras,
una frente a la otra. La altura de una es de 30
metros y la de la otra de 20. La distancia entre
sus troncos, 50 metros. En la copa de cada
palmera hay un pajaro, ellos vuelan a la misma
velocidad. De subito, los dos pdjaros descubren
un pez que aparece en la superficie del agua,
entre las dos palmeras. Los pdjaros se lanzaron y
alcanzaron al pez al mismo tiempo. ;A qué dis-
tancia del tronco de la palmera mayor aparecio
el pez?

Solucion:
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En la figura, aplicando el Teorema de Pitdgoras, el
triangulo rectangulo BMA:

—2
AB = 30% + x?
En el tridangulo rectaingulo CNA:

—
AC =20% + (50 - x)?

Pero AB = AC, por cuanto los pajaros vuelan a la
misma velocidad, luego estas distancias son
iguales.

302 +x? =202 +(50 - x)?
efectuando:
900 + x*= 400 + 2 500 - 100x + x?
100x = 2 000
x =20

Rpta.: El pez apareci6 a 20 metros de la palmera
que tenia 30 metros de altura.

¢A qué hora, entre las 3 y las 4 las agujas de un
reloj forman por segunda vez un angulo recto?

Solucion:

Para resolver este tipo de problemas, se debe
tener en cuenta la siguiente relacion:

Horario: velocidad como 5 en un hora

Minutero:  velocidad como 60 en una hora
Dividiendo la esfera del reloj en 60 partes o minu-
tos; en un mismo instante, el espacio recorrido por
el horario es 1/12 del espacio recorrido por el
minutero.

W,

Sea “x” en minutos, el espacio recorrido por el
minutero, desde las 12 hasta que forma angulo
recto con el horario, después de las 3; en este
tiempo, el horario habra recorrido x/12, espacio
recorrido desde las 3 hasta el punto donde se
forma el angulo de 90 grados.

Cuando las agujas del reloj forman un angulo
recto, el espacio comprendido entre éstas, es la
cuarta parte del total de la esfera, es decir 15 min-
utos, 15 partes o divisiones

' )

Del grifico: x =15+ -2 +15
12

x-=2_ =30
1lx _ 5,
12
x =300 _35 8
11 11

Hora:3 horas 32 %minutos.

5.- ¢A qué hora entre las 2 y las 3, el horario y el

minutero estaran en direcciones opuestas?
Solucion:

Cuando las agujas del reloj estan en direcciones
opuestas, el espacio comprendido entre éstas es la
mitad del total de las esfera es decir 30 minutos.

10

x/12

30
U

Sea “x”, en minutos, el espcio recorrido por el
minutero, desde la 12 hasta que se encuetra en
direccion opuesta al horario, desde las 2; en este
tiempo el horario habra recorrido x/12, medido
desde las 2.

Del grafico: x = 10 + —— + 30
12

X-—=40
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11x

=40
12

x=480 _ 43 7
11 11

7 .
Hora: 2horas 43 T minutos
6.- ;Qué hora es entre las 5 y las 6, cuando el
minutero encuentra al horario?
Solucion:

Cuando el horario y el minutero coinciden, el
espacio comprendido entre éstos es igual a cero
ya que no hay separacion entre ellos.

x/12

[73 1)

Sea “x” el espacio recorrido por el minutero, en el
mismo tiempo, el horario habra recorrido: x/12.

Del grafico:

X=—+25
12
X-— =25
12
11X=25
12
x=300 _>7 3
11 11

Hora: 5 horas 27 13—1 minutos.

7.- Averiguar en qué dia y hora del mes de abril de
1 952 (ano bisiesto) se verifico que la fraccion
transcurrida del mes fue igual a la fraccion
transcurrida del ano.

Solucion:

Por ser el ano bisiesto, el mes de febrero tiene 29
dias y el afno 366 dias.

Sea x los dias transcurridos del mes de abril. El
numero total de dias transcurridos del ano sera:

Enero :31
Febrero : 29
Marzo :31
Abril : x
Total dias : x + 91

De los 30 dias que tiene el mes de abril, han tran-
scurrido x dias, luego la fraccion transcurrida del
mes sera:

X D

30
De los 366 dias que tiene el afio, han transcurri-

do (x+91) dias, luego la fraccion transcurrida del
ano sera:

x+91

11
366 a

Por condicion, (I) y (II) son iguales:

X _ X+ 91
30 366
de donde:
X = ﬂ =8 1 dias
336 8
Transformando:

% de dia en horas = é— x 24 = 3 horas.

. x = 8diasy 3 horas
Luego, han transcurrido 8 dias y 3 horas.

Rpta.:El dia buscado sera el 8 de abril a las 3
horas.

;iQué dia del ano marcara la hoja de un
almanaque cuando el nimero de hojas arran-
cadas exceda en 2 a los 3/8 del numero de hojas
que quedan?

(El afio no es bisiesto).
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Solucion:

El ano no bisiesto tiene 365 dias, por tener en el
mes de febrero solo 28 dias.

W,

Sea “x” el nimero de hojas arrancadas.

Luego (365 - x) representa el numero de hojas
por arrancar.

Por condicion:
1
-— (365-x)=2
X-—2 ( X)

8x-1095+3x=16
x =101

Se arranco 101 hojas, de las cuales corresponden
al mes de enero 31; a febrero 28; a marzo 31; en
total 90 dias. El resto corresponde al mes de abril
que son 101 - 90 = 11 dias, y que es el numero de
hojas arrancadas en el mes de abril. El dia que
marcara el almanaque serd el 12 de abril.

.- Dos moviles van en el mismo sentido. La veloci-

73]

dad de uno es “n” veces la velocidad del otro. Si
en un determinado momento la ventaja es “na”
kilometros y después de 2 horas se ha triplicado
la ventaja. ; Cual es la menor velocidad?.

Solucion:

Sea A el punto donde se encuentra el automovil
menos veloz y B el punto donde se halla el
automovil mas veloz. Sea: “E;” el recorrido del
primer automovil y “E,” el recorrido del segundo
automovil. El primero se hallo en el punto C y el
segundo en el punto D.

E,
A B = D
nakm  x 3na km
E

Sea la velocidad del automovil que parte de A
igual a2 V, =V, y V, = nV la velocidad del
automovil que parte de B.

Sea “x” la distancia entre B y C; del grafico se
plantea:

E,=x+3na= (nV)(2) = 2nV (D

ya que han transcurrido 2 horas, y el espacio es
igual a velocidad por tiempo:

E =na+x-= W(2) =2V 2)

Por la misma razon.

X =2nV - 3na (a)
de (1) y (2):

x=2V-na )
Siz (a) = (B) :

2nV - 3na = 2V - na
de donde:

N

n-1
Rpta.: La menor velocidad es na_ km
n-1 h

10.- De un depésito que contiene 729 litros de un aci-

do puro se ha extraido “a” litros y se ha rellenado
con agua. Después del mezclado se ha extraido
nuevamente “a” litros de la solucion y se ha relle-
nado con agua, revolviendo la mezcla escrupulo-
samente. Después de repetir 6 veces tales opera-
ciones, el liquido del depésito contenia 64 litros
de acido puro. Determinar el valor de “a”.

Solucion:

Después que se extrajo del deposito por vez
primera “a” litros de acido puro y se repuso con
agua, en éste quedo,“729 - a” litros de acido puro.
Es evidente que un litro de la solucién ahora con-
tiene:

(&) litros de dcido puro.
729

En la segunda vez, se extrae del depésito:

a. (&) litros de acido
729

y en éste queda:

litros de
729 acido.

729 - a) (729 - 2)?

29-a-a.
7aa(729
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Por consiguiente, al reponer la solucion con agua (729 - a)°
por segunda vez, un litro de la nueva solucion T litros
contiene:

Y por dato se tiene que:
(729 - a)* 499 = (729 - a)?

litros de 4cido. (729 - a)°
729 T 64

729°
Por lo tanto, la tercera sustraccion disminuye la

. o - se observa que:
cantidad de 4acido en el depdsito en:

64 =20

_ 2
a. M h[rOS. 729 = 36

7292
(729 -a)° =26 .(3%)° =203

es decir, después de la tercera operacion queda: ) )
Extrayendo raiz sexta a ambos miembros:

2 2 3
(729 -2 . (729 -2 (729-2) litros de 720 - a =2 35— 486
729 7292 7292 acido. a=729-486 =243

No es dificil notar, que la cantidad de 4cido en el

. ) 5 . Por lo tanto en cada operacion se extrajo a = 243
depdsito, después de la sexta operacion, sera igual a:

litros.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Resolver la ecuacion:

a)a+b b)a-b c) %
(5xt+ 10x%+ 1) (5a*+ 10a%+ 1) b
= ax d) — e) ab
(x*+ 10x? + 5)(a*+ 1022+ 5) a
" 4. Resolver:
a) a b) ' C) a?

(a+x) 4\'a—x + (a-x) 4\la+X _a
d) a* e)a’ e = Voo

2. Sia- )" =a(a+ DM, caleular X e 1 L o
Vax + 1 + Vax . d 0 e) -a
Vol - N 5. Resolver:
a)a b) a® ) a™ Vix+2a) (@+a) +2V(x-a)(x2- %)
d)1 o2 =N+ a)(x-a) + V(x+a)? (x-a)
3 Resolver: a) Imposible b) 5a c) STa

1 1 1 1

+ = +
Vx+a Vx+b Vx-a  Vx-b d>37a ¢)2a
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6. Resolver:

(a+b+c+x) (a+b+c+1)-x a+b+c+x-1

(a+x+c+b) (a+b+x-d)-cd B x+a+b+c-d

a1 b) a b
d)c e)a+b+c
7. Resolver:
x+DE-4) +DE-7) 5

7(x+3)(x-5)

a) 10 b) 25 c) 15
d) 18 e) 12
8. Resolver:
<a+b c> a+b ¢
+— |x o=
a-b d a-b d
a c+d i+c+d
b c¢-d b c¢-d
(a+b C) a+b ¢
+—x o
a-b d a-b d
- i+c+d a c+d
b -d b c-d
a) -1 b) a c)b
d) c e) a+b+c
9. Resolver:
x-ab x-ac x-bc
=a+b+c
a+b a+c b+c
a)ab+ac b)ab+ac+bc c) ac
d) ab e) 1
(x- Dx X+\/;

10. Resolver: =

4 X—\/X_

a)0 b) 1 c) 4

d 3 e)2

11. Jorge y Rosario segaron una huerta en cierto
tiempo, si cada uno hubiera segado la mitad,
Jorge habria trabajado cinco dias menos, mien-
tras Rosario hubiera trabajado siete dias mas.
¢En cuanto tiempo segaron la huerta Jorge y
Rosario?

a) 7 dias b) 35 dias
c) 12 dias d) 14 dias
e) 10 dias

12(x +5)(x-8) 84

12. Una via de tren eléctrico de 8 km de longitud,
esta recorrida en 2 sentidos por vehiculos que
parten cada 10 minutos y marchan a 10 km/h.
La primera salida ha sido simultdneamente de A
a B a las seis de la manana. Un peaton parte de
A a las 8 y cuarto hasta B con velocidad de 4
km/h., hallar el numero de trenes que encon-
trard en su recorrido.

a) 18 b) 14 o) 16

d) 12 e) 19

13. El laton es un aleaciéon de cobre y zinc; el
bronce es una aleacion de Cu, Zn y Sn, el
bronce es una aleacion que contiene el 80% de
cobre, 4% de zinc y 16% de estafio. Analizando
una masa fundida de laton y bronce vemos que
contiene 74% de cobre, 16% de zinc y 10% de
estafio. Hallar la razon del cobre al zinc en la
composicion del laton.

a) — b) 2 ) 16
16 4 9
d 4 e) 9
9 14

14. Un negociante de terrenos compra una
propiedad a razon de S/. 5 000.00 la hectarea;
una vez que ha realizado el negocio se da cuen-
ta que el terreno tiene 8 areas menos, pero ya
no existe lugar a reclamo; sin embargo vende el
terreno a S/. 60,00 el area (contenida exacta-
mente) y gana asi el 12% de su inversion.
¢ Cuantas dreas media el terreno?
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a) 108 b) 212 c) 112

d) 180 e) 190

15. ;Cuantos litros de alcohol al 90% habra que
mezclarlos con alcohol al 70% para obtener 10
litros de solucion de alcohol al 85%?

a) 7 litros b) 7,5 litros

¢) 6 litros d) 6,5 litros e) 9 litros

16. Cuando marchaba a lo largo de una linea de
tren observé que cada 11 minutos me alcanza-
ba uno de esos vehiculos, y cada 4 minutos otro
de ellos pasaba en direccion contraria. Tanto los
vehiculos como yo nos desplazabamos con
velocidad constante. ;Cada cudntos minutos
salian los trenes de las estaciones terminales?

b) 12 min

a) 4 min ¢) 8 min

d) 6 min e) 10 min
17. El barco explorador recibié la orden de hacer el
reconocimiento en la direccion que llevaba la
escuadra. Tres horas después, la nave debia
incorporarse a la escuadra. ;Al cabo de cuanto
tiempo, a partir del momento en que se distan-
cia de la escuadra, debe iniciar el barco explo-
rador el regreso, si su velocidad es de 60 nudos,
y la de la escuadra de 40 nudos?
a) 2h

b) 3 h oz%h

@3%h e) 4 h

18. Un corredor da una vuelta circular cada 40 seg.
Otro corredor recorre la pista en sentido con-
trario y se cruza con el anterior cada 15 seg.
¢Cuantos segundos emplea el segundo corredor
en cada vuelta a la pista?

a) 20s

b) 15s c)22s

d) 17 s e) 24s

19. Un escolar encola de nuevo todos sus sellos en
otro dlbum. Si pega 20 sellos en cada hoja, en-
tonces no le alcanzara el album; si pega 28 se-
llos, le sobrara, por lo menos, una hoja vacia. Y
si al escolar se le regala igual album con 21 se-
llos, en cada hoja al escoger tendra 500 sellos.
¢Cuantas hojas tiene el album?

a) 10 hojas b) 15 hojas

¢) 12 hojas d) 16 hojas e) 17 hojas
20. ;En cuantas posiciones pueden coincidir el

horario y el minutero de un reloj que marche

normalmente?
a) 12 b) 11 o) 10
d) 143 e) 144

CLAVE DE RESPUESTAS

B 2)D 3)E 4)D 5)E

6) E 7)B 8) A 9) B 10) C
11) B 12) C 13) D 14) C 15) B
16) D 17) C 18) E 19) C 20) B
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SISTEMA DE ECUACIONES

Se denomina sistema de ecuaciones a un conjunto de
ellas que se verifica para un mismo valor de las
incognitas.

SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES

Son aquellas cuyas ecuaciones son de primer grado.

SISTEMAS EQUIVALENTES

Dos o mds sistemas son equivalentes cuando tienen
las mismas soluciones.

SOLUCION DEL SISTEMA
Es un conjunto de valores de las letras llamadas

incognitas, que al sustituir por estos valores en las
ecuaciones, todas se transforman en identidades.

CLASIFICACION DE LOS SISTEMAS DE
ECUACIONES

De acuerdo a las soluciones se clasifican en:

(a) Compatibles:

Cuando el sistema tiene soluciones. Pueden ser:

a,)Determinados.- Si el nimero de solu-
ciones es limitado.

a,)Indeterminados.- Si el nimero de solu-
ciones es ilimitado.

(b) Incompatibles:
Cuando el sistema no tiene ninguna solucién.

En general:

1) Son sistemas determinados: cuando tienen
igual ntiimero de ecuaciones que de incognitas.

2) Son sistemas indeterminados: cuando tienen
mads incognitas que ecuaciones.

3) Imposibles: cuando tienen mds ecuaciones que
incognitas.

PRINCIPIOS FUNDAMENTALES PARA LA
TRANSFORMACION DE SISTEMAS DE
ECUACIONES

PRIMER PRINCIPIO

Si en un sistema de ecuaciones se sustituye una de
ellas por la que resulta de sumarla o restarla miem-
bro a miembro con otra u otras cualquiera de las
restantes, el sistema obtenido es equivalente al dado.

SEGUNDO PRINCIPIO

Si en un sistema de ecuaciones se sustituye una de
ellas por la que resulta de sumarla o restarla miem-
bro a miembro, con la combinacién lineal de una y
otras cualquiera de las restantes, el sistema obtenido
serd equivalente al propuesto.

TERCER PRINCIPIO

Un sistema de ecuaciones se transforma en otro al
sustituir una de ellas por la ecuacion obtenida multi-
plicandola miembro a miembro por otra o producto
de otras, o bien dividiéndola miembro a miembro por
otra o producto de otras, siempre que ninguna de las
soluciones del primer sistema anule a los miembros
de la ultima o ultimas ecuaciones.

METODOS DE ELIMINACION Y
RESOLUCION

Son muy variados, entre los mas elementales se
encuentran los siguientes:

1) Sustituciéon
2) Igualacion
3) Reduccion

Se explica estos métodos con el siguiente sistema:

Resolver:
2x + 5y = 26 (D
3x -4y =-7 (11)

1) METODO DE SUSTITUCION

De una de las ecuaciones se despeja una de las
incognitas en funcion de la otra y el resultado se
sustituye en la otra ecuacion, obteniéndose una
ecuacion con una sola incognita.
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El valor obtenido de esta ecuacion se reemplaza reemplazando en (a):
en cualquiera de las ecuaciones del sistema para

obtener el valor de la otra incognita. _26-54) 3
Asi de (1): 2

X = 262'_5)7 () Rpta.. x=3

y=4
Sustituyendo en (II):
3) METODO DE REDUCCION
26-5
3 (%)— 4y = -7 Consiste en buscar que la incognita a eliminar

tenga el mismo coeficiente, para lo cual se multi-
plica cada ecuacion por el coeficiente que tenga
la incognita en la otra, sumando o restando las
92 = 23y dos ecuaciones obtenidas, segin tengan los coe-
ficientes de las incognitas a eliminar signos con-

78 - 15y - 8y = -14

y=+4 trarios o iguales. Con el mismo ejemplo:

Sustituyendo este valor en (a): (D) por 4

205" 8x + 20y = 104

2

x=3 (ID) por 5:

Rpta.: x=3 15x - 20y =-35
y=4 . .
Sumando miembro a miembro:
2) METODO DE IGUALACION 23x = 69
De las ecuaciones del sistema se despeja el valor x=3
de la misma incognita en funcion de la otra y se
igualan ambos resultados, obteniéndose una Sustituyendo en (1):
ecuacion con una incognita. El valor obtenido de
esta ecuacion se reemplaza en cualquiera de las 2(3) + 5y = 26
ecuaciones del sistema para determinar el valor
de la otra incognita. Con el mismo ejemplo: y=4
De (): Rpta.: x=3
26-5 -
x= 22 (o) y=4
2
De (ID): NOTA IMPORTANTE.- El método mas précti-
-7 +4y co y rapido es el de reduccion y se aplicard en
T3 B la solucion de los ejercicios.

(a) = (B):

26-5y -7 +4y Otros métodos:

2 3 e Coeficientes indeterminados o método de Be-

zout.

78 - 15y = -14 + 8y
92 = 23y e Determinantes: Regla de Cramer.

y =4 e Método grafico.
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EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Resolver:
54x - 3y =3
25x - 9y =81

Solucion:

Sustituyendo en (II) lo siguiente:
25x= (5Vx )’
oy= 3y )’

La ecuacion toma la forma:

(5\x )= 3y ) =81

factorizando la diferencia de cuadrados:

(5Vx + 3V )(5Vx- 3y ) =81 @m

pero por (I): 5Vx - 3Vy=3
Sustituyendo en (I1I):
35Vx +3Vy ) =81
54x +3y =27

Sumando la ecuacion (1) y (IV):

10 Vx = 30
Vx=3

x=9
Sustituyendo este valor en (I):
53)-3Vy =3
12-3 Vy
y =4
y =16

Rpta.: x=9
y =16

)
(1D

Iv)

2.- Resolver:

3\lx+y+2 - N2x-3y-7 =-3 ()

3
2Vx+y+2 +3V2x-3y-7=14 (D)

Solucion:

Haciendo que:

Gy 7on)
el sistema toma la forma:
a-b =-3 )
2a+3b = 14 (1)

aplicando reduccion, para lo cual:
(I por 3: 3a-3b=-9
(I1Y) por 1: 2a+3b =14

Sumando miembro a miembro:

sustituyendo en (I):

1-b=-3
b=4

Sustituyendo en (a):

3
aA)Vx+y+2=1

x+y+2=1
X+y =-1 (111)
b \2x-3y-7=4
2x -3y -7=16
2x -3y =23 (V)

Resolviendo (III) y (IV) por reduccion:
(I11) por 3: 3x + 3y = -3
(IV) por 1: 2x-3y=23




ALGEBRA

Sumando miembro a miembro:

5x = 20
x=4

Sustituyendo en (I1I):

Haciendo que:

L
3x+y-2

I S
IX+y+2

El sistema toma la forma:

2@1+3b=—L
24

a-2b S
12

Aplicando reduccion, para lo cual:

2a+3b=—i

(A) por 1:
P 24

B) por -2: -2a +4b = + L
(B) por a+ +12

Sumando miembro a miembro:

14 7 28-7 21 7

12 24 24 24 8

b=L1
8

4+y=-1
y=-5
Rpta.: x=4
y=-5
3.- Resolver:
2 . 3 _ L M
3x+y-2 Ix+y+1 24
2 ) 3 _ L a1
3x+y-2 Ix+y+1 24
Solucion:

A)

(B)

4.-

Sustituyendo en (A):

2a+3<L> .
8 24

de donde: a = - 1

Reemplazando estos valores en las definiciones

deayb:

a)l—z -

1
3x+y-2 3
3x+y-2=-3

3x+y=-1 (1I11)

1

b——-1
x+y+1 3

x+y+1=8

4x+y=7 (V)

Resolviendo (III) y (IV) por reduccion:
(1) por -1: -3x-y=1

IV) porl: 4x+y=7

Sumando miembro a miembro:
x =38
Sustituyendo en (III):
38) +y=-1
y=-25
Rpta.:

Resolver:

1 1 _ 1 (A)

ZVX-y 2NX +y 15

15\/X+y + 15 \/x—y =8\/x2—y2 B)

Solucion:

Extrayendo factor comun a la ecuacion (A):

1_( L >_L
2 VX-y VX+y 15
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1 1 1

ast: - =— )
Nx -y VX +y 15
Dividiendo (B) por:
15\/X2-y2= 15 Vx +y \/X—y
se obtiene:
5.-
15Vx +y 15Vx -y
+
1I5Vx+y Vx-y 15Vx-y Vx+y
_ 8 x2 - yz
I5Vx+y Vx -y
simplificando:
1 1 8

(1D

+ =
VX -y VX+y

Aplicando el método de reduccion a (1) y (II),
sumando miembro a miembro:

15

2 _2 .8 _10_2
e o 15 15 15 3
X-y

11

X-y= 9 (111)

Sustituyendo en (II):

VX +y
VX+y =5

Ut

X+y=25 (1v)

Sumando miembro a miembro (III) y (IV):

2x = 34
x =17

Sustituyendo en (IV):

17+y=25
y=8
Resolver:
m n _m-n O
x-a y-b b-a
ro, s _r+s a
x-a y-b b-a
Solucion:
Aplicando el Método de Reduccion:
(1) por “s™
ms ns ms - ns
+ =
x-a y-b b-a
(ID) por “n”:
nr ns nr + ns
+ =
x-a y-b b-a
Sumando miembro a miembro:
ms o nr _ ms-mns nr + ns
X-a x-a  b-a b-a
ms + nr ms - NS + Nr + Ns
x-a b-a
ms + T MS + nr
X-a b-a
11
X-a b-a
X-a=b-a
x=b
Sustituyendo en (I):
m n m-n
+ =
b-a y-b b-a
n m-n m
—+ =
y-b b-a b-a
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n _n
y-b b-a
y-b=-b+a
Rpta: x=b y=a
6.- Resolver:
Xy+X+y=23

XzZ+X+z=4%1
yz+y+z=27
Solucion:

Transformando cada ecuacién, sumando “1”
ambos miembros con la finalidad de factorizar:

Dxy+x+y+1=23+1

agrupando:
x(y+ 1) +(y+1)=24

y+D&x+1)=24 (D

D) xz+xXx+z+1=41+1
xz+1D)+(z+1) =42

z+Dxx+1)=42 (1D

yz+y+z+1 =27+1
yz+1)+(z+1)=28

(z+D@y+1)=28 (11n)

Multiplicando miembro a miembro (I), (II)
(11D:

x+DX(y+1D*(z+1)?=24.42.28
extrayendo raiz cuadrada a ambos miembros:
x+Dy+DE+1)=7.8.31V)

dividiendo, miembro a miembro (IV) por (I):

x+Dy+DE+D 7.8.3
y+Dx+1) - 24
z+1) =7
z=06

a

7.-

y

sustituyendo en (III):

My +1)=28
y+1=4
y=3
sustituyendo en (I):
BHx+1)=24
x+1=4
Xx=5

Rpta.:

5
3
6

X
y
z

Resolver:
@
In

(111)

xy-(a-Dx+y)=2a-1
yz-(b-1)(y+2z)=2b-1
xz-(c-1Dx+2z)=2x-1
Solucion:
Efectuando operaciones en (I):
xy-a(x+y)+ (x+y)=2a-1

Xy+x+y+1 2a+a(x+y)

factorizando:
x(y+ D+ G+ =al+x+y)
x+Dy+1D=akx+y+2)

1

a =(X + Dy + 1D

X+y+2

1_(X+1)+(y+1)_ X+ 1

a_ x+Dy+1D _(x+1)(y+1)
y+1

+—

x+Dy+1)

— = + D,
a x+1 y+1

En forma andloga con (II) y (III):
1 1 1
— = + n,
b y+1 z+
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(1),

111 ( 1 11 )
—+—+—=2 + +
a b ¢ x+1 y+1 z+1

1<bc+ac+ba) 1 1 1

= + + (av),
x+1 y+1 z+1

abc
Sustituyendo (I)1 en (IV):

1 1 bc+ac+ba

z+1 a 2abc

1  bc+ac+ba 1

z+1 2abc a

1  bc+ac+ba-2bc  ba+ac-bc
z+1 2abc 2abc

Invirtiendo:

2abc

z+]l=—————
ab + ac - bc

2abc 2abc - ac - ac + be
Z= -1=

ab + ac - be ab + ac - bc

Z_221bc-a1b-ac+bc

ab + ac - be

Sustituyendo. (IT), en (IV):

2abc + ab - ac - be
y:

bc + ac - ab
Sustituyendo. (IIT), en (IV):

‘o 2abc - be - ab + ac

bc + ab -ac

8.- Después de resolver el sistema:

\f\@r ™
{/;j+\4/g=2i/£

d

Calcular: E=x"1+ y!

Solucion:

Escribiendo:

Va = a2
Vb =\a?

El sistema toma la forma:

4 4
a . £=§}/al_2+i/b72 )
Nx " VY
4 4
SV QLR A an
y X

Aplicando método de reduccion:

(1) por i/b_2 :

4 4
\,i—b+\,b?2=%+%¥ D,

(1) por i/317:

4 4
\/ay—b +\/5‘72=z% a,

restando miembro a miembro:

4 4
\/b?z +\/§=V§-V¥b m,

factorizando:
YL AR ) - W %)

simplificando:

VL -

elevando a la 4ta. potencia:

D
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Sustituyendo en (I):

4 4
\, 2 b @+ 4\/]§ )
X y
b
4
% + i/bi2 = Vaiz+ i/l; )
4
elevando a la 4ta. potencia:
i = a2
X
x=1 )
a
Con (1) y (2):
E=L+L=L+L=a+b
x y 1 1
a b
Rpta: E=a+b
9.- Resolver:
Xy
—=c )
ay + bx
Xy )
az + CX
)z . (111)
bz + ¢y
Solucion:
En (I):

Invirtiendo ambos miembros de la igualdad:

ay+bx 1

Xy c

descomponiendo en quebrados parciales:

ay  bx 1
Xy Xy €
simplificando:
a ., b _1 D,
X y ¢

10.

Analogamente en (II) y (III):
1
. a,
(1),

Sumando las ecuaciones (I), y (II),, y restando al
resultado la ecuacion (I11),

a a b ¢ 1 1 1
— e —— - - =+ —-—
X y X y z ¢ a
reduciendo:
2_a=1_+1__1_=ab+ac-bc
X ¢ b a abc

W,

despejando “x”:

_ 2a’bc
ab + ca - bc

Sustituyendo en (I), y (II),:

__ 2ab’c
ab + bc - ac
. 2abc?
bc + ac - ab
- Resolver:
X+y+z=15 (D
x+y+t=16 (11)
X+z+t=13 (111)
y+z+t=20 (V)
Solucion:

Sumando miembro a miembro todas las ecua-
ciones:

3x+y+z+1t) =69

X+y+z+t=23 V)

Sustituyendo sucesivamente en (V):
(IV)en (V): x +20=23

x=3
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() en (V): 18 +y=23
y=5

(IDen (V): 16 +z=23
z=7

Men(V): 15+t=23
t =8

Rpta.: x=3, y=5,z=7, t=38

PROBLEMAS RESUELTOS

1.- Cuatro hermanos tienen 810 soles. Si el dinero
del primero es aumentado en 20 soles, el segundo
es reducido en 20 soles, se duplica el del tercero y
el del cuarto se reduce a la mitad; entonces, todos
los hermanos tendran la misma cantidad. ;Qué
cantidad tenia cada hermano?

Solucion:

Sean X, vy, z, w, las cantidades iniciales de dinero
de cada uno de los hermanos.

Por enunciado:

Xx+y+z+w=3810 ()
x+20=y—20=22=% (1D
haciendo:
X+20=y—20=22=% =k
se tendra:

x+20=k = x=k-20 )
y-20=k = y=k+20

111
2z =k 3z=£ (D

W_k = w=2k
2

Sustituyendo (III) en (I):

k—20+k+20+%+2k=810

&=810
2

k =180

reemplazando en (III):
x =180 - 20 = 160
y =180 + 20 = 200

180
z="
2

=90
w = 2(180) =360

2.- Una cierta tarea puede ser hecha por Ay B en 70
dias; por Ay C en 84 dias; y por By C en 140
dias. Se desea saber en qué tiempo haria toda la
tarea cada uno.

Solucion:

Denominando 1 (unidad) a la tarea; x, vy, z a los
tiempos, en dias, que tardan en hacer la tarea A,
By C individualmente. Entonces en 1 dia:

A hace % de la tarea

B hace % de la tarea

C hace % de la tarea

Por las condiciones del problema:

A'y B hacen la tarea en 70 dias, en 1 dia hacen
1/70 de la tarea; luego:

1 1 1

LI . 1

x y 70 W
Ay C hacen la tarea en 84 dias, en 1 dia hacen
1/84 de la tarea; luego:

1 1 1

R 2

x|z 84 @
By C hacen la tarea en 140 dias, en 1 dia hacen
1/140 de la tarea; luego:

1 1 1

S 3
y T 1 7140 )

Sumando (1) + (2) + (3):

L+1_+i=l_ (4)
x y z 70

Sustituyendo (3) en (4):

L, 1
x 140 60
x =105
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Sustituyendo (2) en (4):

1.1 1
—_ — =
y 84 60
y =210

Sustituyendo (1) en (4):

1 1 1

—_ — =

70  z 60
z =420

Rpta.: A: 105 dias, B: 210 dias, C: 420 dias.

.- Un grupo de segadores debia segar dos prados, uno

tenia doble superficie que otro. Durante medio dia
trabaja todo el personal del grupo en el prado
grande; después de la comida, una mitad del grupo
quedo en el prado grande, y la otra mitad trabajo
en el pequenio. Durante esa tarde fueron termina-
dos los dos prados a excepcion de un reducido sec-
tor del prado pequeno, cuya siega ocupé todo el
dia siguiente a un solo segador. ;Con cudntos
segadores contaba el grupo?

Solucion:

w,” W, ”

Sea “x” el numero de segadores. Sea “y” la super-
ficie del sector segado por un trabajador en un
solo dia.

La superficie del prado grande es: “xy”. Asi durante

W,

medio dia “x” trabajadores, segaron:

y=—

X.l_.
2 2

Durante la segunda parte del dia, trabajo alli la
mitad del grupo; es decir x/2, que sego:

x 1 Xy
2 27T
Como quiera que al final de la jornada, habia
segado todo el prado, su area sera:

LD

3xy
2 4 4

Expresando la superficie del prado menor medi-

w " [7a=})

ante “x” e “y”. Durante medio dia se ocuparon en
él, “x/2” trabajadores y segaron una superficie de:

1 x Xy
> 277

Agregando a ésto el sector que quedo sin segar,
que es igual a “y” (superficie segada por un traba-
jador en, una jornada) hallemos la superficie del
prado menor:
Xy Xy + 4y
—_ -2 @
4 4

Por condicion del problema:

3xy =2<XY+4Y )

4 4

3xy =2y(x + 4)
3x=2x+8
x=8

Rpta.: En el grupo habia 8 hombres.

4.- Jorge le dice a Rosario: “Yo tengo el triple de la

edad que tu tenias, cuando yo tenia la edad que
tu tienes. Pero, cuando tu tengas las edad que yo
tengo, nuestras edades sumaran 105 anos”. Hallar
la edad de Jorge y Rosario.

Solucion:
Como el problema habla en tiempos distintos, se
tabula los datos as:
Pasado Presente | Futuro
Jorge X

Rosario y

Segtin los datos, Jorge le dice a Rosario: “Yo tengo
tres veces la edad que tu tenias.

Pasado | Presente  Futuro
Jorge X

Rosario | x/3 y

cuando yo tenia la edad que tua tienes:
Pasado | Presente | Futuro
Jorge y X
Rosario |  x/3 y

W

y cuando tu tengas la edad que yo tengo (Sea “r
la edad de Jorge en el futuro):

Pasado | Presente | Futuro
Jorge y X r
Rosario | x/3 y X
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La suma de las dos edades sera de 105 anos.
r+x=105
r=105-x @
Como la diferencia de edades entre dos personas
en cualquier época es constante.
X

y-—= X-y = TI-X

3

[ N S —

(o) ® Q)
haciendo () = (B):

X .
y 3 y
4x
Qy=xX+—=—
3
2x
=== (1D
Y 3
haciendo (B) = (y):
X-y=Tr-X
2x-y=t1 I

Sustituyendo (1), (II) en (IID):

2% - 2% _ 105
3

2X—2—X+x=105
3
X =45
) 2
En (II).y:; (45) =30

Jorge 45 afios; Rosario 30 anos.

5.- La hierba crece en todo el prado con igual rapidez

y espesura. Se sabe que 70 vacas se la comerian
en 24 dias y 30 en 60 dias. ;Cuantas vacas se
comerian toda la hierba en 96 dias?

Solucion:

Sea el crecimiento diario de la hierba, expresado
en partes de las reservas de la misma en el prado:
“y”. En 24 dias sera: 24y.

Tomando el volumen del pasto como “17,
entonces, en 24 dias las vacas se comerian: 1+24y.

En una jornada las 70 vacas comerdn:

1+ 24y
24

y una vaca (de las 70) comera:

1+ 24y
24 .70

En forma andloga: Si 30 vacas acaban con toda la
hierba del prado en 60 dias, 1 vaca en 1 dia comera:

1 + 60y
30.60

Pero la cantidad de hierba comida por una vaca en
un solo dia es igual para los dos rebafnos;por eso:

1+24y 1+60y
24 .70 30.60

simplificando:

1+24y 1+60y

14 15
15 + 360y = 14 + 840y
1 =480y
de donde:
go L
480

W

Como “y” es la medida de crecimiento, se deter-
mina qué parte de la reserva inicial se come una
vaca al dia:

1+24—1 - 14+L
1+24y 480 20 21

24 70 24.70  24.70 20.24.70

L+24y 1

24 .70 1600

Por udltimo, se establece la ecuacion para la solu-
cion definitiva del problema. Si el ntumero de

W,

vacas es "X, entonces:

1 + 96y B 1

96.x 1600

14961

480 _ 1
96x 1 600
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6 _1
30x 100
L1
5x 100

de donde: x = 20

Rpta.: 20 vacas se comerian toda la hierba en 96
dias.

.- Un barco se desplaza 5 horas sin interrupcion, rio

abajo, desde la ciudad “A” a la ciudad “B”. De
vuelta, avanza contra la corriente, durante 7
horas. ;Cuantas horas necesitara la balsa, para
desplazarse de la ciudad “A” a la “B” yendo a la
misma velocidad de la corriente?

Solucion:

W,

Expresando en “x” el tiempo (en horas) que
necesita el barco para recorrer la distancia que
separa A de B en agua estancada (es decir solo en
la velocidad del barco) y en “y” el tiempo si se
desliza la balsa.

De esta manera, en una hora el barco recorre 1/x

de la distancia AB y la balsa (al igual que la corri-
ente) 1/y de la distancia.

Por tal razon, el barco marchando impulsado por
la corriente, en una hora recorre:

1 1
_+_
X Yy

de la distancia @ y hacia arriba (contra la
corriente):

11
Xy
Por las condiciones del problema, se deduce que
hacia abajo el barco en una hora hace 1/5 de la

distancia y hacia arriba 1/7.

De aqui el sistema siguiente:

1,1 1 "
X y 5
111 a
X y 7

Para resolver, sumando miembro a miembro:

2_ L 1 _7+5 12
x 5 7 35 35
2 _12
x 35

_35
6
sustituyendo en (I):
6 1 1
—_—
35 'y 5
1 6 _7-6

de donde: y = 35

Las balsas se deslizaran desde A hasta B en 35 dias.

.- Un asunto fue sometido a una votacion de 600

personas y se perdio. Habiéndose votado de
nuevo con las mismas persona sobre el mismo
asunto fue ganado el caso por el doble de votos
que habia perdido y la nueva mayoria fue con
respecto a la anterior como 8 es a 7. ;Cuantas
personas cambiaron de opinion?

Solucion:

[73t)

Sea “x” el nimero de personas que conforman la
mayoria en la primera votacion, la minoria sera:
(600 - x); sea “y” el numero de personas que cam-
biaron de opinion, en la segunda votacion, luego la
mayoria: (600 - x +y) y la minoria (x - y); es decir:

Mayoria | Minoria
1ra. votacion
(se perdio) X 600 - x
2ra. votacion
600-x+y | x-y

(se perdio)

En la primera votacion se perdio por:

x - (600 - x) = 2x - 600

En la segunda votacion, se gano por:

(600 -x +y) - (x-y) =600 -2x + 2y
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1

Como se gano por el doble de votos por el que se
perdio, se tendra:

600 - 2x + 2y = 2(2x - 600)
600 - 2x + 2y = 4x - 1 200
1800 = 6x - 2y
3x -y =900 Q)

Por la relacion de las mayorias, en las primera y
segunda votacion:

000-x+y 8

X 7
4200-7x+ 7y = 8x

15x - 7y = 4 200 (1)

Aplicando reduccion para resolver el sistema
conformado por (I) y (ID):

(1) por (-7):
-21x + 7y =-6 300
(1D por (1):
15x - 7y =4 200
Sumando miembro a miembro:
-6x = -2 100
x =350
Sustituyendo en (1):
3(350) -y =800
y =150
Rpta.: Cambiaron de opinion 150 personas.

Un zorro perseguido por un galgo, le lleva 50
saltos de ventaja, y da 4 saltos mientras el galgo
solo da 3; pero 2 saltos del galgo equivalen a 3 del
zorro. ; Cuantos saltos dard el galgo para alcanzar
al zorro?

Solucion:

[73s 1)

Supongamos que el zorro di6 “x” saltos hasta que
el galgo lo alcanzo, y que el galgo dio “y” saltos;
se puede plantear que:

“y” (saltos del galgo) - “x” (saltos del zorro) = 50
(saltos del zorro) (A)

Todo el problema consiste en convertir los saltos
del galgo en saltos del zorro.

Pero como 2 saltos del galgo equivalen a 3 del
zorro, luego:

2y = 3x
x=2
3

Sustituyendo en (A):

2y
-2 250

Y 3

y =150

El galgo da 150 saltos para alcanzar al zorro.

Dos cirios de igual altura se encienden simultéanea-
mente; el primero se consume en 4 horas y el segun-
do en 3 horas. ;Cuantas horas después de haber
encendido los cirios, la altura del primero es doble
que la del segundo?

Solucion:

Sea la altura de los cirios igual a “H”.

[73e 1)

Supongamos que han transcurrido “x
después que se han encendido.

horas

Como el primero se agota en 4 horas, en una hora
se agota H/4 y en “x” horas: Hx/4 de su altura.

En forma andloga, para el segundo: como se agota

731}

en 3 horas, en una hora se agota H/3 y en “x
horas, Hx/3 de su altura.
Del primero queda:

y - Hx

4
Del segundo queda:

y - Hx

3

Por condicion del problema:

H - Hx _ Z(H _ H_X>
4 3
simplificando H:

4-x

o2
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12 -3x =24 -8x

x=—=2£ horas
5

.. 2 .
Convirtiendo = horas a minutos
5

(;-) (60) = 24 minutos

Rpta.: Deben transcurrir 2 horas 24 minutos.

10.- Un mecanico recibi6 S/. 1 800 por el trabajo de
una obra. Su ayudante, que trabajo 4 dias menos
recibio, S/. 800. Si el ayudante hubiera trabajado
los dias que trabajo el mecanico y éste los que
trabajo el ayudante, hubieran recibido la misma
cantidad. Determinar el jornal de cada uno.

Solucion:

W, [I3})

Sean “x” e “y” los jornales del mecanico y del
ayudante, respectivamente, entonces:

Los dias que trabajo el mecdnico son:

1 800
X

Los dias que trabajo el ayudante:

800

X

Luego, se tendra:
1800 800
X y
1 800y - 800x = 4xy (D

=4

también, por condicion:

1 800 800
y= —=X
X y
1 800y? = 800x>
2 4 2
=—X
Y 9
2
== X (2)
Y 3

Sustituyendo (2) en (1):
1 800( 2z x) - 800x = 4x(l x)
3 3

3 600x - 2 400x = 8x>

1 200x = 8x?
x =150

Sustituyendo en (2):
y = % (150) = 100

Rpta.: Jornal de mecanico = 150

Jornal de ayudante = 100
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Resolver y dar el valor de “y”:

X 1
e W
a) 2a b) 3a c) 3b
d) 2b e) 6a

2. Resolver y dar el valor de “y™?

Vx +a - \y - =%\/; ey

VX +a - Vy+a=%\/a_ 2)

8a 17a 8a
el b) —< il

)17 )5 5
15a 6

d) 122 O

) 5 e) - 4

[73E

3. Determinar y dar el valor de “z”:

ax+y+z=1 [@D)

X+ay+z=a )

X+ y+az=a’ 3)
a)a+1 b)a-1 c)a
d)-(a+2) e)a+3

4. Resolver y dar el valor de “xyz”:

:/a-x“ + {llb-y“ _:/C-z“ + I\1/b-y“

X+y

y+z

_ :/a—x“ + 2/c—x“

X+ 2z

a) A / abc b) 4| abc ¢) 4 /abc
4 8 2

e) . abc
16

d) Vabe

[T

5. Resolver y dar el valor de “z”:

ax - a z
y+—=1+211
a-b €

By = o + X _14b
b-c a

CX - CZ

y
—=14+c
a-c +b i

a) a b) b c)c
d) 1 e)a+b

6. Resolver y dar el valor de “y”:

(a+b)x + (a- by = 2ab
(a+Ox+ (a- 0y = 2ac

a) a b) -a ob

d) -b e)c

W,

7. Resolver y dar el valor de “x”:

@x+aly+az+1=0
b’x + by + bz + 1= 0
Sx+cly+cz+1=0

a) abc b) -abc c) 1

abc

1

d) -

) abc € a

8. Resolver y dar el valor de “y”:

\/x+y + \/2x+4y = \/27+4

\/X+2y - \/2X+2y = 2\/2_—2

a) 4 b) 2 )5 d) 3

(1)

(2)

3

D
(ID

D
(ID

(111)

)

(1D

e) 1l
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[73t

9. Resolver y dar el valor de “z”:

X + 2y+z + 3u =24 (D
2x-3y+z-u= 3 (1)
3x -2y -3x+u=6 (111)
5x -5y +2z-u=17 (v)
a) 4 b) 2 c)5
d) 3 e) 1

10. Calcular el valor de “x” después de resolver:

x+y)-(@a+b)=@+b)(x-a)y-b) @
x+z)-(@+c) =(@+o)x-a)(z-¢) I
z+y)-(b+c) =(b+c)z-c)(y-b) I
b+l  bHb+l Qe+l
a b €
1 1
d)a+F e)b+?
11. Calcular “t” después de resolver:
1 1 1 13
— & = - ==
Xy z 12
1 1 1 31
— e dE e =S ——
X y t 30
1,1 ,1_19
X z t 30
1,1 .1 _47
y z t 60
a) 2 b) 3 c) 4
d) 5 e) 6
12. Resolver y dar el valor de “y”:
y+z+t-x=a (D
zZ+t+x-y=b (1D
t+Xx+y-z=c¢ (I11)
x+y+z-t=d Iv)

a)b+c+d—a b)al+c+d—b
4 4

C)a+b+d-c d)a+b+c-d
4 4

a+b+c+d

e) 2

13. Resolver y dar el valor de “y”:

4vx -y =16
y +(\/}Tl)4=8

b) 9

)

1D

a) 3 c) 13

d) 248 e) -248

73]

14. Resolver y dar el valor de “z”:

a) 2 )5

d) 8 e) 4

15. Una escalera tiene un tramo MN que no es auto-
matico y NR que es automatico. Un hombre al
subir desde M hasta R se demora 10 seg. y
regresa a M en 30 s. Si toda la escalera fuera
automatica subiria en 6 s.

En este caso, ;cuanto se demoraria en bajar?
(El hombre en todo instante camina).
a) 31s

b) 43s c) 40s

d) 39s e) 41s

16. Hace dos anos tenia 6 veces tu edad. Dentro de
5 anos tendré veinticinco veces la edad que tu
tenias cuando yo tenia la edad que tu tendras
dentro de 11 anos. ;Qué edad tengo?
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17.

18.

19.

b) 17 afios ¢) 30 anos

a) 20 afios

d) 18 afios  e) 19 afios

Un galgo persigue a una liebre que le lleva 77
saltos, se sabe que 12 saltos del galgo equivalen
a 17 de la liebre, y que en el tiempo en que el
galgo da un ntimero de saltos igual a los que ha
dado la liebre desde que el galgo comenzo la
persecucion, la liebre habia dado 116 saltos
mads. Se pide el ntimero de saltos que da la liebre
hasta que es alcanzada por el galgo.

a) 600

b) 500 c) 658

d) 558 e) 588

A y B parten al mismo tiempo de dos pobla-
ciones distintas caminado el uno hacia el otro.
SiB camina 1 km mads aprisa que A, entonces se
encuentran al cabo de 6 horas; si B camina con
la misma velocidad que A, entonces se encuen-
tran al cabo de 7 horas. Calcular la distancia
entre las 2 poblaciones.

a) 40 km

b) 42 km ¢) 45 km

d) 48 km e) 44 km

Dos companeros, al tener una sola bicicleta,
partieron en el mismo instante del punto A
hacia el punto B; el primero de ellos se fue en
bicicleta y el segundo a pie. A cierta distancia
de A el primero dejo la bicicleta en el camino y

llegé caminando a B. El segundo, al llegar
donde estaba la bicicleta, sigui6 en ésta. Ambos
amigos llegaron juntos a B. En el camino de
regreso del punto B al punto A procedieron de
igual forma, pero el primer companero recorrio
en bicicleta un kilometro mas que la vez
primera. Por esto el segundo amigo llego al
punto A 21 minutos mas tarde que el primero.
Determinar la velocidad de marcha del primero
si en bicicleta van a una velocidad de 20 km/h
y caminando, la velocidad del primero en 3
minutos por Km es mayor que la del segundo.
a) 5 km/h

b) 4 km/h ¢) 3 km/h

d) 2km/h  e) 7 km/h

20. Tres obreros trabajando juntos pueden concluir

una obra en 10 dias; si trabajan solo los dos
primeros la acabaran en 15 dias, pero si laboran
los dos ultimos culminan en 20 dias. ;Qué
tiempo tardan el primero y tercero juntos?

a) 12 dias

b) 11 dias ¢) 10 dias

d) 13 dias e) 16 dias

CLAVE DE RESPUESTAS
D C 2)B 3)D 4)B 5) C

6) B 7) D 8) B 9)D 10) C
1)D 12)B 13) B 14 C 15) C
16)A 17 E 18) B 19) A 20) A
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DETERMINANTES

DEFINICION.-

Determinante es el desarrollo de una “matriz cuadra-
da”. Se le representa simbolicamente encerrando la
matriz entre dos barras verticales. El “orden” del
determinante esta expresado por el namero de “filas”
o0 “columnas” que tiene la matriz.

La “matriz es cuadrada” cuando el numero de filas es
igual al niumero de columnas.

SIGNOS DE UN ELEMENTO

Se obtiene sumando los ntimeros ordinales que indi-
can la fila y columna del elemento.

(1) Silasuma es par el elemento tiene signo (+).
(2) Sies impar tiene signo (-).
Ejemplo:

Sea el determinante:

El elemento ¢, se encuentra en 3ra. (3) filay 2da.
(2) columna, luego:

S=3+2=5 (numero impar)

luego, el elemento c, tiene signo negativo (-).

El elemento a, se encuentra en la 1ra. (1) filay

3ra. (3) columna, luego:

S=1+3=4 (numero par)

luego el elemento a, tiene signo positivo (+).

DETERMINANTE DE SEGUNDO
ORDEN

Es el desarrollo de una matriz cuadrada que tiene 2
filas y 2 columnas. Se le representa ast:

donde “A” es el valor del determinante.

b,, b,,

Los elementos son a,, a,,

Columnas.- Son el grupo de elementos en linea
vertical: (a;, b)) y (a,, b)).

Filas.- Son el grupo de elementos en linea hori-
zontal: (a, a,) y (b, b,).

Diagonal Principal.- Esta formada por los ele-
mentos que van desde el primer elemento de la
primera fila al ultimo de la segunda fila. Asi:

'Y diagonal
principal
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Diagonal Secundaria.- Esta formada por los ele-
mentos que van del primer elemento de la ultima
fila al ultimo de la primera fila. Ast:

diagonal
A secundaria
4

VALOR DEL DETERMINANTE DE
SEGUNDO ORDEN

Es igual al producto de los elementos de la diagonal
principal menos el producto de los elementos de la
diagonal secundaria.

©)
. K4
\al az',
A = \‘x’ =ab, -ba,
b, b,
4 \\
(+)
Ejemplo.
Hallar:
-5 -7
A =
6 4

A=(-5#) - )7
A=-20+42

A=22

DETERMINANTE DE TERCER ORDEN

Es el desarrollo de una matriz cuadrada de 3 filas y 3
columnas.

Para determinar su valor se utiliza la “Regla de
Sarrus” o el método de “Menores Complementarios”,
que es mas general.

REGLA DE SARRUS

1° Se repite las filas primera y segunda a con-
tinuacion de la tercera (formando 2 filas
adicionales).

2° Se toma con signo positivo la diagonal princi-
pal (hacia abajo) y las dos paralelas a ella; y
con signo negativo, la diagonal secundaria
(hacia arriba) y las dos paralelas a la misma.

3° Se efectian los productos de los elementos de
las diagonales y sus paralelas considerando
para cada producto el signo senalado en el
paso anterior.

Asi:

a, a, a5

A= |[b, b, b

S ) S
©)

2, a, a,
©)

\ / .

b, b/ b
>< >< 7

A= C C, c3/
XX e

a, a, 33\
/ \ N (+)

b, b, b,

+)

A= ab,c; + bc,a, +cab,

- Clbza3 - alczb3 - blazcs

Ejemplo.
Hallar:

1 4 7

A= 2 5 8

3 6 9
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)

1 4 7
\ / //(-)
2 5 8
XX o
A= 3 6 9\
XX
(+)
1/4\7\

2 5 8

N
+)

A= (1)(5)O) + 2)(O)T) + (H(B)(3)
-G - (6)(B)(1) - (2)(4)(9)

A=45+84+96-105-48-72
A=0
FORMA PRACTICA DE LA REGLA
DE SARRUS

Cuando se quiere evitar escribir las dos primeras filas
a continuacion de la tercera, se efectia los productos
de la siguiente manera: como se senala graficamente.

~~.

¢ s
' a, a, \a3
\ \‘
\\\ ‘s
. \\
~
bl\ bz b,
~ ‘~
~ N
AN .
~ Y
~ \
AY
(o c, o8 |
‘*~ ’
NNNNN -
(+)
A S\
a a a
1 ) 3 Y
1' Pd 1
I, ,/ ]
/ /’ ',
1
;b b, b, /]
! // 4
1 ’ ¢
1 ,,’ ’
: Ak
i P G
v JPtae
p— -

Desarrollar:
a, a, a,
AN ~
A= b, . b, b,
~ ~
N N
/ /
\\ \\
< ) G

D= ab,c, + bc,a, +a,byc, - ¢,b,a,
-bjayc, - ¢,bsa
Ejemplo numérico

Desarrollar:

A =(3)(16)(1) + (2)(9)(D) + (L)
-HGD) - (2)(M(A6) - (D)D)

A= 48+18+16-12-32-36
A=1

MENOR COMPLEMENTARIO DE UN
DETERMINANTE

El menor complementario de un elemento en un
determinante, es otro determinante de menor orden,
que resulta después de suprimir en el determinante,
los elementos que pertenecen a la fila y columna de
dicho elemento.

Ejemplo.- Dado el determinante:
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es el menor complementario de b,.

DESARROLLO DE UN DETERMINANTE
POR MENORES COMPLEMENTARIOS

El valor de un determinante es igual a la suma alge-
braica de los elementos de una linea cualquiera (fila
o columna), multiplicado cada uno de ellos por sus
respectivos menores complementarios, colocando a
cada producto el signo del elemento.

Desarrollar:
4, 2, a
A= b, b, b,
c c c

b, b, b, b,
A=a -a,
) G G !
b, b,
+ a,
c c

A= al(bzc3 - c2b3) - az(b1C3 - c1b3)
+a,(b,c, - by,c)

A =ab,c,-achb,- abc; +a,cb,

+ab,c, -ab,c;
A =ab,c, +a,cb; +abc, - ac,b,
-abey -abye

Ejemplo.

Desarrollar por menos complementarios:

1 4 2
A= 3 4 5
9 16 25

Solucion:

Tomando la primera fila:

4 5 3 5
A=(D) -4
16 25 9 25
3 4
+(2)
9 16

A = (1)(100 - 80) - (4)(75 - 45) + (2)(48 - 36)

A=20-120+24=-76

PROPIEDADES DE LOS
DETERMINANTES

1° Si en un determinante se cambian las filas por
columnas y las columnas por filas, el valor del
determinante no se altera.

Ejemplo:
a, 2,
A = =ab, -ab,
b, b,
a, b,
A = =ab, -ab,
a, b,

2° Si en un determinante se intercambian entre si
dos filas o dos columnas, el determinante cam-
bia de signo.

Ejemplo:
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intercambiando las dos filas:

b, b,
A =
a, a,
A= ba,-ab,

A= -(ab,-ab))

A=-A

3° Si un determinante tiene 2 filas o 2 columnas
iguales, el determinante es igual a cero.

Ejemplo:
a, a, a,
A= b, b, b,
b, b, b,

A=abb, + bbya, + a,bb, - bba,
- bja,by - b,bia,

reduciendo: A= 0

4° Si en un determinante se multiplica o divide
todos los elementos de una fila o columna por
un mismo numero, el determinante quedara
multiplicado o dividido por este namero.

Ejemplo:
a, a, a,
A= b, b, b,
c c c

A= aby, + bca, + ab,c - ¢ b

- ¢,bsa, - bjayc,

Multiplicando todos los elementos de la primera
columna por “m”

ma, a, a,
A= mb, b, b,
mc c c

A = mab,c, + mb,c,a, + a,b,mc, - mc b,a,
- (:2b3mal1 - mblazc3

A= m [ab,c, +b,c,a; +a,bsc - byciay

-¢c,bja; - bacy

OBSERVACION IMPORTANTE

Si un determinante tiene en todos los elemen-
tos de una fila o columna un factor comun,
éste se puede sacar como factor comun del
determinante.

5° Si todos los elementos de la fila son nulos, el
determinante es nulo.

6° Si un determinante tiene dos filas cuyos ele-
mentos correspondientes son proporcionales,
el determinante es nulo.

7° Si en un determinante a los elementos de una
fila o columna se les aumenta o se les resta los
de la otra fila o columna paralela multiplicados
por un mismo numero, el valor del determi-
nante no varia.

Ejemplo:

Sea el determinante:

Multiplicando la primera fila por “m” y suman-
dole el resultado a la segunda fila, se obtiene:
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3.-
a, a,
A =
b+ma,  b,+ma,
A, =a (b,+ma,) - a,(b, + ma))
A, =ab,+maga,-ab -maa,
A, =ab,+ab,
A=A
EJERCICIO RESUELTOS
1.- Hallar el valor de:
a’ 2ab b2 4.
E-= b? a’ 2ab
2ab b? a?
Solucion:

Desarrollando el determinante:

E = Va® + 8a%b> + b6 - 2ab3 - 2a%b3 - 2ab3

E = Va® + 23b% + b° = \/(a3+ b?)?

=a’+b’

2.- Hallar el valor de:

a b c
A= 1 a a"
aP ap+l ap+n

Solucion:

Sacando aP de la 3ra fila:

a b C
A= 1 a a
1 a a"

por tener el determinante la 2da. y 3ra. fila
iguales el valor del determinante es cero.

A=ar(0) =0

W,

Calcular “x” en:
2 4 1
2 X -2 =5
1 3 2

Solucion:

Desarrollando el determinate:

4x-6+8+x+16+12=5

5x=5+6-8-16-12

de donde:

X =-5

Calcular el valor de:

b-c c-a a-b
E=| ca a-b b-c
a-b b-c c-a

Solucion:

Aplicando las propiedades establecidas, sumemos
a la primera fila, la segunda fila (la unica fila que
se altera es aquella fila a la cual se suma, per-
maneciendo las otras iguales).

b-a c-b a-c
E=| ca a-b b-c
a-b b-c c-a

factorizando el signo en cada uno de los elemen-
tos de la primera fila:

-(a-b) -(b-¢) -(c-a)
E=| ca a-b b-c
a-b b-c c-a

factorizando (-1) en el determinante, por la
propiedad (4):
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E=(1) c-a a-b b-c
a-b b-c c-a

El valor del determinante es cero por tener la
primera y tercera fila iguales.

E=(-D(0)=0
5.- Calcular el valor de:

1 2 3 4

2 3 4 5
E =

3 4 5 6

4 5 6 7
Solucion:

Aplicando el desarrollo por menores complemen-
tarios con respecto a la primera fila. Tomando
cada elemento con su respectivo signo:

3 4 5 2 4 5
E=(D| 4 5 6 - @13 5 6
5 6 7 4 6 7
2 3 5 2 3 4
+(3) 3 4 6 -@®|3 4 5
4 5 7 4 5 06

desarrollando los determinantes de tercer orden:

E=(1)(105+ 120 + 120 - 125 - 108 - 112)
-(2)(70+90 + 96 - 100 - 72 - 84)
+(3)56+75+72-80-63-60)
-4 (48 + 60 + 60 - 64 - 54 - 50)

E = (1)(0) - 2(0) + 3(0) - 4(0) = 0

E=0

6.- Calcular el valor de:

n 0 0 0
0 (n-1) 0 .. 0
0 0 (n-2) 0
0 0 0 0
0 0 0 0
E =

0

0

0
0 0 0 1

Solucion:

Desarrollando por menores complementarios con
respecto a la primera fila.

(n-1) 0 0 0
0 0 0 0
0 0
0 0
0 0

E=l 0 0| +0

0
0 0 0 1

ya que los otros términos salen cero por que sus
coeficientes son ceros.
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En forma andloga: 1 (x+1) x2+x+1

(n-2) 0 0 0 0 E=x1Dx2)(x3) |2 (x+2) x*+2x+4
0 (m3) 0 0O ... 0 3 (x+3) x*+3x+9
0 0 0 0 ... 0 restando a los elementos de la segunda columna

los elementos de la primera columna:
0 0 0 o ... 0
1 X x2+x+1
E = (n)(n-1) +0
0 E=(x1Dx2)(x3) |2 X  xX*+2x+4
3 X  xX*+3x+9
0
0 Sacando factor “x” fuera del determinante:
o 0 0 0 .1 I 1 xex+l

E=(x1Dx2)(x3) |2 1 x2+2x+4
ya que los otros términos valen cero.

3 1 x*+3x+9
En forma andloga:

Aplicando menores complementarios con respec-
to a la 2da. columna:

E=mm-Dmn-2)n-3)... 3AQ)1D)

pero, el producto es [n; ) 24 2x+4
luego:  E=n E = x(x-1)(x-2)(x-3) | -(1)
7.- Calcular el valor de: 3 x2+3x+9
x-1 x*-1 x*-1 —
1 x*+x+1 1 x*+x+1
E=|2x-4 x*-4 x>-8
+ (1) - (D)
3x-9 x*-9 x3-27
3 x*+3x+9 2 X2+ 2x+4
Solucion: —

- desarrollando los determinantes de 2do. orden:
Se puede escribir:

E=x(x-1(x-2)(x-3)
[-2x%2+ 6x + 18 - 3x%- 6% - 12)
+ (x*+3x+9-3x*-3x + 3)
3(x-3) (x+3)(x-3) (x-3)(x*+3x+9) S(xXP+2x+4-2x*-2x-2) ]

(x-1) x+D(x-1) x-DE*+x+1)

E=|2(x-2) (x+2)(x-2) (x-2)(x*+2x+4)

reduciendo:
Sacando los factores (x-1), (x-2) y (x-3) del

determinante: E=x(x-D(x-2)(x-3)[x*-6-2x*+6+x*-2]
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E=x(x-1D(&x-2)(x-3)(-2)

E=-2x(x-1D(x-2)(x-3)

8.- Calcular:
a b C
b c a
c a b
E =
b a c b b C
+ +
a c b a C a

Solucion:

Desarrollando cada determinante:

achb + abc - 2> - b - &3 + abc

bc - a? + ac - b? + ab -¢?

-(a3 + b? + 3 -3abc)

-(a2 + b? +c2 - ab - ac - be)

E=

a> + b3+ 3 - 3abe

E =
aZ+b?+c?-ab-ac-bc

pero, el numerador, por identidad algebraica es:
a®+b’+c?-3abc = (a+b+c)(a*+b*+c*-ab-ac-be)

Sustituyendo en la expresion:

(a+b+c)@+b*+c?-ab-ac-bc)

a2+ b2+ c2-ab-ac-bc

E=za+b+c

9.- Demostrar que:

1 1 1
a b c | =(c-b)(c-a)(b-a)
a2 b? c?

Solucion:

Desarrollando el determinante por el Método de
Sarrus:

A =bc? + ab? + a’c - a’b - b%c - ac?

factorizando por el método de agrupacion:
A = (bc? - b%¢) - (ac? - ab?) + (a’c - a’h)
A=bc(c-b)-alc+b)(c-b)+ a*(c-b)
A= (c-b)(bc-ac-ab +a?)

A = (c-b) [(bc -ab) - (ac - a2)]

A= (c-b) [b(c-a)-alc-a)l

A=(c-b)(c-a)b-a)

A este determinante se le denomina“Determinante
de “Vandermonde”.

10.- Calcular el valor de:

1 1 1
E=|4 5 7

16 25 49
Solucion:

Escribiendo el determinante asi:

1 1 1
E=|4 5 7
42 52 72

representa un determinante de Vandermonde:

E=(7-57-95-4=2.3.1
E=6

11.- Calcular el valor de:

x2 (x+1)? (x+2)? (x+3)?

y2 o (y+D?* (y+2)*  (y+3)?
. 22 (z+1)? (z+2)?*  (z+3)?

@+ D? (+2)* (t+3)?
Solucion:

Desarrollando las potencias indicadas:
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x2 x*+2x+1  xX*+4x+4  x*+6x+9
y2 o yr2y+l yl+4y+4 y*+6y+9
. 22 Z2242z+1  Z2+4z+4 z2+6z+9
2 2+2t+1  C?+4t+4 2+60+9

Efectuando las siguientes sustracciones:
a) 4ta. columna - 3ra. columna
b) 3ra. columna - 2da. columna

¢) 2da. columna - 1ra. columna

luego:
x?  2x+1  2x+3 2x+5
y? 2y+1  2y+3 2y+5
E =
22 2z+1 2z+3 2z+5
2 2t+1 2t+3  2t+5

Acontinuacion, las siguientes sustracciones:
a) 4ta. columna - 3ra. columna

b) 3ra. columna - 2da. columna

x? 2x+1 2 2
y? 2y+1 2 2

z? 2z+1 2 2

t? 2t+1 2 2

por tener el determinante la 3ra. y 4ta. columnas
iguales, su valor es igual a cero:

E=0

METODO DE LOS DETERMINANTES
PARA HALLAR LA SOLUCION DE UN
SISTEMA DE ECUACIONES

Este método permite emplear los determinantes para
la resolucion de sistemas de ecuaciones mediante la
“Regla de Cramer”.

REGLA DE CRAMER

En todo sistema de ecuaciones (determinado), el va-
lor de cada incognita es una fraccion, cuyo denomi-
nador es el determinante del sistema, siendo el nu-
merador este mismo determinante en el que se ha
reemplazado la columna de los coeficientes de la in-
cognita por los términos independientes.

EXPLICACION

En el sistema:

ax+ ay=a, D
b,x + b,y = b, In
se define:
al a2
As = determinante =
del sistema
b, b,
a a,
Ax = determinante =
de x
b, b,
a a3
Ay = determinante =
de la incognita y
b, b,

Por la Regla de Cramer:

213 212

B A_X _ b3 b2
As al az

bl b2

4 a

AY b3 b3

X=— =

As a, a,

bl b2
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DISCUSION DE LA SOLUCION DE LOS
SISTEMAS LINEALES

Dado el sistema:
ax+ay=a, D
b,x + b,y = b, (1ID)
Por la Regla de Cramer:

Ax
X =

. Ay
T As

Y= A

1) Si Ax =0, As =0, es compatible determina-
do, tiene una sola solucion.

2)Si Ax =0, As =0, el sistema es indetermina-
do, tiene muchas soluciones.

3) SiAx =0, As = 0, el sistema es incompatible,
no tiene solucion.

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Resolver el sistema:

X+ y+ z=0 @D
ax + by +cz =0 @)
bex + acy + abz =1 3)

Solucion:

Calculo de cada determinante:
1 1 1
As=| a b c

bc ac ab

As = ab? + a’c + bc? - b%c - ac? - a’b
factorizando por agrupacion:
As=b*(a-c)+ac(a-c)-bl+c)(a-c)
As = (a-c)(b?+ac-ab-bc)
As=(a-)[b(b-a)-c-a)

As=(a-c)(b-a)b-c)

0 1 1
As= |0 b c| =c-b
1 ac ab
1 0 1
Ay = |a 0 c| =a-c
bc 1 ab
1 1 0
Ay = | a b 0| =b-a
be ac 1
A D) (k-0
As  (a-c)(b-a)(b-c) (a-c)(b-a)(b-c)
I S
(a-c)(b-2)
_ﬂ_ a-c 1

As (a-c)(b-a)(b-¢) ) (b-a)(b-¢)

Az b-a 1

As ) (a-c)(b-a)(b-c¢) ) (a-c)(b-0)

2.- Resolver el sistema:
X +y+z=1
ax + by + cz=d

a’x + b’y + ¢’z = d?

Solucion:

Al construir los determinantes se nota que son
determinantes de Vandermonde.

1 1 1
As= | a b c
a? b? c?

As = (c-b)(c-a)b-a)
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1 1 1
Ay= | a d c
a’ d? c?

a’ b? d?
Az = (d-b)(d-a)b-a)
Por la Regla de Cramer:

=A_X= (c-b)(c-d)(b-d) _ (c-d)(b-d)
As (c-b)(c-a)(b-a) (c-a)(b-a)

_ Ay (c-d)(c-a)(d-a) _ (c-d)(d-a)
As  (c-b)(c-a)(b-a)  (c-b)(b-a)

=A_Z= (d-b)(d-a)(b-a) _ (d-b)(d-a)
As (c-b)(c-a)(b-a) (c-b)(c-2a)

3.- Hallar el valor de “k” si el sistema:

1 +2k)x+5y=7 @D)

Q+kx+4y=8 @)
no tiene solucion.
Solucion:

Para que el sistema no tenga solucion:
As= 0

1+2k 5
As =
2+k 4

El desarrollo del determinante se igual a cero:
4(1+2k) - 52+k) = 0
4+8k -10-5k=0

3k=6
k=2
4.- Determinar “a” y “b” para que el sistema sea inde-
terminado:
3x+5y=1 (D)
ax - by = 4 )
Solucion:

Si el sistema es indeterminado, entonces:
As=0, Ax=0, Ay= 0

por lo tanto:

3 5
As = =0
a -b
3b-5a=0
-3b = 5a
b=-2a (@
3
1 5
As = =0
4 -b
-b-20=0
b=-20

Sustituyendo en (a):

20=-2 2
3
a=12
3 1
As = =0
a 4
12-a=0
a=12
Rpta.. a=12,b=-20
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5.- Resolver el sistema:

(a+2b)x-(a-2b)y=06a
(a+30)x -(a-3c)y=4ab

€h)
2)
Solucion:

Hallando los determinantes:

a+2b -(a-2b)

As =

a+ 3¢ -(a-30¢)

As = -(a + 2b)(a-3c) + (a-2b)(a + 3¢)

As = -a*>-(2b - 3¢)a + 6bc + a* + (-2b + 3¢)a - 6bc
As = a(-2b + 3¢ - 2b + 3¢) = a(6¢ - 4b)

As = 2a(3c - 2b)

-(a-2b)

bac
Ax =

4ab -(a-3¢)

Ax = -6ac(a - 3¢) + 4ab(a - 2b)

Ax = 2a [-3ac + 9¢* + 2ab - 4b?]

Ax =2a [a2b-3c) + 2b + 3¢c)(2b - 3¢0)]
Ax =2a(2b - 3¢)(a - 2b - 3¢)

a+2b
Ay =

bac

a+ 3¢ 4ab

Ay = 4ab(a + 2b) - 6ac(a + 3¢)
Ay = 2a(2ab + 4b* - 3ac - 9¢?)
Ay = 2ala(2b - 3¢) + 2b + 3c)(2b - 30)]
Ay = 2a(2b - 3¢)(a + 2b + 3¢)

Por la regla de Cramer:

~ Ax _ 2a(2b - 3¢)(a - 2b - 3¢)

X=—=
As 2a(3c - 2b)

cambiando de signos en el numerador:
Ax 2a(3c-2b)(3c +2b-a)
X=—=
As 2a(3c - 2b)
x=3c+2b-a

(@)}
“

También:

_ Ay 2a(2b-3c)(a+2b +3c)
Y As 2a(3c - 2b)

cambiando de signos en el numerador:

y=-(a+2b+30)
Rpta: x=3c+2b-a, y=-Bc+2b+a)

Calcular el valor de:

4 9 25
considerar “n” sumandos.
Solucion:
Calculando cada sumando:
1 1 1 1 1 1
I=11 2 3 = 1 2 3
1 4 9 12 22 32

[=3-23-D2-D =01 =2

1 1 1 1 1 1
m=2 3 4 = 2 3 4
4 9 16 22 32 42

I=4-3)4-2G-2)=M@)1) =2

1 1 1 1 1 1
m={3 4 5 = 2 3 4
4 9 16 22 32 42

NI=G-490G-3)4-3)=([12)(1)=2
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Sustituyendo:

E=Q)+2)+@)+...+4(2)=2n

realizando cambios mediante las propiedades:

l m r r m
n” sumandos =-(m+n+1)|[1 n m| = (m+n+r) m n
E=2n
1 r n n r
7.- Resolver el sistema:
n r
z X X z
_+l _=_+l+_=_+l+_
a b ¢ b ¢ a ¢ a b =(m+n+1){1 1 m
1. 1.1 m n
a b ¢
Solucion:
m T m+n+r n 1
Haciendo:
Az=ln 1t m+n+r| = (m+n+r) r 1
1—=m;L=n,—=1r
a b c r m m+n+r m 1
podemos formar el siguiente sistema de ecua-
ciones: 1 n m m n
MX+Ny+TIz=m+0+T (1) =-(m+n+r){]l r n| =(m+n+r) nr
NX+Ty+Mz=Mm+0n+T 2) 1l m r r m
IX+my+Nz=m+n+T 3) nr
Calculando los determinantes: =(m+n+r) r m
m n r m+n+r n r m n
As= n r m| = |m+n+r r m Se concluye:
r n n m+n+r m n Ax=As ; Ay=As ; Az=As
Luego:
1 n T
Ax  As
X=—=——=1]
=(m+n+r) |1 1 m As As
1 m n Ay As
y=—=—=
As As
m+n+r n r l n r
Az  As
Ax=m+n+r r m|= (m+n+r)|l r m = = =1
= = As As
m+n+r m n l m n . .
8.- ;Para qué valores de “k” el sistema de ecuaciones
lineales:
m m+n+r T m 1 r 3x+ky=5+k 1
Ay=| n m+n+r m|= (m+n+){n 1 m 2x + 5y = 8 (2)
I m+n+r n r 1 n tiene solucion unica?
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Solucion: cx+QOy+az-b (D)
Para que el sistema tenga solucion unica: As = 0; bx +ay + Oz = ¢ ©))
ésto es:
Ox+cy+bz=a 3
3 k
=0 Hallando los determinantes Asy Ax:
2 5
C 0 a
15-2k= 0 As= | b a 0| =abc+ abc = 2abc
15 = 2k
0 ¢ b
k= 7.5
(k puede ser cualquier valor diferente de 7 . 5) b 0 a
9.- Calcular el valor de “x” al resolver el sistema: Ax=|c a O
cx +az=b (1) a ¢ b
ay +bx =c ) Ax = ab*+ ac?- a’ = a(b?+ ¢*- a?)
bz +cy=a ) Por la regla de Cramer:
Solucion: . A_X Cabl+c?-ad)  breci-al
Ordenando y completando las ecuaciones: As 2abc 2bc
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Calcular el valor de: 4. Simplificar:
V3 V2 V2 2 (b+c)? a’ a’
b? (c+a)? b?
el
E - c? c? (a+b)?
= Eo
oA BT @b e
Aj» —\/_ \/2_ \/3_ a) abc b) 2abc ¢) 3abc
a) 4 b) 9 c) 6 d) 4abc e) 6abc
d) 49 e) 81 5. Calcular:
2. Calcular el valor de: 1 1
Ta a+c a+b
3
14712 1 1 1 1 1 1
E-= =
3 b+c b a+b
1 1-V12 1 1
E- 1 1 1
3 b+c a+c G
1 1 1+V18 1
3
1 1 1 1-\18 2)a b)b ©) ¢
d)a+b+c €0
a) 1 b) 12 c) 36
6. Calcular:
d) 29 e) 19
-2a a+b a+c
3. Calcular:
E=|a+b -2b b+c
10 1 13 -14 1
a+c b+c SPG
5 7 12 -7 2
E=|-15 4 11 21 3 a) 2(b + c)(a+c)(a+b)
25 -2 10 -35 4 a) 4 +c)(a+c)a+Db)
510 ? A5 9 s Bl s Dl o ©)
a) 1 b) 11 c) 12 dDad+b+ 3
d) 0 e) 6 e) a2+ b+ ¢3- 3abc
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7. Calcular: 10. Calcular:
a’ 3a’ 3a 1 1 2 3 4 5 6
E=| a a’+ 2a 2a+ 1 1 2 3 4 5 6 7
a 2a+1 a+2 1 3 4 5 6 7 8
1 3 3 1 E=
4 5 6 7 8 9
a) (a+1)° b) (a-3)°
5 6 7 8 9 10
o) (a-1)° d) (a-2)°
6 7 8 9 10 11
e) (a+2)°
1 b) -1 2
8. Resolver la ecuacion: %) ) L)
d) -2 e) 0
4x 6x + 2 8x +1
6x+2  Ox+3 12x | =0 11. Calcular:
8x +1 12x l16x + 2 X-y y(x +y)
11 k=
L 0-2L 2 (x+y)
97 11 11
) -97 E) + AL Ax-y  bx Ay
97
d) x+y) e 2x
9. Si:
12. Calcular:
2bc 2 b?
A = ¢ -2ac a2 1 C1n Czn C:1
b2 32 -2ab n+l n+l n+l
1 ¢ G, Ch
y:
a b c 1 C1n+2 C121+2 Cl:-ll
A= b C a
€ a b
Calcular: E _ 1 1 n+r-1 n+r-1 o n+r-1
abc A, L 2 =l
a) 1 b) -1 )2 a)n b) r o1
d) -2 e)3 dn-r e)n+r
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13. Calcular:

30 11 20 38
6 3 0 9
A =
11 -2 36 3
19 6 17 22
a) 5 b) 7 c) 12
d) 9 e) 10
14. Calcular “c” en el sistema para que “x” exceda
en 4 unidades a “y”
7x -4y =c 1)
3x +2y=c¢ )
a) 40 b) 52 ¢) 30
d) 32 e) 20

15. Calcular qué valor debe tomar el coeficiente “a”
para que el sistema sea incompatible.

ax+y+z+u=2 (D)
X+y+z+u=-1 2)
X+y-az=-3 3)
QRa+Dx+y+z =-5 “)
1
a) 1 b) — c) -1
3
L &) -2
4

16. Calcular:

1 1
“a+l b+l

+
c+1

después de resolver el sistema:

x = by + cz

y = ax + cz

z =ax + by
a) 1 b) 2 c3
d) 4 e) 6

17. Calcular “m” si el sistema es indeterminado:
(m-Dx+ (m+ Dy =2(m?-1) (D

(m?- Dx + (m?+ Dy = 2(m>- 1) 2)

a) 2 b) -2 o1

d) -1
18. Calcular el valor de “m” si el sistema:

X +my=1 @D)

mx - 3my = 2m + 3 2)

no tiene soluciones.

19. Calcular “y” después de resolver el sistema:

ax + by + cz =d @D)
a’x +b’y +cz = &2 )
2x +bly +c%z = &3 (3)
d(d -b)(d - c) d(d - a)(d-b)

a) ———— b)) —M
a(a-b)(a-c) c(c-a)c-b)
d(d-a)d-c) d(d-a)(d-b)

) — 8 b)) —m—m—
b(b -a)(b - ¢) a(c-a)(a-b)

o d(d -a)(d-b)
b(c -a)(c-b)
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20. Calcular “x” al resolve el sistema: ) 1 D a
C e — e —
(a-c)b-o0) (b-a)b-c)
X + vy o+ z =0 [@D)
e) b—
b+ox +(@+c)y+ (@a+b)z =0 2) (b-a)b-c)

bex+ acy + abz =1 () CLAVE DE RESPUESTAS

1D 2)C 3)D 4B 5) E
a) 1— b) 1—
(a-b)a-c) (b-a)(b -0 EER O C 8 ATTOIDES

1) D 12)C 13) D 14) B 15) C

16) B 17) C 18) B 19) C 20) A
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ECUACIONES DE SEGUNDO
GRADO

Una ecuacion de segundo grado o cuadratica con una b) Cuando la factorizacion no es inmediata, se
incognita, es de la forma: aplica la formula.
ax’ +bx +c=0 DEDUCCION DE LA FORMULA GENERAL

Esta forma se llama completa cuando a, b, ¢ son Sea la ecuacion:

diferentes de cero. Cuando b 6 ¢, 6 ambos son cero

2 -
se denomina incompleta. ax*+bx +c=0

RESOLUCION DE UNA ECUACION DE Multiplicando ambos miembros por 4a:
SEGUNDO GRADO CON UNA
INCOGNITA 4a’x? + 4abx + 4ac = - 0

Se resuelve mediante dos métodos: Pasando (4ac) al segundo miembro:

a) Factorizando mediante el aspa simple 4a’x? + 4abx = -4ac

b) Aplicando la formula general Sumando a ambos b?:
Ejemplo.- Resolver la ecuacion: 4a’x? + 4abx + b*> = b? - 4ac
4x2-3x+5 El primer miembro es el desarrollo de un
5 =2 binomio al cuadrado:
x“-2x+ 13
Solucion: (2ax + b)? = \b? - 4ac
a) Efectuando e igualando a cero: 2ax +b = = \b%- 4ac
4x%-3x +5=2x%-4x + 26 2ax = -b = Vb?- 4ac
2x*+x-21=0 finalmente se tiene la formula:
factorizando: . boan /b2 ~4ac
x+7Nx-3)=0 2a
igualando cada factor a cero: de lo cual se obtiene dos soluciones:
2x+7=0 = x,=-3.5
! -b = \Vb? - 4ac
x-3=0 = x=3 T
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c) SiA<0; o sea:

-b - \b?- 4ac

X = 2
1 o b?-4ac <0

Ejemplo.- Resolver la ecuacion: las dos raices son complejas y conjugadas.

4x2-5x = 19 PROPIEDADES DE LAS RAICES DE
UNA ECUACION DE SEGUNDO GRADO

Solucion:
Igualando a cero: Dada la ecuacion:
4x2-5x-19=0 ax’+bx +c=0
donde: sus raices son:
a=4, b=-5; ¢=-19 . -b+“/b2—4ac
=
usando la formula: 2a
-(-5) £ N(-5)2- 4(4)(-19) g, o b= VbP-dac Vb? - 4ac
X =
2
2(4) :
. 54 “'25 + 304 1° SUMA DE RAICES:
B 8 b
X, +X,=-—

a
con las soluciones:

. =5+ \329

2° PRODUCTO DE RAICES:

! 8 XX, = <
a
X, = S -N329 FORMACION DE UNA ECUACION DE
8 SEGUNDO GRADO CONOCIENDO SUS
RAICES

DISCUSION DE LAS RAICES DE LA

ECUACION DE SEGUNDO GRADO Si “x,”y “x,” son las raices de la ecuacion que quie-
re formarse, de acuerdo a las dos propiedades ante-

Las raices de la ecuacion de segundo grado dependen ~ iores, la ecuacion se formard ast:

de la cantidad subradical A o discriminante:
X - (X, + X)X + (x,%,) =0
A =Db*- 4ac
EJERCICIOS RESUELTOS

Debido a esta funcion, a la cantidad subradical se le

denomina discriminante o invariante. o
1.- Resolver la ecuacion:

Los casos que se presentan son: G-x)+ 4+ x)°
a)Si A>0; o sea: (3-x)2+(4+x)2_
b?-4ac >0 Solucion:
las dos raices son reales y desiguales. Efectuando las operaciones en el numerador y
b) Si A = 0: 0 sea: denominador:
b2-4ac =0 27 - 27x + 9x*- x> + 64 + 48x + 12x% + x°

9-6x+ x>+ 16+ 8x + x*

las dos raices son iguales y reales.
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reduciendo términos semejantes: 3.- Resolver la ecuacion:

91+21X+21X2=7 a+2x + Va2 - 4x2 _5x.

25 + 2X + 2x?
a+ 2x - Na?-4x? a

91 + 21x + 21x% = 175 + 14x + 14x?

Solucion:
7x*+7x-84=0 Aplicando la siguiente propiedad de propor-
Caxl2 20 ciones:
Si:
4)(x-3)=0
(x+4)(x-3) a _¢c a+b=c+d
igualando a cero cada factor: b d a-b c¢c-d
Xx+4=0 = X, =4 se obtiene:
x-3=0 = x,=3 2(a+2x) 5S5x+a
T 5x-a
2.- Resolver la ecuacion: 2 Na? - 4x?
1,1 1 1 que se puede reescribir de la siguiente forma:

X a+b ¢ X+a+b+c

V(a + 2x)? _5x+a
Va +2x Va-2x ox -2

Va + 2x _5X+a
Va - 2x 5x-a

elevando al cuadrado:

Solucion:

Transponiendo términos:

1 1 1 1
—_— - —
X

a+b ¢ X+a+b+c

efectuando operaciones en cada miembro:

c+a+b =X—X—a—b—C 21+2X_(5X+a)2

cla+b) x(x+a+b+0) a-2x (5x-a)?

(a+b+c) -(@a+b+o aplicando nuevamente la propiedad de propor-

ca+b)  x(x+a+b+o) ciones:
1 - 1 2a  (5x +a)’ + (5x - a)*
cla+b) x(x+a+b+0) 4x (5% + 2)? + (5% - a)?
x(x+a+b+c)=-cla+h) aplicando legendre:

2, 2
x>+(@+b+c)x+cla+b)=0 2 2@5x%+ ah)

2x 4(5x) (a)
factorizando por el método del aspa:

(25x% + a?)
x+a+b)(x+c)=0 as= 5a
igualando a cero cada factor: 522 = 25x2 + a2 ; 25x2 = 4a>
x+a+b=0 = x,=-a-b Ja
S X= o2
X+ C= O = X2 =-C 5
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4.- Resolver la ecuacion: 5.- Resolver:
Vx2-7ax + 1022 - Vx?+ax-6a2 = x-2a X(X-Za)+a—x_a—x= ] a2
Solucion: Vbe \/: \/b_ be
Factorizando los subradicales por el método del Solucion:
aspa simple: Eliminando denominadores:
\/(X-Sa)(x-Za) - \/(X-Za)(x+3a) = x-2a x2-2ax+a\/b_-\/b_x -a\/c_+\/c_x= bc - a?
pasando x - 2 al primer miembro: ordenando:

Vix -5a)(x-2a) - V(x-2a)(x+3a) - (x-2a)=0 2+ (Ve -2a-Vb )x+ (avb -ave
~Abe + Va2 )= 0
factorizando el segundo paréntesis aparte:
aVb - aVe -Wbe + a2
Vb (a-Ve) +ala-\e)
=(@-Y)G+W)
luego, la ecuacion es:
2+(Ve -2a-Vb )x+(a-Ve ). (a+Vb ) =0
factorizando por el aspa simple:
[x- N [x- e Vo )] =0

igualando a cero cada factor:

Factorizando: Vx - 2a:

\/X—Za [ \/X—Sa—\/x+3a —\/X—Za] =0
Igualando el primer factor a cero:
x-2a =0
x, = 2a (resultado que si satisface)

Igualando el segundo factor a cero:

\/x-Sa -\/x+3a = \/x-2a
elevando al cuadrado:

x-5a-2V(x-5a)(x+3a)+x+3a=x-2a

[T

despejando “x”:

x = 2N(x - 5a)(x + 3a) X-(a-\/c_)=0 = X1=a-\/c_
X—(a+\/b_)=0 = X2=a+\/b_

x? = 4(x? - 2ax - 15a?) 6.- Resolver:

2 _ 2 _ - 2
x* = 4x° - 8ax - 60a V2x+3 + Bx+2 - V2x+5 = \3x

Solucion:

elevando al cuadrado y efectuando:

3x?-8ax - 60a’= 0

factorizando por método del aspa simple: Transponiendo:

(3x +10a) (x - 6a) = 0 \/2X+3 +\/3X+2 =\/3?+\/ﬁ

igualando a cero cada factor:

elevando al cuadrado:

3x +10a=0
2x+3 + 2\/(2x+3)(3x+2) + 3x+2
10a . _
X, = - 3 (' solucion extrafa) C3x 42 "3x(2x +5) +2x 45
640 reduciendo:
X - 6a=
x, = 6a(Solucion extrana) \/(ZX +3) 3x+2) = \/3X(2X +5)

3
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elevando al cuadrado y efectuando:

6xX% + 4xX + 9x + 6 = 6x* + 15%

X=3
.- Resolver:
ab-o)x>+b(c-a)x+c(a-b)=0

2

s L + L - =
“a b ¢

Solucion:

De la condicion:

2ab
a+b

—a)x

|- B R

a+

a+b
ab

sustituyendo en la ecuacion:

a(b—

2ab

e

2ab
a+b

a+

ab +b?-2ab\_, 2ab - a?-ab
af /= \x?+b [ ==/ T x
a+b a+b
L2 oo
a+b

a(b?- ab)x? + b(ab - a?)x + 2ab(a-b) = 0
ab(b - a)x? + ab(b - a)x + 2ab(a-b) =0

ab(b - a)x*> + ab(b - a)x - 2ab(b-a) =0

Dividiendo entre ab(b - a):

x+x-2=0

factorizando:
x+2)x-1)=0
x, =1,x, =-2
8.- Resolver:
F2-x - V16-x =2

Solucion:

Elevando al cubo:

72-x-3372-x V16-x (V72-x
16-x )-16-x) =8

sustituyendo:

V72-x -16-x =2

resulta:

72-x-3 V(72 -0(16-x) (2) - 16 +x =8
48 =6 V(72 - 016 - %)

simplificando:

8= 72-0016-%

elevando al cubo:
512=1152-88x + x*
x?-88x+640 =0

por el método del aspa:
(x-80)(x-8)=0

que resulta en:

x,=80; x,=8
.- Resolver:
X = Vl + \/1 + \/1...00 radicales
Solucion:

Elevando al cuadrado:

x =1 +V1 + \/1 + \/l...(oo - Dradicales

pero se observa que:

1+\/1 + \/1 + \/1...(00 - Dradicales = x

sustituyendo:

x2=1+x

x2-x-1=0

- 330 -



ALGEBRA

aplicando la formula:

1:V1+4 125

X = =
2 2

luego las raices son:

_ 1+\/5_
2

y (solucion satisfactoria)

_ l+\/;

L= (es negativa, no es solucio
2 valida)
10.- Resolver:
1 1
+ =
\/5+x—\/5-x \/5+x +\/5-X
Solucion:

Racionalizando los denominadores:

\/5+X +\/5-X +\/5+X -\/S-X _
BG+x)-06B-x) B+x)-06B-x%)
\/5+X +\/5-x + \/5+X-\/5-X _
2x 2x
2N5 +x =3_
2x 4

4“/5? = 3x
elevando al cuadrado

16(5 + x) = 9x?
efectuando y ordenando:

9x* -16x-80 = 0
factorizando:

Ox+20)(x-4)=0
de donde se tiene las siguientes raices:

x, =4 (Sisatisface)

.20

2

3

(No es solucion)

Solucion:

Para que una ecuacion de segundo grado tenga
sus raices iguales, es necesario que su discrimi-
nante sea igual a cero, es decir:

A=b> - 4ac= 0

luego, igualando el discriminante de la ecuacion
dada a cero:

n [2(k +2)]* - 4(1)(9k) = 0
4(k2+ 4k + 4) - 36k =0

operando y ordenando:

3
: k? -5k+4=0
(k-4)(k-1)=0
Rpta.: k, =4 ;k, =1

3 12.- ;Qué valor debe tener “m” para que las raices de
= la ecuacion:

4

mx*-(m+3)x + 2m+1=0
1 difieran en 2 unidades?

Solucion:

Si X, y x, son las raices de la ecuacion:

X, +X, = (D
m
Por propiedad
2m + 1
XX, = 2)
m
X -X, =2 (3) Por condicion:

De (1) y (3) se obtiene:

m+ 3

11.- Hallar el valor de “k” si las raices de la ecuacion

de segundo grado:
x2+2(k+2D)x+9% =0

son iguales.

+2
< - m _m+3+2m _3+3m
! 2 2m 2m
m+3_2
< - m - m+3+2m 3-3m
2 2 2m 2m
Sustituyendo estos valores en (2):
3+3m 3-m 2m + 1

2m 2m m

() Gt ) ()
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9-3m + 9m - 3m?

4m

=2m+ 1

9 -3m? + 6m = 8m? + 4m

1lm?-2m-9=0

factorizando por el método del aspa simple:

(IIm+9)(m-1)=0

Rpta: m =1 ; m2=-19—1

13.- Si “z,” y “z,” son raices de la ecuacion:

z2-2z \Np? - 2q + p* -2q=0

«

ademds “x,”y “x,” son las raices de:

x* + px + ¢ =0, hallar el valor de:

(2D + (2)?

(x)? + (x,)?

Solucion:

De la primera ecuacion, por propiedades de las

raices de una ecuacion de segundo grado:

z, +z,=2\p*-2q (o)

z,z,= p’-2q )
de la segunda ecuacion:

X, +X,= -p ™

XX, = q )

el numerador de la expresion pedida es:
@)+ @)= (z,+2,) -2z,
remplazando(a) y (f)
2
@)+ @)= (Vp*-2q) -2 - 29)

=4(p*-2q) - 2(p* - 2q)

(z) + (Z) = 2(p* -29)
El denominador de la expresion pedida es:

(x)+ () = (x, +x,)" - 2xx,

(1 y (¢) en (2):
&)+ ()= (p)? -2q=p’-2q
Sustituyendo:

_2pi-20
p’-2q

Rpta.: E=2

14.- Hallar la ecuacion de segundo grado cuyas

raices son:

B U
Vo

a-b
Solucion:

Las raices de la ecuacion pedida son:

Va_ , Va_

= X. =
1 RS
Va +Na-b
Racionalizando las raices:

N (aAaw)

X

a-Va’-ab

a-(a-b) b
N (heih) _aedea

2

a-(a-b) b

La suma de raices:

a-VaZ-ab +al+\lalz-a1b _2a
b b

X1+X2=

b

El producto de las raices:

zz(am/a@_-ab)(a-\/az—-ab)

b b

XIX

_a’- (a’-ab) _ab _

b2 b2

Para hallar la ecuacion de segundo grado se

utiliza las propiedades de las raices:

2 _
x? - (X1+X2)X+X1X2—O

sustituyendo:

Va -Na-b

a
b
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Eliminado denominadores, resulta finalmente:

bx?-2ax+a=0

15.- Al resolver un problema que se reduce a una
ecuacion de segundo grado, un estudiante
comete un error en el término independiente de
la ecuacion y obtiene como raices 8 y 2. Otro
estudiante comete un error en el coeficiente del
término de primer grado y obtiene como raices
Oy-1

Hallar la ecuacion correcta.

Solucion:

Con los datos del problema se forma las ecua-
ciones equivocadas de los dos casos:

Primer caso:

x,=8; x,=2
luego:

X, +x,=10; xx, =16
la ecuacion seria:

x,-10x+16=0
Segundo caso:

x,=-9 ; x,=-1

X, +x,=-10 ; x;x,=9

la ecuacion seria:

X, +10x+9=0

Analizando las ecuaciones equivocadas de los dos
casos, se obtiene la ecuacién correcta, ya que el
primer término de las dos ecuaciones es correcto,
el segundo término independiente es el del segun-
do caso, por lo tanto la ecuacion correcta es:

x2-10x+9=0

16.- En qué tiempo haran A,B,C un trabajo juntos, si
A solo puede hacerlo en seis horas mds, B en una
hora mas y C en el doble del tiempo.

Solucion:

17.

Supongamos que los tres juntos demoran en eje-
cutar el trbajo “x” horas, entonces:

“A” demora (x+ 6) horas
“B” tarda (x+ 1) horas

“C” utiliza 2x horas

En una hora cada uno hace:

“A” : 1 de la obra
X+ 6
“B” — 1 dela obra
X+ 1
“«C” : S de la obra
X

La suma de lo que hace cada uno en una hora
debe ser igual a lo que hacen los tres juntos en
una hora:

1 1 1 1

— =

X+6 X+ 1 2x X

Eliminado denominadores:

2x(x+ 1) +2x(x+6) + (x+6)(x+ 1)
=2 x+6)(x+1)

efectuando:
2x2 42X 422 + 12X + X2+ Tx + 6 =2x% + 14x +12

transponiendo y reduciendo:

3x?+7x-6=0
factorizando:

GBx-2)x+3)=0
igualando a cero los factores:

3x-2=0 = x, =2
3
x+3=0 = X, =-3

- 2 -
La solucion es x, = 3 -y que la solucion:

X, = -3 no tiene sentido.

Rpta.: Los 3 juntos demoran % horas.

- Un grupo de abejas cuyo nimero era igual a la raiz

cuadrada de la mitad de todo su enjambre se poso
sobre un jazmin, habiendo dejado muy atras a 8/9
de su enjambre, solo una abeja del mismo enjam-
bre revoloteaba en torno a un loto, atraida por el
zumbido de una de sus amigas que cay6é impru-
dentemente en la trampa de dulce fragancia.
¢Cuantas abejas formaban el enjambre?.
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Solucion:

W,

Sea el ntimero de abejas del enjambre “x”.

La raiz cuadrada de la mitad del enjambre:

X
2
Los & del enjambre : 8 x
9 9

El total del enjambre es:

V1+§X+l+l=x (D
2 9

con la finalidad de simplificar la ecuacion, se

introduce:
—_AIX
Y=\3

x = 2y? ()
Sustituyendo en (I):
8 (291 +2=2y
y+ 9 Y )+ e=2y

9y + 16y? + 18 = 18y?
2y? -9y -18=0
La ecuacion tiene dos raices:

3

yl=6’ y2=—2

En (a):

x, = 2(6)* = 72

2
X, = z(- i) - 45
2

(No existe media abeja; no es valida)

Rpta.: El enjambre constaba de 72 abejas.

18.- Regocijanse los monos, divididos en dos bandos:

su octava parte al cuadrado se encuentra en el
bosque. Otros doce atronando el campo estan.
¢Sabes cuantos monos en total hay en el grupo?

Solucion:

[73% 1)

Sea “x” el numero total de la manada.

2
Su octava parte al cuadrado es <%>
Por lo tanto:

2
(£>+12=x
8

Eliminado denominadores e igualando a cero:

x2-64x + 768 = 0
factorizando:

(x-48)(x-16)=0
Las raices son:

x, =48, x,=16

Rpta.: El problema tiene dos soluciones positivas:
en la manada puede haber 48 6 16 monos.
Las dos soluciones satisfacen las condi-
ciones del problema.

19.- Una mujer compré un cierto numero de naran-

jas a 18 soles . Al dia siguiente, le hubieran dado
60 naranjas mds por el mismo dinero, con lo
cual hubiera resultado un centavo mas barata
cada naranja. ; Cuantas naranjas compro?.

Solucion:

73t}

Sea “x” el nimero de naranjas.

1 800

centavos.

El precio de una naranja es

En el segundo dia habria comprado naranjas al

. 1800
prec10 de. centavos.

X+

El ahorro es 1 centavo, luego se puede escribir la
siguiente ecuacion:

1 800 1 800

X x+60=

1 800(x + 60) - 1 800(x) = x(x + 60)
1 800x + 10 8000 - 1 800 = x*> + 60x
x? + 60x - 108000 = 0
factorizando:
(x + 360) (x-300)=0
x, = 300

x, =-360 (No es solucion)

Rpta.: La mujer compro 300 naranjas.
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20.- En una fabrica se gasta diariamente, para los jor-
nales de 42 obreros, hombres y mujeres, la can-
tidad de S/. 4 320. Los jornales de los obreros
suman tanto como los de las obreras. Calcular el
numero de éstas, sabiendo que el jornal del
hombre excede en 30 soles al de la mujer.

Solucion:

[73 1)

Sea “x” el numero de obreros, el numero de obre-
ras serd: (42 - x).

Siendo la suma de los jornales de obreros y obreras
iguales, cada uno de ellos sera:

@4160

de donde:

El jornal de cada hombre es:

2160
X

2 160

El jornal de cada mujer es:
2-X

Por condicion, el jornal del hombre excede en 30
soles al de la mujer.

Entonces:

2160 2160

- =30
X 42 -x

2 160(42 - x) - 2 160x = 30(x)(42 - x)
72(42 - x) - 72x = x(42 - x)
3024 -72x-72x = 42x - X2
x?-186x +3024=0
factorizando:
(x-168)(x-18) =0
x, = 168 (absurdo: excede el total)

x, =18

x = 18 hombres
42 -x=42- 18 = 24 mujeres

Rpta.: Hay 24 obreros

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Hallar una raiz, al resolver:

(x-a)* + (x-b)* 41

=— (a-b)?
(x-a) + (x-b)? 20
a-b 3b+a 3a-b
V5 P o=
d)3a+b e).91-3b
2 2

2. Dar la suma de las raices de la ecuacion:

Vox?-15x -7 + V4x?-8x-11
-N2x2 -5x+5= 2x-3

2L w2 ol a3 o2
2 2 2 2 2

3. Dar una raiz al resolver:

V2x-1 + V3x-2 = V4x-3 + V5x-4

1

1 2
a)? b)? @) =1 d)3 e) 1

4. Al resolver se obtiene como producto de las raices
de la ecuacion:
2% -3x*+x+1 _ 3% -x*+5x-13

2x3-3x%2-x-1 3x3 -x2 - 5x + 13

a) 40 b) 0 9)
7

s
40 40 7

1/13 \q 1/132
E=\— + + \|[—
q p a

si las raices de la ecuacion.
ax? + b(b -2Va ) X + b? = 0 estdn en la relacion

de p/q

5. Calcular:

a) l b) -1 c)2 d) -2 e) 0
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6. Si las raices de la ecuacion de segundo grado:
2 2
(1-q+%)x2+p(l+q)x+q(q— 1)+%=0

son iguales. Calcular E = p%q.

) 1 b) 4 ol ol o2
4 2

7. Si una de las raices de la ecuacion x* + px + q =0
es el cuadrado de la otra, calcular el valor de:

E=p*-qGp- 1) +¢’

a) p b) q c) 0 d1 e) -1

8. Calcular “a” de manera que las 2 ecuaciones:
(Ba-2)x*-(a-Dx+2=0
2b+ Dx*-5x+3=0

tengan las mismas raices.

o1l
3

a2 pl oI

a3
3 3 3 3

9. En la ecuacion ax? -(a - 5)x + 1 = 0, el producto
de las raices es igual a la diferencia de las mis-
mas. Hallar la mayor raiz.

1

a) L b) L 9) L
3 2 4

d) L e)
6 5

10.Dar la ecuacion de segundo grado cuyas raices
sean iguales a cada una de las raices de la
ecuacion:

ax’+bx+c=0

aumentada en la inversa de la otra raiz, de esa
misma ecuacion.

a) ax* +(c+a)x +(c+a) =0

b) acx? + b(c - a)x +(c +a)? =0
c)acx?+b(c+a)x+(c+a)=0
d) acx? +bx +(c + a)* =0

e)acx? +(a + b)x +(c +a)2=0

11. Para qué valor de “m” las raices de la ecuacion:

x*+3x  m-1
5% + 12 m+ 1
seran iguales en magnitud, pero de signos con-
trarios.
a) 2 b) 3 o1 d) 4 e)5
12. El resolver, una raiz sera:
1 1 1 1
+ = =
Xx-a XxX-b a b
ab ab
a) b) c)a-b
a+b a-b
d)b-a e)a+b

13. Determinar “m” en la ecuacion:

x?-(3m - 2)x +(m?- 1) = 0 de modo que una raiz
sea triple de la otra.

o 1L g4

wil o

a) l
14 14 11

14. Calcular el valor de:

E=(1+V2) + (1-42)

a) 6 b) 14 c) 82 d) 478 ) 198

15. Calcular una de las raices de las ecuaciones:
xX2+px+q=0, X2+px+q=0

si ellas tienen una raiz comun.

Pq-Pq Pq - Pq pPq - Pq
a) ———— b) ———— ) ———

q-q q-q q-q
d L4 O N

P-q pPq - pq

16. Dadas las ecuaciones:

x*+pq+q =0
xX*+px+qQ° =0
x*+p’x+q=0
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17.

18.

Hallar:
_p+p+p’
q + q7 + q”

E

sabiendo que p y q son raices de la primera, p’ y
q son raices de la segunda y p” y q” son raices de
la tercera.

1

a) I
2

-1 ol a-1 o1
2 3 3

Se han sacado 9 litros de un barril lleno de vino,
después se han llenado con agua y de esta mez-
cla se han sacado otros nueve litros, y el barril es
nuevamente llenado con agua. Si la cantidad de
vino que queda en el barril es a la cantidad de
agua que se le ha anadido como 16 es a 9. ;Qué
capacidad tiene el barril?

a) 42 b) 49 c) 45 d) 46 e) 48
Dos ciclistas parten al mismo tiempo de dos
puntos A y B distantes 320 km ; uno de A en di-
reccion a By otro de B con direccién a A. El pri-
mero recorrio 8 km mads por hora que el segun-
do y el namero de horas que demoraron en en-
contrarse esta representado por la mitad del na-
mero de km que el segundo recorrié en una ho-
ra, jcudl es la distancia recorrida por el primer
ciclista?

19.

20.

a) 180 km b) 160 km ¢) 190 km

d) 182 km e) 192 km

Un grupo de hombres formados en cuadro de
manera que el marco lo constituiran tres filas de
hombres. Se observé que anadiendo 25 hombres
se podia forrar un cuadro lleno, en el cual el
numero de hombres de cada lado excederia en
22 a la raiz cuadrada del numero de hombres
que habia en el lado mayor del primitivo. Se
pide hallar el ntumero de hombres del lado
mayor del primitivo.

a) 81 b) 144  ¢) 64 d) 25 e) 49
Dos campesinas llevaron al mercado 100 naran-
jas en total, una de ellas tenia una cantidad ma-
yor de naranjas que la otra, no obstante ambas
obtuvieron de la venta iguales sumas de dinero.
Una vez vendidas todas, una de ellas, dijo a la
otra: Si yo hubiera llevado la misma cantidad de
naranjas que tu, habria recibido 15 soles. La se-
gunda contesto: Si yo hubiera llevado las tuyas
habria obtenido 6 2/3 nuevos soles. ;Cuantas
naranjas llevo la primera campesina?

a) 42 b) 49 c) 45 d) 46 )48
CLAVE DE RESPUESTAS
1) C 2)D 3)E 4)B 5) C
6) B 7 C 8) D 9) A 10) B
11) D 12) E 13) E 14) D 15) C
16) B 17) C 18) E 19) A 20) C
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ECUACIONES REDUCTIBLES A
CUADRATICAS

ECUACIONES BICUADRADAS
Son aquellas ecuaciones de cuarto grado de la forma:
axt + bx* + ¢=0

Una ecuacion bicuadrada se resuelve:

a) Factorizando e igualando a cero, ¢

b) Haciendo x? =y, lo que transforma a la ecuacion
bicuadrada en una ecuacién de segundo grado
de la forma:

ay’ +by +¢c=0

cuayas raices son:

y _-b+\b?- 4ac

! 2a

_-b -\b? - 4ac

2 2a

pero: x* =y; luego x = = \/y_

Sustituyendo el valor de y:

-b + Vb? - 4ac

X, =+
1 2a

-b +Vb? - 4ac

X, = -

;

-b - \b? - 4ac

HET 2a
-b - \b? - 4ac
T ONT T 2m

Se observa que las raices son dos a dos iguales pero
de signos contrarios.

PROPIEDADES DE 1LAS RAICES DE UNA
ECUACION BICUADRADA

1° SUMA DE RAICES.- La suma de las raices de
una ecuacion bicuadrada es siempre igual a cero.

x1+x2+x3+x4=0

2° PRODUCTO DE RAICES.- El producto de las
raices de una ecuacion bicuadrada, es igual al tér-
mino independiente, con su propio signo, dividi-
do por el coeficiente de “x*” es decir:

X X

1 - 2 3° 74 4

3° La suma de los productos binarios de las raices

es igual al coeficiente de “x*” entre el coefi-

ciente de x*, es decir:

)
XIXZ + X3X4 = ?

FORMACION DE UNA ECUACION BICUADRADA

Para formar una ecuacion bicuadrada se utiliza la
expresion:

xt(xx, + xx )X + (x,x,%,x,) = 0

EJERCICIOS RESUELTOS

<X+1+§> (x—1+§)=35
X X

Solucion:

1.- Resolver

Escribiendo de la siguiente manera:

[<x+%)+l] [( x+%)_1] =35

efectuando operaciones:
(x+& )2- 1=35
X

2+16+0F 1235
2

de donde:
x*-20x2+64=0

factorizando:
(x2-160)(x*-4)=0

Rpta.: x, =4
2

2.- Resolver la ecuacion bicuadrada:
ctxtr c? (@-bH)x?-a?h? =0
Solucion:

Aplicando la formula de ecuacion de segundo
grado:
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W
“

-2 (a2- b?) = V[c2(a?- b?)]2 + 4c*a?b?

2

X° =
2ct
L, -2 (a2- b?) £ ct(al - b)? + 4cta?h?
X =
2ct
) -c(a?-b? +c? \/(a2 - b?)? + 4a%b?
X =
2ct
, ¢ [-(@*-b?) =VNa?+ 2a’h? + b
X" =
2ct
5 [ -(a2-b?) = (a’+ b?)]
X =

2c?

de aqui, se obtiene las cuatro raices que son:

X—+b'x—ai
! c 2 ¢
x,=+2 s x =2j
2 c T

73 })

Determinar “p” en la ecuacion x* - px + 14 = 0
para que la diferencia de los cuadrados de las
raices sea igual a 21.

Solucion:

Siendo x, y x, las raices de la ecuacion de segun-
do grado se puede plantear.

Por dato: x? - xi =21 (D)

L+ X, = +p 2)
Por propiedades
X x,= 14 3)

De (1): (x; + x,)(x;, - x,) =21 4)

dividiendo (4) por (2):
_2L

- (5)
1 2 p
de las ecuaciones (2) y (5):
21
P+3
X, = ——
2
_21
X, = P P
P2

sustituyendo en (3):

p+2k p+2l
( 2p ) ( zp )=14
bt 1

pZ
p*-56p?-441 =0

=56

factorizando:

(p*-63)(p*+7) =0

Y
b= = VT

Rpta.:

4.- En la ecuacion bicuadrada, determinar “m” con la

condicion que las raices de:
x-Cm+4) x2+(m+1)2=0
estén en progresion aritmética
Solucion:
Sean las 4 raices en progresion aritmética:
X, = a-3r X,= a-r

X, = a+3r

X,= a+rT 4

3

Por la propiedad de la suma de raices:

x1+x2+x3+x4=a-3r+a-r+a+r+a+3r=0

de donde se obtiene: a = 0
por lo tanto, las raices son: -3r, -1, r, 3r. Conocidas
las raices la ecuacion es:

E+3NE+1)x-1)(x-3r) = x*- Gm + 4) x?

+(m+1)2
efectuando, se obtiene:

x*-10rx? + 9r* = x*- Cm+4)x?+ (m + 1)?

identificando coeficientes:

10r? = 3m + 4 (o)
Or* = (m + 1)2 ®
Extrayendo raiz cuadrada en (f3)
3rr=(m+ 1)
2o m+ 1
3
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sustituyendo este valor en (a):

IO(m;1)=3m+4

10m + 10 =9m + 12

m=2

5.- Resolver:

( X
x-1

Solucion:

)+ ()%
+ -
X+ 1 9

Efectuando:

2 x? 10

X

+
x-1? x+1)?* 9
Eliminando denominadores:
Ox? (x+ 1)2+9x2(x-1)2=10(x- 1)? (x + 1)?

O [(x+ 1)+ (x-1)21=10[(x- D+ 1]?

aplicando Legendre en el primer corchete, y efec-
tuando:

ox? [2(x*+ 1)] =10(x*- 1)?
18x2(x%2+ 1) =10(x*-2x2+ 1)
18x*+ 18x? = 10x* -20x? + 10
8x* +38x*-10=0
dividiendo entre 2:

4x* +19x2-5= 0

4x? -1

>

x? +5
(4x?-1) (x*+5)=0
Igualando cada factor a cero:

42.1=0 = X, = i%
x2+5=0 = X, = :\/S_i
6.- Resolver:

(x+1)°-(x-1)°=8x*+30x2-6

Solucion:

Efectuando las potencias:

(x°+5x*+ 10x3 + 10x% + 5x + 1) - (x°- 5x*+ 10x3
-10x%+ 5x - 1) = 8x* + 30x* - 6
reduciendo términos semejantes:
10x* + 20x? + 2 = 8x* + 30x% - 6

2xt-10x*+8=0

simplificando y factorizando:
x-49)x*-1)=0

cada factor se iguala a cero

x?-4=0 =

ol
]
+
\9]

Il
I+
—

x*-1=0 = X,

ECUACIONES RECIPROCAS

Son aquellas que tienen los coeficientes de los térmi-
nos equidistantes de los extremos iguales en valor y
en signo. Su forma general es:

Axt*+Bx>+ Cx2+Bx+A =0

Reciben este nombre porque no varian cuando se

731}

sustituye “x” por su reciproco “1/x”.

La resolucion de este tipo de ecuaciones se muestra
a través de los ejercicios.

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Resolver
2xt-x3-6x2-x+2=0
Solucion:

Para resolver una ecuacion reciproca se procede asi:
Se divide todo por x*:

wox-6-L 120
x X

Agrupando adecuadamente:

2(X2+i—2)-(x+1;)—6=0 (A)
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Haciendo: Solucion:
N y (B) Agrupando ast:
X
X+D-4x X +1D)+3x%(x+1)=0
por lo que:
factorizando:
2+l yr-2
x?2 x+DE-C+x?-x+1) -4x(x+ DD(x2-x+ 1)
Sustituyendo estos pardmetros en (A): +3x*(x+1)=0
2y?-y-10=0 E+DE-C+x?-x+1-43+4x%-4x +3xH) =0
de donde:

(x+DEY-5x°+8x2-5x+1)=0
y,=-2;y,=572
igualando a cero cada factor:
Sustituyendo estos valores en (B):

MHx+1=0 = x,=-1 )
1) x+ 1_. 2
X (2) x*-5x%+8x*-5x+1=0 (ec. reciproca)
x,=-1; x,=-1
dividiendo por “x*”:
1 5
2) X+—==
x 2 X2—5X+8—i+%=0
1 X X
X;= 2 X, =—
2 agrupando:
2.- Resolver la ecuacion: <X2 . Lz) i 5<X . L) 4820
X X
3x3-13x? + 13x-3=0
Solucion: haciendo:
Agrupemos convenientemente: X + 1 y 5 X%+ 1—2 =y*-2
X X
3(x>-1) - 13x(x-1) =0 ) . .
sustituyendo estos cambios en la ecuacion:
factorizando:

y2-2-5y+8=0
3(x-D(x?+x+1)-13x(x-1) =0

v -5y+6=0
x-13Bx*+3x+3-13x) =0
(x-1Bx%-10x +3) = 0 y:Si— 25 - 4(0)
2
Igualando a cero cada factor:
y,=3:y,=2
-1=0 =1
x - & Sustituyendo los valores de y:
3x2-10x+3=0 = X,=3 1
A x +—=3
1 X
Xy =+ =
3 x2+1
3.- Resolver la ecuacion: < 3
X -4xt+3x3 +3x2-4x+1=0 x> +1=3x
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igualando a cero

x2-3x+1=0
resolviendo:
3+ \V9-4
X =
2

Por lo tanto:

1

3+\/;
X=27

345
XZ—T

B) Ademas: x + % =2

2
X+1=2

x2+1=2x

igualando a cero:

x2-2x+1=0
resolviendo:
2+ N4-4
X =
2
Xy = 1= X,
4.- Resolver:

X +8x°0+17x° +Ox*+Ox° + 17x* +8x + 1 =0

Solucion:

Este es un proceso especial de reciprocas y so6lo se
aplica a las expresiones de grado impar y admite
la raiz x = -1.

Aplicando Ruffini para obtener el otro factor:

1 +8 +17 +9 49 +17 +8 +1
|
-1 -1 -7 -10 +1 -10 -7 -1

1 +7 +10 -1 +10 +7 +1|l

La ecuacion factorizada sera:
X0+ 7x°+ 10x* - x>+ 10x2+ 7x + 1)(x-1) =0
Igualando cada factor a cero:
x-1=0 =

x, =1 (primera solucion)

x0+ 7x°+ 10x*- x>+ 10x?+ 7x+ 1 =0

que es una ecuacion reciproca de grado par, que
dividiendo entre x°:

7

X3+7X2+10X—1+£+—+L
x x* x

=0
agrupando los términos de igual coeficiente:

<X3+L3)+7<X2+1—2)+10(X+L>—1=0
X X X

haciendo:
1 _
X+ =Y )

elevando (1) al cuadrado:

2 1 _
X“+ 2+ ; =y
x4 A= yr-2 )
X2
elevando (1) al cubo:
X3+3x+i+i3=y3
X X
X3+L3+3(X+1—> =y> (3)
X 1
Sustituyendo (1) en (3):
X3+1—=y3—3y )]
3

Sustituyendo (1), (2) y (4) en la ecuacion:
(y3-3y) + 7(y2-2) + 10y - 1= 0
v -3y +7y*-14+10y-1=0
V+ 7y’ +7y-15=0

aplicando evaluacion para factorizar:
Paray = 1.

VN. = (1) +7(1)?+7(1)-15=0
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dividiendo por Ruffini:

1 +7 +7 -15

I
1 +1 +8 +15

+15 [g

Luego, el polinomio factorizado es:

1 +8

(y-D(y*+8y+15)=0
y-Dy+3)y+5=0

igualando cada factor a cero:

y-1=0 = y =1 (a)
y+3=0 = y=‘3 (b)
y+5=0 = y=-5 (©)

[7t)

Sustituyendo “y” por x + %

(a) x+%=l;x2-x+l=0
1=+ \/;i
e X=—
2 2
(2% y 3% solucion)
(b) x+%=—3;x2+3x+1=0

2 2

X
(4% y 5* solucion)
(©) X+% =5 x*+5x+1=0

3+\25-4 X=5¢Vi

2 2

X =
(6*y 7% solucion)

ECUACIONES BINOMIAS Y TRINOMIAS

A) Se denomina ecuaciones binomias a aquellas
ecuaciones enteras que solamente tienen dos tér-
minos. Son de la forma:

Ax"+b=0

Para resolver se factoriza y se iguala cada factor a
cero o se utiliza la formula de Moivré.

B) Ecuacion trinomia es aquella ecuacion entera que
tiene solamente 3 términos; de los cuales, dos tienen
incognitas y en ellos los exponentes de la incognita
son el uno duplo del otro, son de la forma:

ax’n+bxn+c=0

Para resolver, se factoriza y se iguala a cero cada
factor o se hace el cambio de variable x" =y, con
lo cual la ecuacion toma la forma de una ecuacion
de segundo grado y de ésta, se obtiene dos ecua-
ciones binomias.

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Resolver: x3-27=0

Solucion:

Factorizando el primer miembro:
(x-3)(x2+3x+9) =0

igualando a cero cada factor:

a) x-3=0 = x=3

1+ N271

b) x*+3x+9=0 ; x=

2
Rpta.:
3+3 V3
X,=3; Xz ——
2
3-343i
X, = ——————
’ 2

2.- Resolver: x*+ 625 =0
Solucion:
Factorizando; para lo cual se suma y resta 50x*:
(x* +50x% + 625) - 50x*> = 0
(x? +25)% - (@x)z =0
(X2 +25+ @X)(Xz +25 - %X) =0
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igualando a cero cada factor:
x2+\V50x +25=0

—\/5)( +25=0

resolviendo se obtiene cuatro raices:

( 5v2 5v2

Xl——(l x3——<1-)

i
Rpta.: {

5V2 5V2

Xz——(l i) X4——(1—1)

\

3.- Resolver: x’> - 243 =0

Solucion:

« 77

Despejando el valor de
X5 =243 ;X = 3 \5/17

las raices seran las raices quintas de la unidad
multiplicadas por 3, aplicando MOIVRE:

\5/17= \5/1+Oi = \/cosO+isenO

(0+2kn) . (O+2kn)
=cos (———— ) +isen[—
5 5

Para K = 0:

cos0+isen0=1

Para K = 1:

a0 _N5-1 , N10+2V5

2m .
cos 5— +1Sen

5 4 4

Para K = 2:

4 4an V541 N10-245
COS — + sen — = - + i

5 5 4 4
Para K = 3:
cos6—n+1sen6i=-\/;+1-i 10_2\/;

5 5 4 4
Para K = 4:

st . 8t _ \5-1 . N10+2V5
Ccos —— + 1isen = + i

5 4 4

+1V10+2\/;

4

+i\l10-2\/;

4

10 -2V5

4

e
X, =3
=3 \/:-1
\/57+1
X3=3 - :
Rpta.:
\/5_+1 .
x4=3 - p -
V5 -1
x5=3 p -

4 .- Resolver: x8 - 15x*- 16 =0
Solucion:

Haciendo x* = y se obtiene:

y*-15y-16=0

de donde:

i\110+2\/5_
4

(y-16)(y+1=0

Se tendra:

x*-10)x*+1)=0

igualando cada factor a cero:

a)x*-16=0

x+2)(x-2)x+2D(x-21)=0

de donde:

b)x*+1=0
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aplicando MOIVRE: EJERCICIOS RESUELTOS

X = i/cos 180° + i sen 180° 1.- Resolver la ecuacion:

(180°+2k3'c> . (180°+2kn>
= Cos — +1senT

Para k = 0:

\/7

X. =C0s45° +isen45°=—" (1 +1)

5

Parak = 1:

\/_+

X, =C0s 135° +isen 135° = - 2—

[\)
N‘,\ﬁ

Para k = 2:

X, =CO0S 225° +1isen 225° = -

(I2x - 1)(6x-1)(4x-1)3Bx-1)=5
Solucion:

Multipliquemos ambos miembros por 24 y aco-
modando este factor a los factores segundo, ter-
cero y cuarto de manera que aparezca 12 en cada
uno de ellos:

(12x - D[2(6x - D][3(4x - D][4(B3x - 1)] =5.24
(12x - 1)(12x -2)(12x - 3)(12 - 4) = 120
haciendo:
12x =y o
entonces:
(y-D(y-2)(y-3)(y-4) =120

La tnica alternativa que queda es efectuar el pro-
ducto; éste se debe realizar de tal modo que se

generen términos comunes en los productos
«l obtenidos. Ordenando en forma conveniente:
2

(y- D@ -Hy-2)(y-3)=120
Para k = 3:
(y?- 5y + ) (y*- 5y + 6) = 120

Xq = €0s 315° +isen 315° = - - 5 1 haciendo:
\/— y:-5y =1z In
-2 -9
2 (z+4)(z+6)=120
’ 22+ 10z + 24 =120
X=-2, X=2, X=Zi,
1 2 3 z2+10z-96=0
X, =-2i

(z+16)(z-6)=0

Rpta.: { \/2_

. 2 :
X, = 2(1+1) x6=—3—1+1) A z-6=0 = z=06

B) z+16=0 = z=-16
T
\ 2 Sustituyendo valores en (II):
Para z = 6:
ECUACIONES QUE SE RESUELVEN )
MEDIANTE ARTIFICIOS y -5y=6
y?-5y-6=0

Mediante el empleo de incognitas auxiliares se llega

a una ecuacion de una forma conocida. (y-6)y+1 =0
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de donde se obtiene:

y, =6, y,=-1

Sustituyendo en (1)

y =6:
12x=6
oL
2
y=-1
12x=-1
ok
12
Para z = -16:
y* -5y =-16
y*-5y+16=0

5+ V25-4(16)  5+N39 i

2 2

Sustituyendo en (I) valores hallados de y:

(A) mx=§:322_ —  x o 2*+N39i

? 24

5-4391 5 -39

B) 12x="--"2""- = X, =
2 24
1 ) 5+N391
T3 0 ST T or
Rpta.:
1 . 5 -N39i
NI Nt

2.- Resolver:

3x2-7+3\V3x%-16x + 21 = 16x

Solucion:

Transponiendo términos e igualando a cero:

3x2-16x-7+3\V3x*-16x+21=0

(B3x2-16x +21) - 7-21 + 3\3x*16x + 21 =0 (I)

haciendo:

V3x2-16x + 21 =y
3x2-16x + 21 = y? (11)
considerar y > 0; sustituyendo en (I):
y*+3y-28=0
+Dy-4=0
a) y+7=0= y=-7

(Solucion que no satisface porque el radical tiene
signo positivo).

b) y-4=0 = y=4

pero por (II):
3x2-16x +21 =16
3x>-16x+5=0

Bx-1DEx-5=0

de donde: X1=L ; X, =5

3.- Resolver:

1’X2—2X+14 . 4’X2+4X+2 _>
X +4x+2 x*-2x+ 14

Solucion:

Notar que cada término irracional es el inverso
del otro; por lo que se hace:

1/ 2 2x+ 14
$=y 1)
x>+ 4x+ 2
1’X2—2X+14 1
X+ 4x+2 y

Se observa que 3x? - 16x es una cantidad que se
repite y para conseguir la cantidad subradical se

debe sumar 21; sumando y restando 21: siendoy > 0
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Sustituyendo en la ecuacion: de donde:
y+g =2 y=2: y-1
a) Paray = 2:
y?+1=2y 5
v -2y+1=0 2+x
(y _ 1)2 =0 7 x =
y=1 2 +x
=32
Sustituyendo en (1): 2-X
2 +x=04-32x
1’X2—2X+14 -1 33x = 62
X +4x+2 62
X, = ——
x*-2x+ 14 1 b33
X+ 4x +2 b) Paray = 1:
X2-2x+ 14 =x?+4x+2 >
luego: 2 +x
6x=12 ; x=2 2-x
4.- Resolver: 2 +x
o =

i/(2+X)2 +2i/(2—x)2 S *

. 2+x=2-Xx
Solucion: ] %= 0
Dividiendo toda la ecuacion entre V4 - x?: < =0

1
Yo+ 282-02 Rla-x
+ = Rpta.: x=£ ; x,=0
V4 - x2 V4 - x2 V4 - x2 b33 :

5.- Resolver la ecuacion:

X

5 5

'\/%Jrz'\/(z’ix)zﬁ V3x2-4x+34 + \3x2-4x-11=9
2+x)(2-x) 2+x)(2-x)

Solucién:
5 5
/ / _ Haciendo:
2+x .2 2-x _3
2-x 2+x 3x2-4x +34=A
haciendo: 3x2-4x + 34 = A? (D
5 5
2ix . ’ 2-x 1 También haciendo:
2-x ' 2+X y 3x3-4x-11=B
se tendra: 3x3-4x-11=B )
2
y+ ? =3 restando las ecuaciones (1) - (2):
y2+2 =3y A2-B?=45 3)
Y -2y+2=0 ademas segun la ecuacion propuesta:
(y-2(@F-1=0 A+B=9 4
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Dividiendo la ecuacion (3) por la ecuacion (4),
se tiene:

A-B=5 (5)

De las ecuaciones (4) y (5) se obtiene:

A=9+5 =7
2
B=9;5=7
2
En (1): 3x*-4x+34=7?2
3x2-4x-15=0
Bx+5x-3)=0
de donde:
X, = -% ; %, =3
En (2): 3x*-4x-11=22

3x2-4x-15=0

que es igual a la ecuacion anterior, luego las solu-
ciones son las mismas.

5

Rpta.: xlz-? ;o x,=3
Resolver:
X ( Vb2-x2 + V- x2 ) =bc

Solucion:
Elevando al cuadrado ambos miembros de la
ecuacion:

XZ( b2-x2+ c2-x2 +2\Vb*-x? Vei-x? )

= bc?

efectuando:

(b? + A)x?- x*- x*+ 2x% Vb?- x* Nc?- x? = b*c?
transponiendo términos:

-x*t 4+ 2x2 \Vb?2- x2 Ne2- x2 = b2 - (b2 + cA)x? + x*
factorizando el segundo miembro de la ecuacion:

xP+ 2x2 Vb2 - x2 VNe2-x2 = (b?- x2)(c? - x2)

Igualando a cero:
x4 2x2\Vb? - x2 Ne2-x2 - (b2 - xD)(c?-x%) =0
efectuando cambio de signos:

x* - 2x2\b%-x2 Ve2-x2+ (b2-x2)(c2-x2) =0

el primer miembro es un trinomio cuadrado per-
fecto, igual a:

(-Vbr-x Veox ) =0
sacando la raiz cuadrada:

- b-x2 V2o x =0

2 =\Vb2-x2 Vet-x2

elevando al cuadrado:

xt =b%c? - (b%2+ A)x? + x*
2o b ___be
b?+ ¢? b2 + 2

7.- Resolver:

Yox | Saex W
a X b

Solucion:

Sacando el factor comun en el primer miembro:

VM—X(LA_):VX_

a X b

m(w_x)zﬂ

ax b

I3 )

Elevando a la potencia “n” a sus miembros:

a+x \? x
(a+X)(—aX >—§

(a+x)™  x

atx" bn

(a + X)n+l an

n+l n
X b
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[y 8
(206

aplicando raiz (n + 1) a ambos:

a a\"
a 1= a
x (b)
n+l
a a\"
a _ 2) 1
X ( b )
Rpta.: x= a
n+1
() -
b
8.- Resolver:
4 [(x2-16)%* + 8] = x>+ 16(x>- 16)V*
Solucion:
Haciendo:
(XZ_ 16)1/4 =y
(Xz _ 16)3/4 — y3
x?-16=y*
de donde:
x?=y*+ 16 (D

Sustituyendo estos valores en la ecuacion propuesta:

4 (y’+8) =y*+ 16 + 16y
4y +32 =y + 16 + 16y
yt-4y? + 16y - 16 = 0
factorizando por agrupacion:
Y+ -4 -4y(y*-4) =0
G- DF*+4-4y)=0
igualando cada factor a cero:

a y*-4=0 = y==z2

sustituyendo en (I):
x2=2+16=32
x=+32 = +4\2

b) y?+4-4y=0 = (y-2)=
y=2

sustituyendo en (I):

X= + 4\/; (la misma solucion)

.- Resolver:
1+x - \N2x+x? =a3(V2+X +\/;)
1+x  +V2x +x? V2 + x —\/X_
Solucion:

Multiplicando por 2 numerador y denomi-
nador del primer miembro y agrupando conve-
nientemente:

2 +2x - 2N2x + X? (\l2+x +\/_)
2 +2x + 2\2x + X2 N2 + x -\/;

que se puede escribir como:

2+x)-2V(2 + x)x+ x =a3<\12+x +\/X_>
Q2+x)+2V(Q2 + )x+ x V2 + X —\/;

Numerador y denominador de la primera frac-
cion son trinomios cuadrados perfectos que se
pueden escribir asi:

V2+x+\/; V2 + x —\/;

transponiendo:

(V2+X-\/X_> 2
V2 + x +\/X_

sacando raiz cubica a ambos:

V+X-'\/X7 a
Vax+x 1

[\

ol
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por propiedad de proporciones:

2N2 +x a+1

2V a-1

Simplificando y elevando al cuadrado:
24X _ (a +1 )2
X a-1

2 (a+1)2
—+1=
X a-1

2 _ (a+1)2_1
X a-1

£= (a+ 1?-(a-1)?

X (a-1)?
2 _ 4a
x (a-1)?
(a-1)?
X =
2a

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Hallar el valor de “m” si las raices de la ecuacion

bicuadrada:

xt-(m+4)x*+4m=0

estdn en progresion aritmeética.
a) 15 b) 17 <) 36 d) 26
2. Resolver la ecuacion:

2+l - pal
5 b?

a) b2 b);— J—= 4

bZ

3. Calcular una raiz de la ecuacion:

e) 41
1
e)-b—z

5 5
\/20—20X+X2 + \/13+20X—X2 =3

a) -19 b) 2 c) -2 d) 19

4. Resolver y dar una raiz de:

V2x2+ 1+ V2x2-1 = 2

\3 - 2x?

A f 10 13
a) ﬁ b) 1— C)

4-

e)3

5. Resolver la ecuacion:

x*-5x2-6x-5=0

1+V2 b 1-\2 14V2 i
2— C)—4

2

a)

1-\2 i
d) ——

2

e) 1l

. Resolver la ecuacion:

I\I/; + 6 r{l/x_= 5 2m\/n xm+n

a) m-n '—62mn b) m+n r—zmn C) m+n,—}an
d) m~\>n,6mn e) m*\>n,22mn

. Resolver la ecuacion:

%/az +x2 + %/az - x? _ a’

i/az +x2 o+ %/az x2 b
334 + b4 b) 334- b4 C) a l 334- b4
a*+ 3b* a*- 3b* a*- 3b*

334 + b4 6) b a4 + 3b4
at+ 3b* N 3a%+ b
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8. Resolver la ecuacion:

L 1 1 1

2 2 2 2 2 2
(x-a) (x-b)-(x-0)(x-d) =(a-c)(b-d)

1

ad + bc ad - bc ad - be
) —— == b c)
a+b+c+d a+b+c+d a-b-c+d
Q ad + bc ) ad + bc

a-b-c+d a-b+c-d
9. Resolver la ecuacion:

1+xt=7(1+x)*

3+\/;

eVl 5V
2 2

3+45 o 3.5
5

2

10. Hallar una de las raices de la ecuacion:

3x2(x2+8) + 16(x*-1) =0

a)-% DI o-1 d)2

e) -2

11. Hallar una de las raices de la ecuacion:

x° - 4x* - 10x3 + 40x? + 9x - 36 =

a) 5 b) -5 c) 2 d) -2

12. Resolver:

0

1x+ D(x-3) . 1(x +3)(x-5)

e) 4

5(x+2)(x-4) I9(x +4)(x - 6)

2(x + 5)(x -

7)

13(x + 6)(x -

8)

a)1+\/; b)l-\/9_ c)1+\/ﬁ

d) 1+ V19 i e) 1-NV19 i

13. Resolver: i/x +27 + i/55 -x =4

a)26 b)-54 o) -26 d) 14

e) -14

14. Resolver:
12x° - 8x*-45x% + 45x? + 8x - 12 =0
a) -1 b) -2/3 c)-32 d)12 e) 2
15. Una de las raices de la ecuacion:
\7/; + Q/Xi= 3 3\5/5
( 3-\5
2

tiene la forma: ) Calcular “n”

a) 7 b) 5 c) 35 d) 2 e) 3

16. Resolver la ecuacion:

Ux + Vx+343=7

a) 343 b)7 o-343 d) -7 e) 0

17. Resolver la ecuacion:

4\J\/;+x V V 5-x
\/_

REERES [ERRS CHRIR I )2
4 2 2 3 3

18. Resolver la ecuacion:

4‘

P m 2x2Vx*t -1 +2(x2+ 1)
xt-x2+Vx*-1 =

4

w% b)dE o5 d)-£ \f

2

19. Resolver la ecuacion:

2/18+x + i/IS-X = 3

a) 14 b) 18 o-14 d)17 )19

CLAVE DE RESPUESTAS
1) C 2)B 3)D 4)B 5)D
6) E 7) D 8) C 9)B 10) E

IDE 12)C 13) C 14) E 15) C

16) E 17) B 18) D 19) A
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SISTEMAS DE ECUACIONES DE
SEGUNDO GRADO

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Resolver el sistema:

2.

x+y=12 @D)
xy =35 @)
Solucion:

Dada la suma y el producto de dos numeros, se
puede formar una ecuacion de segundo grado de
acuerdo a la propiedad de las raices de una
ecuacion de segundo grado; entonces, sean “x” e
“y” las raices de la ecuacion:

t?-12t +35=0
factorizando:
(t-7)(t-5)=0

=7y =5

siendo 7 y 5 las raices se tendra:

x=7, y=5
o:
x=5,y=7
Resolver el sistema:
x+y=10 )
x? +y? =58 (I1)

Solucion:

Como se conoce la suma, se busca el producto
para formar ecuacion de segundo grado.

Elevando el cuadrado la ecuacion (1):

x? + 2xy + y* = 100 (11D
Sustituyendo (II) en (I1I):

2xy + 58 = 100

xy =21 (v)
De (I) y (IV):

x=7, y=3
o:

x=3,y=7

3.- Resolver el sistema:

2 +y =35 (D
X +y=5 (11)
Solucion:

En (1), factorizando la suma de cubos:

(x+y(x2-xy +y?) =35

que se puede escribir como:

x+y) [(x+y)?-3xy]l =35 (1)
Sustituyendo (II) en (III):
(5) (25 -3xy) =35 ;xy =06 av)

De (II) y (IV) se obtiene:
x=2, y=3
x=3,y=2

4 .- Resolver el sistema:

Xx+y- \Vxy =19 (D
x2 +y? + xy = 931 (1D)
Solucion:

En la ecuacion (II) sumando y restando xy:

(x> + 2xy +y?) - xy = 931
(x+y)?- (\/X—Y_)2 =931
(x +Vxy +y) (x-Vxy +y) =931 (D)
Dividiendo (II1) entre (1)
x+Vxy +y= 49

Sumando (I) y (IV):
2(x +y) =068

Iv)

Xx+y= 34 V)

Restando (IV) menos (I):
2Nxy =30

Xy =225 (VD
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De (V) y (VI) se obtiene: xX2+y2+z2 =65 2)
o x=25, y=9 xy = 10 (3)
x=9 ,y=25 Solucion:
5 - Resolver: De la ecuacion (3):
(x-y)(x*-y?) = 288 2xy = 20

(x +y)(&+y?) =400 Sumando (2) y (3):

Solucion:
' . (x* + 2xy +y*) + 2> = 85
Efectuando operaciones en ambas ecuaciones:

X3 - X2y - xy? 4 y° = 288 ) haciendo x + y = w

w+2z2=85 4)
x> + X%y + xy? + y° = 400 (I1)

igualmente, haciendo x + y = u en (1):
Sumando (I) mas (II):

2 (x’+y”) = 688 u+z=13 (5)
X3+ y? =344 de las ecuaciones (4) y (5):
x+y) [(x+y)?-3xy] =344 o u=7, z=6
(x+y)?-3xy(x +y) = 344 (111 u=6,z=7

Para: u=7, z=06:
Restando (IT) menos (I): ara: u .z

2xy(x +y) = 112 Xx+y =7 = x=2,y=5

xy(x +y) =56 xy = 10 = x=5,y=2
Multiplicando por 3: Para: u=6 , z=T1:

3 =168 v

xy(x +y) av) x+y=6 - x=3% i
Sumando (III) y (IV): xy = 10 - y=3=+i

x+y)»@=512

Xx+y=8 V) x=50 2 x=3=x1i
Sustituyendo (V) en (IV): syy=205 0 y=3=d

Xy =7 (VD) 2= 0 2=

De (V) y (VI) se obtiene:
7.- Resolver el sistema:

x=1 5 y = 7
& x=7 ,y=1 x+y)x+2)=30 (1)
6.- Resolver el sistema: (y+2)y+x)=15 2)
Xx+y+z=13 (D) (z+x)(z+y)=18 3)
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Solucion:

Multiplicando miembro a miembro (1), (2) y (3)

se tiene:

x+y)? (x+2)?*(y+2)?*=30.15.18=15%. 67

Extrayendo raiz cuadrada:

x+y)EE+2)y+2)==x15.6 )
Sustituyendo (3) en (4):
18(x+y)=+15.6
X+y=% 5 (D
Sustituyendo (2) en (4):
15(x+z)=+ 15. 6
X+z =% 0 (1I1)
Sustituyendo (1) en (4):
30y +2z)=+15.6
y+z==%3 (111)
De (D), (II) y (III) se obtiene:
X, =4 , =1 , Z,=2
Rpta.:
x,=-4 , y,=-1 , Z,=-2
8.- Resolver el sistema:
v +yz+2z*=49 (1)
22 +2zx +x2=19 2
X2+ xy +y* =39 3
Solucion:
Restando (1) - (2):
yr-x*+yz-zx=30
(y+x) (y-x)+z(y - x) =30
(y-x)(y+x+z) =30 “)

Restando (1) - (3):
2-x2+yz-xy=10
(z-X)(z+x) +y(z-x) =10
z-X)(z+x+y)=10 (5
Dividiendo (4) por (5):

y-X

z-X

=3

y-x=3z-3x

y=3z-2x (6)
Sustituyendo (6) en (3):

x2+ x(2z - 2x) + (3z - 2x)% = 39

X2 + 3xz - 2x% + 9z% - 12xz + 4x* = 39

3x? - Oxz = 922 = 39

x*-3xz +3z*=13

(N

Como (7) y (2) son homogéneas, se puede hacer

el siguiente artificio: x = mz, y remplazar:
En (2): z2 + mz? + m?z2 =19

En (7): m?z? - 3mz? + 3z2 =13

Dividiendo (o) por (f):

1+m+m? 19

13

m?-3m+3
19m? - 57 m + 57 = 13 = 13m + 13m?

6m? - 70m + 44 = 0

3m?-35m +22=0

GBGm-2)(m-11)=0

Q)
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sustituyendo el valor de m en (a):

Dividiendo (6) por (5):

ZZ+£Z2+iZZ=19 x-\Nxz+z=7
3 9
1922 = 171 Sumando (5) y (7):
Tz=% 3 2(x +2z) =26
=13
Sustituyendo en (y): Xtz
xe12 restando (5) y (7):
Sustituyendo en (6): 2 \/; =12
y=%5 Vxz=6
b) Sim=11: <z = 36
x =11z
Resolviendo (8) y (9):
y se obtiene:
z=9 , x=4
X =+ 11 y=% i Z = + 1
2 : 2 2=4 ., x=9
Sii z=9 , x=4 = y =
=2 ;y,=%5;z=%3
Rpta.: Sii x=9 , z=4 = y=
MY | y, = % 19 , 1 | |
2" v 2T T v B = 10.- Resolver el sistema:
7 N7 N7
z (x+y) =234
9.- Resolver el sistema: y (z + x) = 220
X+y+z=19 Y] x (y +z) = 168
X2 +y?+22=133 2 Solucion:
y? = xz 3) Efectuando operaciones:
Solucion: X+ 2y = 234
Sustituyendo (3) en (2): yz +xy =220
Xy + xz = 168
x>+ xz+22=133 €)) Y
Sustituyendo (3) en (1): Sumando (1), (2) y 3):
2 =622
x+\xz +z=19 (5) (xy +xz +yz) =6
Xy + Xz + yz = 311
En (4), sumando y restando xz da:
Sustituyendo (1) en (4):
(x+2)?-xz=133
) xy =77
> (\Vxz) =133
(x+2) ( xz) Sustituyendo (2) en (4):
(x+\/;+z)(x—\/;+z)=133 (6) xz =91

(7

8)

)

(1)
()
(3)

D

)

(3)

4

(o)

B
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Sustituyendo (3) en (4): Se obtiene de (1) y (IID):

yz =143 () a+b=06 D,
Multiplicando (a), () y (y): a+b>=72 (1D,
xy2z2 = (7. 11)(7.13)(13 . 11) = 112,72 . 132 De (1D,

Extrayendo raiz cuadrada: (a+Db) [(a+Db)?-3ab] = 72 (),
xyz= =11.7.13 () Sustituyendo (1), en (I1I),
Sustituyendo (o) en (¢): (6)(36 - 3ab) = 72

z==%13 ab=8 (1v)
Sustituyendo () en (¢): Resolviendo (I), y (IV) se tendra:

y==x11 a=2 ,b=2
Sustituyendo (y) en (¢): 0: a=2 ,b=4

x==x 7

Sustituyendo en (A) y (B) :

SISTEMAS DIVERSOS para a=4 64=5x+14 = x=10

EJERCICIOS RESUELTOS b=2 825y-12 —

1.- Resolver el sistema: para a=2: 8=5x+14 = x=-6/5

3 3
x+14 + \5y-12-6 1) b=4 64=5y-12 = y=76/5
x+y=14 (1)
2.- Resolver el sistema:
Solucion:
X+y+z=2 (D
Multiplicando a la ecuacion (II) por 5:
X2+y*+2z*=6 (1D
5x + 5y =70
X +y’+2>=8 (11D
Sumando 14 a ambos miembros de la ecuacion: Solucion:
(5x + 14) + 5y =70 + 14 Elevando al cuadrado la ecuacion (I):
Restando 12 a ambos miembros de la ecuacion: x?+y2+ 224+ 2(xy + x2 +yz) =4 (IV)
Gx+14) + (5y-12) = 72 (11D Sustituyendo (II) en (IV):
haciendo: Xy + Xz +yz=-1 W)
‘3,5x +14 =a Elevando al cubo la ecuacion (1):
5x + 14 = a3 (A) X2+ y + 22+ 3x%y + 3x%z + 3y*x + 3y’z + 3z%x  +
y: +3z%y + 6xyz = 8
3
N5y -12 =b X+ v+ 2% + 3x(xy +x2+y2) + 3y(Xy +x2+Yy2)
5y-12=1b° (B) +322(x+y) =8
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Sustituyendo (V) y (III) en esta ecuacion, se

obtiene:

3x(-1) + 3y(-1) +32’(x +y) = 0

Solucion:
De (1I1):
8(x + I +y)?-3xy] =65

(3z°-3)(x+y) =0 (VD) Sustituyendo (I) en esta ecuacion, se obtiene:
De (I):
5x 5x 2
X+y=2-z (VID) 8(%) [<2_y> '3XY] =065

sustituyendo en (VI):
(3z*-3)2-2)=0
igualando a cero cada factor:
3z2-3=0 = z=%1

2-z=0 = z=2

Sustituyendo sucesivamente en (VII) y (1I):

haciendo xy = a:

4(52) [(szz )-3a] _ 65

125a° - 60a - 65 =0

dividiendo por “5” toda la ecuacion:

25a%-12a-13=0

paraz=1: (a-1)(25a%+25a+13) =0
x+y=1 x=2 igualando cada factor a cero:
=
X2+y2=5 yz_l a-1=0,a=1
25a% + 25a + 13 = 0, no tiene raices reales.
paraz=-1:
X+y=3 x=2 Paraa=1:
= xy =1 )
xX*+y?=5 y=-1 Y
En (D):
paraz =2 x+y=% ®
x+y=0 x=1
= Resolviendo (o) y (B):
X+yr=2 y=-1
1
X, =2 , Y, = 5
=2 , y=-1 , 2z =1 Rpta.
X, = L =2
Rpta.: x,=2 , y,=1 , z,=-1 275 Y, =
=1, y;=-1 , z,=2
4.- Resolver el sistema:
3.- Resolver el sistema: x>+ Xy +Xz- X=2 )
2(x +y) = 5xy ) yz +Xy+yz-y=+4 (11)
8(x>+y?) =65 (1D 22+ zXx+yz-2=6 (111)
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Solucion:

Sumando las tres ecuaciones:

X+ y?+ 22+ 2xy + 2xz + 2yz) - (x+y +2) = 12

O:

L+L+L=1 In
Xy oz

Xy + zX +yz = 27 (111)
Solucion:

En (II) efectuando operaciones:

x+y+2)P2-x+y+2z)=12

haciendo (x +y +z) =t
?-t=12
2?-t-12=0
cuyas raices son:
=4, 4=-3
De (I):

X(X+y+2z)-x=2

sustituyendo el paréntesis:

Xt-x=2
2
X = —
t-1
De (ID):
yx+y+2z)-y=4
yt-y=4
y=—2_
t-1
De (I10):

z2(z+x+y)-2=06

zt-z=06

Sustituyendo los valores de “t” en (1), (2) y (3):

1
X1 = - 7 5 yl = -]. 5
Rpta.:
X, = —3 = —4
2 ) Y1 3 )

5.- Resolver el sistema:

X+y+z=9

Xy + XZ + yZ = Xyz (Im
Sustituyendo (III) en (II):

27 = xyz (V)
Multiplicando la ecuacion (III) por z:

Xyz + xz* + yz? = 27z
pero xyz = 27, luego:

27+ 22(x +y) = 27z

De (1):
X+y=9-z

sustituyendo:
Y] 27 +22(9-2) =272
27 +922-23-272=0
27-272+9z* -2 =0

B3-23=0

z=3
2)

Sustituyendo en (IV):

xy=9 (o)

Sustituyendo en (I):

X+y=06 B

3) resolviendo (a) y (B):

x=3,y=3

Rpta: x=3,y=3,z=3
3
2 ECUACIONES EXPONENCIALES
=2 Son ecuaciones donde la incognita se halla como
exponente. No son ecuaciones algebraicas sino
“Ecuaciones trascendentes”, pero reducibles a alge-
braicas. Para resolver debe recordarse que “si las
bases de igualdades exponenciales son iguales, los
exponentes deben serlo”.

D
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EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Resolver la ecuacion exponencial:

Solucion:

) ) 3.- Resolver el sistema:
Transformando sucesivamente el segundo miembro:

1 11 1 11 x+y=2 M
o) 16 6
2 4 4 16 .
Solucion:
finalmente: Sustituyendo (1) en (II):
1
| T6 3%, 2x=216
X= (1—6> (@)1 =216
) 6% =216
luego, por comparacion:
6% = 63
5 - Resolver sustituyendo en (I):
- ver:
3+y=2?
22x+2_6x_2'32x+2=0 y=5
Solucion: Rpta:x=3; y=5
La ecuacion se puede escribir
4.- Resolver:
2x)2.22-[(2)B3)*-2.(39%.32=0
(2x) [(2)(3)] (3% B sel. 12V < &
4.(292- (29039 -18(39)*=0 Solucion:
haciendo 2*.=a) y (3*=h): Transformando 6 561 = 38
4322_-a3b-18b2 =0 Luego, sustituyendo:
factorizando: e 12 - 6
(4a-9b)(a +2b) =0 que se puede escribir:
igualando a cero cada factor: 32.(3. 22)\/)(_= [(2D)()]x
(a)4a—9b=0 32.3\/)(—.22\/;=2x.3x
4a = gb 32+\/): — 2)(—2\/:
a_9 ()
b 4 o para que la igualdad se cumpla, el tnico caso es
que sean igual a 1, ambos y para ser igual a 1 los
(b)a+2b=0 exponentes deben ser cero, asi:
a = -2b (resultado absurdo) a)2+\Nx-x=0
Reponiendo los valores de ay b en () cuyas raices son:
> _9 =t
3x 4 x, = -1 (absurdo)
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b x-2Vx=0

cuyas raices son:

x, =4 x,=0

1 2

Rpta.: x =4

5.- Resolver:
2

5
<2\/12 +3V3 +6 \/%) 2 3¢ 22

Solucion:

Transformando el primer miembro:

(4 3 +3\3 + 2\/37)§ = 32 22

2

(9 \/37) ’ V32
12

(32. 32)5 — \'32x2-2x-2
32

(32)5 _ \’32;(2 2x2

31 - 3x2 -x-1
igualando exponentes:

x> -x-1=1

x?-x-2=0

de donde:

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Resolver el sistema:

x2-xy+y>=3 )
2x?-xy-y*=5 1n
a)X=-1—’y=4_ b)X=L,y=i
¥ v
Oox=-4 y-- L  @x=--L y- 4L
T %
E)X=-4—’y=1_
Sl

(731}

2. Resolver el sistema y dar el valor de “x” :

5\/x2-3y—1 + \/x+6y =19 D

3Vx*-3y-1 =1+2Vx + 6y (ID

a) 2 b) 4 o1 d) -1 e) -4

€,

3. Resolver el sistema y dar el valor de “z”:

X+y+z=14 )

yi+z2- x2 =46 an

yz=9 (111)
a) 4 b) 9 o1 d) 2 e)3

4. Resolver el sistema y dar un valor de “y”

v Nx2-12y+1 x>+ 17 S
3 12
L+2_='\fi +L A €1))
8y 3 3y 4 2x
R .5 1 1
a) 4 b) -3 ) 7 d) 5 e) -5

“,.

5. Resolver el sistema y dar un valor de “x™:

Xx+y+V(&x+2)(y+3)=34 (D

(x+2)2+(y+3)*+(x+2)(y+3)=741 (1)
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-l B3 93 D4 2 26 D6 93 D3 oL
5, IRzl 37 (v los vellonss ele 53 11. Resolver el sistema y calcular x:
= 65 1
X + VXy +y Y] Ixaye2z 1
2 2 _
X*+ Xy +y'= 2275 ) O - T = Gy Q)
a) x==+4 b) x= 6 C)xX= 2 © 4y + =216 3)
d)x=+5 ) x= %7
a) 4 b) 5 c)3 di e) 2i
7. Resolver el sistema y dar un valor de “y”:
12. Resolver el sistema y calcular “x”:
Vx2 -
x(x+y)+Vx*+xy+4 = 52 (1) (- y)(x - y) = l6xy S
N Vx2 - 2
X+VxP-y'  x-VxPoy' 17 (x*- yH(x2- y?) = 640x%y? (1n
X—*’xz—yz X+‘,X2—y2 4
a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5

a) 5 b) 15 c) -5 d) -15 e) 12

13. Calcular “x” al resolver el sistema

[73E

8. Resolver el sistema y dar un valor de “x”:

Xy + ab = 2ax @h)
Vx> + 12y + Vy?+ 12x =133 (@)
x?y? + a’b? = 2b%y? (@)
X+y=23 )
b 2a 1
4 b) — S b
D8 I 04 DT 96 Y o Y Pa @
9. Resolver y hallar el valor de “z”: 14. Resolver el sistema y calcular “x”:
x*-yz=-5 (D x\/;+ y\/;=20 (1
y -zx= T @ Ve +Vy? = 65 )
2=y = 1 ®) D25 b6 964 D4 09
a) 2 b) -2 o3 d) -3 el 15. Resolver el sistema y calcular “x”:
10. Resolver y dar un valor de “y”: x° - y> =992 (D
X%y + Xy + x = 27 @)) X -y=2 )
Xy’ + Xy +y=5 2 a) l b) -1 c) -2 d 5 e) 6
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16. Resolver la ecuacion:

8 -3¢ -3 2¥H+8=0

a) -2 b) 0 o) -1 d)1
17. Resolver y dar el valor de “x”:
sy =23
x+y)27™® =3
a)l b) 3 )7 d) 5
18. Resolver y dar el valor de “a”:
a® =bP
ab = 2a
D= D+ 92 DI

e) 4

(1)

)

e) 2

(1)
)

19. Resolver :

XN +Xm

Xm

X + mn = mx*" + nx
2% »¥% o D o
20. Resolver y dar el valor de “z”:
527 4+ 23 (1 +3*1) = 689 (1)
542y - 3z = 3 044 2)
2 32 =737 3)
a) 1 b) 2 c)3 d) 4 e)5
CLAVE DE RESPUESTAS
DC 2)B  3)C 4E 5) C
6) D 7 E 8B 9) E 10) E
11) C 12) C 13) E 14) B 15) C
16) B 17) C 18) B 19) E 20) D
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DESIGUALDADES E
INECUACIONES

DESIGUALDADES PROPIEDADES DE LAS DESIGUALDADES

1° Si a ambos miembros de una desigualdad se suma
0 se resta una misma cantidad, el sentido de la
desigualdad no se altera.

DESIGUALDAD

Es la relacion que establece que dos cantidades
tienen diferente valor. Sea:a>b
Los signos que se utilizan para designar desigual- se cumple que : a +m >b+m

dades son: 2° Si los dos miembros de una desigualdad se multi-

plica o divide por una misma cantidad positiva, el
sentido de la desigualdad no varia.

> se lee: “mayor que”

- R Sea:a>Db
< selee: “menor que
se cumple que: am > bm

o & . ”»
= se lee: “mayor o igual que N a b
’ m m
< se lee: “menor o igual que”
m >0

3° Si los dos miembros de una desigualdad se multi-
plica o divide por una misma cantidad negativa el

Toda cantidad positiva “a” se considera mayor que
sentido de la desigualdad se invierte.

cero (a > 0) y toda cantidad negativa “b” es menor

que cero (b < 0). Seaza>b
DEFINICIONES IMPORTANTES se cumple: am < bm
a b
o: —<—
1) Una cantidad “a” es mayor que otra cantidad mom
“b”, si la diferencia (a - b) es positiva, es decir: m<0
a>b si a-b>0 4° Si se suma miembro a miembro dos o varias

desigualdades del mismo sentido, el resultado es

2) Una cantidad “a” es menor que otra cantidad una desigualdad del mismo sentido.

“b”, si la diferencia (a - b) es negativa, es decir:
’ ( ) & ’ Sea: a>b, ¢>d

. entonces:
a<b sia-b<0
a+c >b+d
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5° Si se multiplica o divide miembro a miembro dos
o varias desigualdades del mismo sentido, cuyos
miembros son positivos, se obtiene una desigual-
dad del mismo sentido.

Sea: a>b, yc>d.

Multiplicando:
ac > bd
Dividiendo:
a b
— > —
c d

a>0,b>0,¢>0,d>0

6° Si a ambos miembros de una desigualdad se eleva
a una misma potencia impar, el sentido de la
desigualdad no varia.

Sea:a>b

se tiene: a2+l > h2m+l

7° Si a ambos miembros de una desigualdad se eleva
a una misma potencia par, siendo los dos miem-
bros negativos, se obtiene una desigualdad de
signo contrario.

Sea: a>b

entonces : a*" < b™
a<0, b<O0

8° Si a ambos miembros de una desigualdad se le
extrae una misma raiz de indice impar se obtiene
una desigualdad del mismo sentido.

Sea: a>b
entonces:

2m+1

Vb

2m+1

Va >
EJERCICIOS SOBRE DESIGUALDADES

a;b >\ ab

1.- Demostrar que
Solucion:

Sia=b

luego:
(@a-b)?>0
(si a = b, no se cumple)
efectuando:
a?-2ab+b*>0
Sumando a ambos miembros 4ab:
a? - 2ab + 4ab + b? > 4ab
a? + 2ab + b? > 4ab
(a+b)? >4ab

si son positivos ambos:

a+b>2Vab
de donde:

a+b

2.- Demostrar que:

a’ +b? + ¢ > 3abc; a, b, ¢ son posi
Solucion:

Sia, b, ¢, son positivos, entonces:

a+b+c>0
también:
(a-b)?>0
luego:
a?+b2-2ab >0
ademas:
(a-¢)?>0
luego:
a’+c?-2ac>0
y:
(b-0)?>0
luego:

b%+ c?-2ab>0
Sumando (2), (3) y (4):

2(a?+ b+ c?)-2(ab+ac+bc) >0

tivos.

D

(2)

(3)

4
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a’+b>+c?-ab-ac-bc>0 (5)
Multiplicando (1) y (5):
(a+b+c)@+b*+c2-ab-ac-bc)>0

El primer miembro es una identidad algebraica,
luego:

a2 +b>+c-3abc>0

a’> + b3 + 3 > 3abc

3.- Demostrar que: ax + by < 1

Si: a2+b’=1 ; x*+y? =1
Donde a, b, x, y, son diferentes y positivos.

Solucion:

De la condicion del problema se escribe:

Multiplicando (1) por ¢, (2) poray (3) por b:

a’c + b%c > 2abc 4)
c?a + b%a > 2abc (5)
a’b+ ¢*b > 2abc (6)

Sumando miembro a miembro (4), (5) y (6):

a’c + b’c + c’a + b%a + a’b + ¢*b > 6abc
Sumando a ambos miembros 2abc:
(a%c + 2abc + b%c) + (c*a + ¢2b) + (a’b + ba?) > 8abc

factorizando:

c(a+b)?>+c*(a+b) +aba+b)>8abc
(a+b)(ac + bc + ¢+ ab) > 8abc

factorizando en el segundo paréntesis:

(a-x)?>0 (a+b) [c(a+c)+bla+c)] >8abc
a? + x2 > 2ax (D) (a+b)a+c)b+c)>8abc
2
(y-b)*>0 CLASES DE DESIGUALDADES
y*+b*>2yb ) 1.- DESIGUALDADES ABSOLUTAS - Son aquellas

que se verifican para cualquier valor o sistemas

Sumando (1) y (2): de valores, dado a sus letras.

a2+ b+ x?+ y? > 2(ax + by) Ejemplo:

(x-5)2%+7>0

Sustituyendo las condiciones en esta desigualdad:

2.- DESIGUALDAD RELATIVA O INECUACION .-
Son aquellas que se verifican para determina-
dos valores o sistemas de valores, asignados a
sus letras.

1+1>2(ax + by)

ax + by <1

4.- Demostrar que: Ejemplo:

(b +c)a+c)a+b)>8abc 3x-7> 14

(a,b,c, son positivos) solo se satisface para x > 7

Solucion:

INECUACIONES DE PRIMER GRADO
CON UNA INCOGNITA

Siendo a, b, ¢, numeros positivos, se tiene:
a’ + b2 > 2ab (1) Son aquellas que pueden reducirse a la forma:

2 +b2> 2be ) ax+b>0

az + c* > 2ac €)) ax+b<0
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SOLUCION A UNA INECUACION

Es todo valor de la incognita, o conjunto de valores de
las incognitas, que verifican la desigualdad.

Para expresar convenientemente las soluciones que
se obtengan al resolver inecuaciones es necesario
definir:

INTERVALO ABIERTO.- Es el conjunto de ele-
mentos “x”, limitados en sus extremos por los
elementos “a” y “b”; donde a < b, para los cuales
se cumple que a < x < b. El intervalo abierto se

denota por (a, b).

N
N

Ejemplo:

Sea el intervalo (2, 5), segun la definicion se debe
tomar todos los numeros reales comprendidos
entre 2y 5, a excepecion de éstos.

INTERVALO CERRADO.- Es el conjunto de ele-
mentos “x”, limitados en sus extremos por los
elementos “a” y “b”, donde a < b, para los cuales
se cumple que < a x < b. El intervalo cerrado se
representa por [a,b].

Ejemplo:

Sea el intervalo [2,7], segun la definicion, los ele-
mentos que forman este intervalo, son todos los
numeros comprendidos entre 2 y 7, incluyendo
éstos.

VALOR ABSOLUTO.- El valor absoluto de un
numero real “x”, representado por | x | , se define
por la siguiente regla:

[x|=x si x>0
Ixl=-x si x<0
Ejemplo:
i 17l= 7

i) |-2]=-(-2)=2

L‘(L) _7 3
5 5 5

EJERCICIOS RESUELTOS

iii)

1.- Resolver:

Solucion:
Multiplicando por 20:
12x-14-x>4+7x

4x > 18

x>
2

En forma de intervalo sera:

x € (9/2, + ), que se lee: “x pertenece al inter-
valo abierto comprendido entre 9/2 e infinito”.

Resolver:

(6x-2) 2 - (1-£)l<4x+ (A-i)l
8 3/3 2 12/ 3

Solucion:

Realizando transformaciones:

Gx-1) 2 -(3-2%) L <4x+ (6x-5) ——
4 9 18

Multiplicando por 36:
45(3x-1) - 28(3 - 2x) < 144x + 2(6x - 5)
135x - 45 - 84 + 56x < 144x + 12x - 10
135x + 56x - 144x - 12x < -10 + 84 + 45

35x < 119

119
X < ——
35

17

X< —

En forma de intervalo:

Resolver 23%5 » 424
Solucion:
Igualando las bases de las potencias: 23%° > 2#x8

Si una potencia es mayor que otra, en los expo-
nentes también deben cumplir esta desigualdad,
asi:

3x -5 >4x -8
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transponiendo y operando:
-X>-3
multiplicando por (-1):
x <3
en forma de intervalo:

XE (-23)

4.- Resolver:

5x + 13 8x+1
2 4

3 > 27
Solucion:

Transformando, para que tenga la misma base:

5x + 13 8x+1
3 10 . (33) 28
5x + 13 24x+3
3 10 N 3 28
también:
5x + 13 - 24x + 3
10 28

multiplicando por 280:
28(5x + 13) > (24x + 3)10
Operando, simplificando y despejando x:
x < 3,34
en forma de intervalo:

xE (-0, 334)

INECUACIONES

SISTEMA DE INECUACIONES

1.- SISTEMA DE INECUACIONES CON UNA
INCOGNITA

Para resolver un sistema de este tipo:

1° Se halla las soluciones de cada inecuacion en
forma separada.

2° Se comparan éstas para establecer las solu-
ciones comunes a todas las inecuaciones.

3° Se grafica las soluciones en la recta numérica,
para facilitar la solucion.

2.- SISTEMAS DE INECUACIONES CON 2 6 MAS
INCOGNITAS

Para resolver este tipo de sistema, se trata de elimi-
nar una incognita, restando inecuaciones de senti-
do contrario, procediendo de esta manera hasta
obtener una inecuacién con una sola incognita.

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Resolver:

34—"-5>7 )
%+3>X-9 2)

Solucion:

Resolviendo la inecuacion (1), para lo cual se
multiplica por 4:

3x-20>28
3x > 48
x> 16

Resolviendo la inecuacion (2), para lo cual se
multiplica por 2:

Xx+6>2x-18
-x >-24
X <24

Graficando las soluciones:

Y

A A

-0 0 16 24 +00
La solucion comun es: 16 < x < 24
escribiendo como intervalo: x € (16,24)
2.- Resolver el sistema:
x-1 s X2 )
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3x g, x+l Q)

5 10

2x - 7 >3X—1 3)
5 4

Solucion:

Resolviendo cada inecuacion:

@D) 6x-3>x-2
6x-x>1

1

X >—

2) 6x-20>x+1
6x - x> 21
21

X>—

5
3) 8x +28 > 15x -5

8x-15x>-5-28

33
X < —
7
Graficando:
@ 0 1 2 3B
5 5 7
La solucion es:
21 33
— < X < —
5 7

en forma de intervalo:

Xe(g,ﬁ)
5 7

3.- Resolver el sistema para valores enteros y posi-

tivos:
5% -3y > 2 ey)
2x+ y<11 2)
y> 3 3)

Solucion:
Combinando las inecuaciones (1) y (2):
(1) por2: 10x-6y> 4
(2) por-5: -10x - 5y > -55
Sumando miembro a miembro:
11y > -51

51

<
Y 11

Combinando este resultado con la inecuacion(3):

51
3<y < =—/—
Y 11

1)

El tunico valor entero y positivo para “y” com-
prendido en este intervalo es y = 4.

Sustituyendo este valor en (1) y (2):

En (1):
5x-12>2

5x > 14
14
En (2):
2x-4<11

2x <7

7
<_
2

X

73t}

para “x” se obtiene:

[730 )

El tnico valor entero y positivo para “x” com-
prendido en este intervalo es 3:

3

X
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4.- Resolver para valores enteros y positivos:

X+y+z>8 ()
X-y+z<4 2) 5.
z-y>0 €))
z<5 )]

Solucion:

De (3): z>y

Restando (1) - (2) se obtiene:
y>2 5)

De (3) y (5) se obtiene:

2<y<z (6)
De (4) y (6):
2<y<z<5 )
Luego:
2<y<5
Los valores enteros que puede tomar “y” son”:
x=3
o:
y=4
(1) paray=4,en (7):
4<z<5
No hay valor entero para “z”.
(2) paray=3,en (7):
3<z<5
El valor entero para z = 4 6.

Sustituyendo estos valores en (1) y (2):
X+3+4>8 — x>1
x-3+4<4 — Xx<3

de estas 2 ultimas ecuaciones:

l<x<3

El valor entero para x = 2:

Un matrimonio dispone de $/.320 para ir al cine
con sus hijos. Si comprasen entradas de S/.50
les faltaria dinero y si compraran de $/.40 les
sobraria dinero. ; Cuantos son los hijos?

Solucion:

Sea el ntmero de hijos “x”.

En el primer caso gastarian:
50x + 100

por la condicion:
50x + 100 > 320
de donde:
22

X>—

En el segundo caso gastarian:

40x + 80
Por la condicion: 40x + 80 < 320

de donde:
240
< J—
40
X< 06
Luego:
22 <X<6
5

73 })

El valor que debe tomarse para “x” es un numero
entero y positivo, ya que representa el niumero de
hijos, en este caso:

X=5

En un gallinero habia cierto nimero de gallinas.
Se duplico el nimero y se vendioé 27, quedando
menos de 54. Después se triplico el ntumero de
gallinas que habia al principio y se vendi6 78,
quedando mas de 39. ;Cudntas gallinas habian
al principio?

Solucion:

Suponiendo que sea “x” el numero de gallinas
que habia al principio.
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Por datos del problema se puede escribir:

(D 2x - 27 < 54
2x < 81
x < 40,5
(2) 3x - 78 > 39
3x > 117
x > 39
Luego:
39<x<40,5
es decir:
x =40

Rpta.: inicialmente habia 40 gallinas.

INECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

Reciben este nombres las inecuaciones que, reduci-
das, toman la forma:

ax’> +bx +¢>0
ax’+bx +¢c<0
Resolver una inecuacion de segundo grado es hallar
el intervalo en donde se encuentra la incognita, de
manera tal que se verifique la desigualdad. Se estudia
tres casos:
ler. Caso: Cuando la inecuacion es:

ax*+bx+c>0

Se factoriza el trinomio. Suponiendo que se
puede factorizar de la siguiente manera:

px-1)(x-1,)>0 (D

WC».

siendo p > 0, dividiendo entre “p”™:

x-r)x-1,)>0 2)
Para que se verifique esta desigualdad, es nece-
sario que los dos factores sean o ambos positivos
o ambos negativos.

Sea (1) : x-1,>0 = X>T

X-I'2>O = X>T,
Sea (2): x-1,<0 = X<
X-I'2<O = X<T,

Analizando estos dos sistemas se llega a la solu-
cion final.

2do. Caso.- Cuando la inecuacion es
ax’>+bx+c<0 (D

En forma andloga a la anterior se llega a:
(x-r)(x-1,)<0 2)

Para que se verifique esta desigualdad de los dos

factores, uno es positivo y el otro negativo, o
viceversa:

Sea (1) : x-1,>0 = X>T,
x-1,<0 = X<T,
Si: r <,
I <X<T,
Sea (2): x-1,<0 = X<,
x-1,>0 = X>T,
Si: I, <T

1 2

No hay solucion.

3er. Caso.- Cuando la inecuacion es ax* + bx + ¢ > 0
y tiene sus raices complejas, solamente se verifica
para ese sentido, porque se trata de una desigualdad
absoluta. Véase el Ejercicio 4.

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Resolver : x2-7x + 12 >0

Solucion:

Factorizando el trinomio:

(x-4) x-3)>0
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Estudiando los dos casos: cuya solucion es:
a) x-4>0 x>4 x>8
SX >4 o:
x-3>0 x>3 x<4
b) x-4<0 x<4
Cx <3 (1) (x-1D(x-2)<0
x-3<0 x<3

cuya solucion es:

La solucion general es:

2<x<1l
X >4
o Graficando la solucion obtenida:
X<3
en forma de intervalo: < 2
xe(,3) U (4 ) 2 4 8 11 4
3.- Resolver: x2-9x + 18 < 0 la solucion comun es:
Solucion: xe (24 U @11
Factorizando el trinomio: 4.-Resolver x2 +x+1>0
(x-6) (x-3)<0 Solucion:
Analizando los 2 casos: Como no es posible factorizar se plantea:
2 _
1) x-6>0 = x>6 X +x+1=0
No hay solucion donde:
comun
x-3<0 = x<3 X=_11\11_4
2
entonces:
2) x-6<0 = x<6
La solucion es -1 +7N3i _-1-N3i
3<x<6 x= ) y= b
x-3>0 = x>3

Notese que las raices son complejas luego se trata

En forma de intervalo: x € (3.6) del 3er. caso de inecuaciones.

y se puede escribir:
3.- Resolver el sistema:

x2-12x+32>0 ) [X_(—1+ 3i)][x_(—1- 3i>]>0
2 2

x*-13x+22<0 (I1)
o también:
Solucion:
Resolviendo cada inecuacion separadamente: 1 \5 . 1 \5
X+ — —2—1 X+ — +Tl >0
@ x-49x-8)>0
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efectuando:

2
(X+i>+i>0 2.-
2 4

Se observa que cuando las raices son complejas,
la relacion de mayor es cierta y en el caso con-
trario no se cumple.

INECUACIONES IRRACIONALES

Son aquellas en las que las incognitas se hallan afec-
tadas por radicales.

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Resolver:

Vx-2 -3<0

Solucion:

Transponiendo:

\x-2 -3 (D

La expresion subradical debe ser positiva, para
que exista dentro del campor real, ésto es:

x-2>0
X>2 (A)
Elevando al cuadrado (1):

x-2<9

x<11 (B)

La solucion es:

2<x<1l
o:

x e (2,11)
Resolver:

2x - 5> Vx?-2x + 10
Solucion:

Se debe cumplir que:

x?-2x+10>0

Elevando al cuadrado la inecuacion original:
4x%2-20x +25 > x*-2x+ 10
3x? - 18x+ 15> 0

x2-6x+5>0
factorizando:

(x-5x-1)>0
de donde:

x>5 o0 x<1
asi:

Vx?-2x + 10> 0

2x-5>0
X>25

Notar que x < 1 no es solucion.

L

y
- ! ' ' L
- t =

0 -2 2253 5 +30

La solucién comun es: x > 5 en forma de
intervalo:

x € (5,+%)
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Hallar los valores enteros y positivos que satis-
facen la inecuacion.

3 5x + 1 3(x+1)
2
V < Y9

3
a) 2 b) 3

(x
5
o)1 d) 5 e) 6
2. Hallar el numero de valores enteros y positivos
que verifican:

(X_i>i+2_x_i<1_(2X_1)i
2/ 2 3 5 2 6
a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5

3. Hallar el numero de valores enteros y positivos
que verifican:

[, 81 233
2 > 4

a) l b) 2 c)3 d) 4 e)5
4. Resolver: 2x+ 1 2:;X >1
a) x<2 b) x>3 c)x<3
d)x>2 e)x<1
5. Resolver: 5x-1 3x-13 >5X+1
4 10 3
aA)x>7 b) x<7 c)x>4
d) x<4 e)x >2
6. Resolver: | 3x-5| <3
a)XE<l,§> b) X€<l,i>
3 3
C)XE<-£,§> d) XE<-£,2>
373 373
e)xe<l,1—l>

s
(x6 - 2x34 1) 2 1-x
7. Resolver: (L> < <l>
2 2

a) x> -1 b) x>1 c)x>0

d) x<2 e) X<-2
8. Resolver: <x+6

X -

a)XE <-0 2> b)x € <3 ,0>

OXE <-0 2>U<3 0> d)x € <-0 3>

e)XE <2,0>

9. Hallar “a” en [x - a| < b si es equivalente a:
2<x<4.

a) 2 b) 1 c)3 d) 4 e)5

10.- Calcular:

_ I5x - 20] - 3x - 20|
- X

18 si xe<-3,-2>

a) 2 b1 c)3 d) -2 e) 5

11. Para qué valores de “a” se verifica la desigualdad:

3a+ 10
<——<
a+7

1 2

a)ae<i,4> b) ae<-i,4>
2 2

c)ae<i,4> d) a€<—i,4>
2 2

e)ac <i,4>
2

12. Para qué valores de “m” el sistema de ecua-
ciones:

9x + 7y >m
3x +5y <13

tiene soluciones positivas?
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a)m<£ b) o c)£<m<£
5 3 3
d)i<m<2 e)L<m<l
5 5

13.- Resolver para valores enteros y dar el valor de “y”:

5x -3y +2z>7
2x+y+z>14
3y+ x<15

y<3

a) 1 b) 2 c)3 d) 4 e)5
14.- Resolver para valores enteros y positivos y dar

el valor de “y”:

X+ 2y>2
X-y>-2

x+y< 7

a)l b) -4 c)3 d) 5 e)2
15. Resolver el sistema para valores enteros y posi-

tivos y dar el valor de z:
2y < X
4y > 7z

X< 2X+4

a) 5 b) 2 o1 d3 e) 4

16. Se sabe que el cuadruplo del ntimero de mon-
edas que hay dentro de un bolso es tal, que dis-
minuido en 5, no puede exceder de 31, y que el
quintuplo del mismo numero de monedas
aumentado en 8, no es menor que 52. ;Cual es
dicho namero?

a) 7 b) 12 o) 10 d)9 e) 7

17. Un comerciante adquirié un cierto nimero de
especies de las que vendi6 70 y le quedaron mas
de la mitad. Al dia siguiente le devolvieron seis,
pero logro vender 36, después de lo cual le
quedan menos de 42. ; Cuantas especies forma-
ban el lote?

a) 140 b) 141 ¢) 142 d) 143 e) 144
18. Si x E<i,i>,
22

determinar el menor numero M tal que:

X +4

<M

X -4 |

a) 13 b)L c)£ d)£ e)£
3 3 3 5

19. Para qué valores de “a” se satisface el sistema de
desigualdes:

2
3 X +ax -2 <2

x2- x +1
a)xeE<-13> b) xe <-15>
c)xe <-1,7> d xe <-12>
e)xeE <-1,6>
2_
20. Resolver:ﬂ>0

x> -9x+8
aA)XE <25> b) xe <1,8>
C)XE <-o1 > d) xe <8+ >

e)XE <28>

CLAVE DE RESPUESTAS

1 C 2) A 3)C 4)D 5)B
6) A 7)B 8) C 9)B 10) D
1HDB 12)C 13) D 14) E 15) C
16)D 17)B 18 C 19 A 20) A
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PROGESIONES

A) PROGESION ARITMETICA (P.A.) O
“PROGRESION POR DIFERENCIA”

Es una sucesion de numeros, en la cual cada uno de
ellos se obtiene sumando al anterior una cantidad
constante llamada “razon”.

Simbolos:  t, = primer término

(7]

t = término de lugar “n” o

enésimo término
r =razon
n = nuamero de términos

o ”

n” primeros

S =suma de
términos.

Representacion de una Progresion Aritmética:

S TN S SN S

Por definiciéon: t =t . +r
n n-1
de donde:
r=1t -t
n n-

1

La progresion aritmética es creciente cuando la
razon es positiva; y, es decreciente cuando la
razon es negativa.

PROPIEDADES:
1° Valor de un término cualquiera:
tn=t1+(n-1)r
2° En una PA. la suma de dos términos equidistantes

de los extremos es igual a la asuma de los
extremos.

CONSECUENCIAS:

* EnunaPA. de un nimero impar de términos, el
término central es igual a la semisuma de los
extremos:

L+t

tcemral = 2

* En una PA. de tres términos, el segundo térmi-
no es media aritmética entre los otros dos:

Sea la PA.: st .

I3 )

3° La suma de los “n” primeros términos de una pro-
gresion aritmética es igual a la semisuma de los
extremos, multiplicada por el namero de térmi-
nos. Es decir:

S =% (t, +t)n

n

MEDIOS ARITMETICOS O DIFERENCIALES

DEFINICION.-

Son los términos de una PA., comprendidos entre
Sus extremos:

S SR tn

-
“m” medios aritméticos

- 375 -



INTERROLACléN DE MEDIOS ty=10 +4r
ARITMETICOS
t,=1+9r
Es la operacion que consiste en formar una PA. co-
nociendo los extremos y el niumero de medios a in- to + Uy = 2t, + 131 =99 )
terpolar.

Sean los extremos a y by “m” el numero de medios. Restando (2) - (1):

La razon de interpolacion es:

6r =42
~b-a r=7
Foom+l
En (1):
EJERCICIOS RESUELTOS 2t,+7.7=57
1.- Hallar el t, en la siguiente PA.: 2t,=8
2,5,8,11, ... L =4

Solucion: Rpta: t, =4, r=7
Datos: r=5-2=3
3.- Enuna PA. se conoce que t, =a-2; r=2-32;

(=2
n =50
Aplicando la férmula:

t =t +(m-Dr

S, =10 - 5a. Calcular el valor de n.

Solucion:

Con las féormulas:

S = o 1
N (t1+tn)2 €D

Se tiene: t.,=t, + (50 - Dr
s0= 4 t,=t +(@m-Dr 2)

t., =2+ (49)(3) = 149
0 + (1903 Sustituyendo (2) en (1):

Rpta.: t,, =149
P b Sn = (2t + (- Dr] 2

2.- En una PA. se conoce: sustituyendo valores:

+t. =57 (D)

t 6

s 10-5a=[2(a-2)+(n-1)(2-a)]%

ts + tlo

=99 @) 52-2) = 122-2)+ (- DE-a)] L

hallar la razon y el primer término. Dividiendo por (2 - a):

Solucion:
olucion 5=(_2+n_1)%

Por la formula:

10 =n?-3n
= - Dr:
t =t +(m-Dr 3100
=t +2r factorizando:
(n-5)M+2)=0
te=1t, +5r
— Rpta:n=>5
G+ tg =2t + 7r =57 (D n = -2 (absurdo)
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3]

4.- Hallar la razon de una PA. si la suma de “n” tér-

minos es n(5n - 3)
Solucion:

Sea la PA.:

ST T SR

donde: S, = n(5n - 3), para todo n.

Sin=1:
S=t, =((5-3)=2
Sin=2:
S,=t,+t,=2(10-3) =14
pero: t, =2
t,=12

2

Luego, larazon: r=1t,-t, =10

Rpta.: r=10

5.- En una PA. el primer término es 12, el numero de

términos 9 y la suma es 252. En otra PA. el t, = 2,
r = 6. Dos términos del mismo lugar de estas pro-
gresiones son iguales. ; Cual es su valor?

Solucion:

73t}

Sea “t ” el término buscado, de lugar “x”.
En la primera PA.:
t =t +(x-Dr
Célculo de “r”:
9
Se=(t; +1ty) 5
reemplazando datos:

252:(12+t&-%—

de donde:
ty =44
pero también:

ty =1t +8r
Sustituyendo datos:

44 =12 + 8r
r=4 (D

En la segunda PA.
t =t +&-Dr
Sustituyendo valores:

t=2+(x-1)6 2)

Por condicion del problema, (1) = (2):

12+4(x-1)=2+6(x-1)
x=6
el término pedido es:

t, =2+ (5)(6) =32

-EnlaPA.:

+ ...5...47 ... 159,

el namero de términos que hay entre 47 y 159 es
triple del ntimero de términos que hay entre 5 y
47. Hallar la razon de esta progresion.

Solucion:

€,

Considerando la PA. de razon “r”:

Por dato: +...5 ...47 ... 159

N
n 3n

Del intervalo con extremos 5y 47:

r=47-5 42 M

n+l n+l

Del intervalo con extremos 47 y 159:

. 159 - 47 112

= = (11)
3n+1 3n+1

Como se trata de la misma PA. (I) y (II) son
iguales, entonces:

42 112

n+l  3n+1

n=>5

sustituyendo en (I):

Rpta.: r=7
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7.- El guardian de un pozo de una hacienda, ha plan-

tado a partir del pozo, cada 5 metros y en la direc-
cion norte, un total de 27 arboles y puede sacar
agua del pozo cada vez para el riego de un sélo
arbol. ;jcudnto tiene que andar para regar los 27
arboles y regresar al pozo, sabiendo que del pozo
al primer drbol hay 8 m. de distancia?

Solucion:

Prr Ot

ISmISmI

’—Sm

1) El espacio que recorre para llevar agua al
primer arbol y regresar al pozo es:

8+ 8=16m.

2) El espacio que recorre para llevar agua al
segundo drbol y regresar al pozo es:

16 + 10 = 26m.
3) Para el tercer arbol: 26 + 10 = 36m.
4) ...
5) ...
La distancia total recorrida es:

S=16+26+36+ ...

Como la suma es de 27 sumandos:
Sy, = (2t, + 267) %

27
527=(2.16+26.10)7

S,,=3942m

73 })

8.- Si la suma de “p” términos de una PA. es igual a la

suma de “q” términos. Calcular la suma de “p + q”
términos.

Solucion:

Por la formula:

5, =12, + (p- ] % M

S,= 124+ (-l S @)
Por condicion:
124, + (p- Drlo- = 12 + (@ - Drl-
2tp+(p-Dpr =2t,q+(q- Drq
2t, (p-q) =r1(q*- q - p*+p)
2t, (p-q) =rl(p--P+Pp-l

r(p-q)(1-q-p)

2t (p-q)

2t,= r(1-q-p) (o)

CALCULODES__ :

S

26, + (p+q- 1] (p;q) B

prq
sustituyendo (o) en (B):

p+q

S =[r(1—q—p)+r(p+q—l)]<¥>

p+CI)
r

Sp+q=(l—q—p+p+q—l)< 5

Spq = (O) (p;q> r=0

S =0
p+q

La suma de “p + q” términos es cero.

9.- Se ha interpolado “m” medios aritméticos entre 3

y 57 y “m - 2” entre 5 y 19. Si la razén de la
primera es el triple de la segunda.

Hallar el ntimero de términos de cada progresion.

Solucion:

Datos:

+3 ... 57; surazon: 1,

+5... 19; surazon: r,
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Para la primera PA.:

57 -3 54
I, = €h)

T ma+1 =m+1

Para la segunda PA.:

19-5 14
- - @)
(m-2)+1 m-1

5

Condicién: 1, = 3r,

Sustituyendo (1) y (2) en (3):

54 _3< 14 )
m+1 m-1

de donde m = 8

La primera PA. tiene 10 términos.

La segunda PA. tiene 8 términos.

{3 1)

10.- Cuantos medios “m” aritméticos se pueden

interpolar entre 8 y 48 de tal manera que se
forme una PA. cuya suma de términos sea 588.

Solucion:

m

Siendo “m” el ntiimero de medios interpolados, el
numero de términos de la PA. es “m + 2”.

r=48—8_ 40 (0

m+ 1 _m+1

S =12t + (m+ Dr] (m v2

) ®)

De (1): (m + Dr = 40

Sustituyendo este valor en (2) y también el valor
de la suma:

588 = (2. 8 + 40) (m;2>

56(m +2)=1176
m=19

B)PROGRESION GEOMETRICA(P.G.)
O “PROGRESIONES POR COCIENTE”

Es una sucesion de numeros en la cual, el primer tér-
mino es distinto de cero y cada uno de los términos
siguientes se obtienen multiplicando al anterior por
una cantidad constante, llamada razon de la PG.

Simbolos:  t, = primer término

(73R T)

t, = término de lugar “n” o
término enésimo

q =razon
n = numero de términos

(73]

S_=suma de “n” términos

(73]

P_= producto de “n” términos

REPRESENTACION DE UNA PROGRESION
GEOMETRICA

NOTA.- La razon de una PG. se halla divi-
diendo dos términos consecutivos.

Si la razon es mayor que la unidad la PG. es cre-
ciente y si la razon es menor que la unidad la
PG. es decreciente.

PROPIEDADES:
1° Un término cualquiera t =t q™* @h)

2° En una PG. el producto de dos términos equidis-
tantes de los extremos es igual al producto de los
extremos.

Sea la PG.:
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30

40

50

donde t y t, son equidistantes de los extremos:

Ll = 4L,

CONSECUENCIAS:

* En una PG. de un numero impar de términos,
el término central es igual a la raiz cuadrada del
producto de los extremos.

Vi,

tcemral = 1™

* En una PG. de tres términos, el segundo térmi-
no es media geométrica entre el primero y el
tercero.

L =44
En una PG. limitada, de “n” términos, el produc-
to de sus términos es igual a la raiz cuadrada del
producto de sus extremos, elevado al numero n
de términos de la PG.

Pr= V()"

73]

La suma de los “n
limitada, es:

primeros términos de una PG.

)
q-1

Sustituyendo (1) en (2), se obtiene otra formula:
L™t .q -t
q-1
n-1
o ()
q-1
El limite de la suma de los términos de una PG.
decreciente ilimitada es igual al primer término

dividido entre la diferencia de la unidad y la
razon:

S =

n

lim S =

l-q
para una PG. decreciente: 0 < q < 1

cuando n — ® (se lee: “n” tiende a infinito™)

MEDIOS GEOMETRICOS O
PROPORCIONALES

DEFINICION

Son los términos de una PG. comprendidos entre sus
extremos:
R t

1 -

“m” medios geométricos

INTERPOLAR MEDIOS GEOMETRICOS
ENTRE DOS NUMEROS DADOS

Es formar una PG. entre dichos ntimeros. Sean los
numeros a y b y el numero de medios “m”, la progre-
sion geomeétrica sera:

a:... b

La razon de interpolacion es: q, =

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Hallar el término de lugar 16 en la PG.:

L S
256 128 064
Solucion:
Datos: t, = 1 = 1
256 28
n=16
q=2

Aplicando la formula:

t o=tq""
Se tiene:
=128
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2.- En una PG. se conoce que: de donde:
) q* = 64q @h)
L=5 tb=1y t =256
hallar la razon y el nimero de términos. Por la féormula: S_=t (C(l:_—_ll)

Solucion:

4 2
Por formula t; = t, q

sustituyendo datos: 889 =7 (C[ . 11 )

Sustituyendo datos:

q"-1
1 127 = 2
1=_q2_>q2=2_>q=\/; q-l ()

2

Por la formula: 64q - 1
o Sustituyendo (1) en (2) 127 = ——
to=1tq q-1

sustituyendo:

de donde: q =2 Sustituyendo en (1):
256 = (L) (2 )"
2 M=64.2=128=27

s12= (2 )™

“n=7
n-l
292 (2)2 Rpta: q=2; n=7
n-1 4.- Una PA. y otra PG. de 3 términos cada una,
9= 5 tienen el mismo primer término 4, y también el
segundo término es el mismo, pero desconocido.
18=n-1 El tercer término de la PG. es 25/16 del tercer
término de la PA. Hallar los niumeros.
n=19
Solucion:
q=\2 ,
Sean los progresiones:
n=19

4 .x .z (aritmética) ()
3.- En una PG. el primer término es 7, el ultimo es o
448 y la suma 889. Hallar la razon y el numero 4:x:y (geométrica) oy
de términos.

En la PA.:
Solucion: . 447 o
Por la formula: 2
t =tq"! Enla PG.:
sustituyendo datos: x= N4y = 2\/}’_ )
448 = 7q™! De la condicion:
_q =25 Z 3)
64 = ? y 16
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Sustituyendo (3) en (2): @+1=9
Q=8
_ '\/2_5 (2= _3
x=2 6 z—2(4)\/z_—2\/; q=%/87
Sustituyendo este valor en (1): q=2
54 - 4+z 6.- Entre 3 y 768; 7 y 112 se ha interpolado el
5 z = ) mismo numero de medios geométricos. Hallar la

Elevando al cuadrado y transponiendo términos:
z2-17z+16=0
(z-16)(z-1)=0

Resolviendo: z = 16

z=1 (no conviene)

4+ 16
2

Sustituyendo z = 16 en (1): x =

x =10

Sustituyendo x = 10 en (2): 10 =2 Vy
y=25
Las progresiones son: + 4.10. 16
++ 4+10+25

5.- La suma de 6 términos de una PG. es igual a 9
veces la suma de los 3 primeros términos. Hallar
la razon.

Solucion:

De la condicion:

S.= 9S

6 3

sustituyendo:
6-1 3-1
« ()= (o)
q-1 q-1

(@°-1)=9(’- 1)

factorizando:

(+D(-D=9(-1)

razon de cada PG. formada de manera que la

razon de la primera sea doble de segunda.

Solucion:

Sean las PG. formadas:

3... 768 ; donde q, es la razon.
%,—/
m
7. 112 ; donde q, es la razon.
%f—/
m
En la 1ra. PG.:
m+1 768 el
q = = - V256 (D)
En la 2da. PG.:
m+1 112 mel
q2 = —7 = \Y) 16 (2)

Por la condicion: q, = 2q,

Sustituyendo (1) y (2) en (3):

m+ 1 m+1
V256 = 2 N16
Elevando a la potencia (m + 1):
256 = 2™ 16
16 = 2m+1
24 — 2m+1

m+1=4
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Solucion:
4
Sustituyendo en (1): q, = V256 =4
a) Las distancias que recorre la bola en cada una
de sus caidas forman una PG. indefinida de

4
Sustituyendo en (2): g, = V16 =2 primer término 17 y razon 2/3, esto es:

Rpta.: Las razones son 4y 2

7.- El limite de la suma de los infinitos términos de N
una PG. decreciente es el doble de la suma de \
sus “n” primeros términos. Hallar la razon. —
Solucion:
El limite de la suma de los términos de la PG. 17
b 34
Lim S = (1) 2T
1-q 3
Siendo la suma de los “n” primeros términos: 68
9
t, (I-q"
S, = RIS )
l-q
Por condicion del problema: 2S =TLim S 17, 3% . 68
39
Sustituyendo (1) y (2) en esta condicion del
problema:
S 20 L2 R
1-q t! . £ 1
2, < q > _ 1 3
1-q 1-q
21 -q =1 b) En forma analoga, las distancias recorridas en
-4V = cada rebote forman la siguiente Progresion
indefinida:
a1
1-q"=—
2 3468 . 136
1 3 9 27
_q“ - - ]_
2 Luego:
a1
€= 34
S, = > =34
n 1- i
1 3
17N3

La distancia total recorrida por la bola es:

8.- Se deja caer una bola desde una altura de 17 m; en
cada rebote la bola se eleva los 2/3 de altura desde
la cual cayo¢ la dltima vez. ;Qué distancia recorre la
bola hasta que queda tedricamente en reposo? D, = 85 metros

D, =S +S =51 +34
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9.- En un cuadrado de lado “a” se unen los puntos

medios de los cuatro lados y se forma otro
cuadrado cuyos puntos medios se unen también
para formar un nuevo cuadrado y asi sucesiva-
mente. Hallar el limite de la suma de las dreas de
todos los cuadrados asi formados.

Solucion:

a
Del grafico:
lado drea
ler. cuadrado a a2
2
2do. cuadrado Ll \/; a
2 2
3er. cuadrado il a’
2 4
2
4to. cuadrado % \/27 %

La suma de la sdreas de los cuadrados sera:
2 2
a2 a
S=a?+ =+ .
2 4

Los infinitos sumandos son los términos de una
P.G. decreciente:

Iim S = = =2a’

10.- Hallar el limite de:

1 2 26 242
+—+—+ +
32 36 310

Solucion:

Sea “S” la suma pedida:

limS=14+->.L,3. 1Y 5 1

32 32 36 36 310 310

] 1 1 1 1 1 1
ImS=1+—-—+—-—+—-—+
3 32 3 30 3 300

33 5

(O8]

1imS=l+<%+i+1—+ )

S

1

1 1 1
- 3—2+3—6+3T0+...

Cada uno de los paréntesis representa la suma de
los infinitos términos de una PG. decreciente.

Llamando a dichas sumas S, y S,:

1
5= 31 =§_
1-2
32
¢ . 3 _3_9
= 3 9
.1l 8 80
34

Sustituyendo S, y S, en lim S:

limS=1+> .9 _80+30-9

8 80 80

Iim S = 10—1
80
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EJERCICIOS PROPUESTOS

. EnlaPA. :3 ... 30 ... P, el numero de términos
comprendido entre 3 y 30 es igual a los com-
prendidos entre 30 y P, si ademds la suma de
todos los términos es 570. Hallar la razon.

a) 1 b) 2 c)3 d) 4 e)5

. Si se sabe que:

e 11 y+1:3y :9y+6

«_”

* ++ x.y.z ; calcular “z

a) 4 b) 2 c) 6 d) 8 e) 10

. La suma de los tres primeros términos de una PA.
es 42. La suma de los tres tltimos términos es 312
y la suma de todos los términos 1062. Hallar el
numero de términos de dicha progresion.

a) 20 b)18 c) 16 d) 18 e) 10

. §iS,,S,, S, ..., son la suma de “n’ términos de
una PA. cuyos primeros términos son 1, 2, 3, 4,
..., y cuyas razones son 1, 3, 5, 7, ... hallar el
valor de:

E=S, 48,4 Sy o 5P

1 1
a) n(r12+ ) b) plp+1) o) pn(p+1)
pn(p - 1 pn(p + 1)
) e)
2 2

. Silos términos de lugares p, q, 1, de una PA. son
a, b, ¢ respectivamente, calcular:

E=(q-ma + (r-pb + (p-q ¢

. Hallar el t,; de una PA. si la suma de los “n

. Silos numeros a,, a,, a

a) q b) r op

d) 0 e)a+b+c

{3 ])

primeros términos es 4n? + 2n.

a) 160 b) 158 c) 152
d) 150 e) 156

1 @y a5, ... a_, forman una PA.

Calcular el valor de:

1 1 1

B= + + + ...

1 n-1

ot +
Va_, + Va  a, +Va

a) Va, b) Va_ On

d)1 e)0

. Entre dos ntimeros cuya suma es 2 1/6 se inter-

pola un numero par de medios aritméticos, la
suma de éstos excede a su nimero en una
unidad. ; Cuantos medios se han interpolado?

a) 10 b)6 o) 13 d) 12 e) 11

. Un rollo de papel cuyo didmetro es de 300 cms

consta de 50 vueltas de papel fuertemente enrro-
llado en un cilindro macizo de 10 cm. de didme-
tro. ;Qué longitud tiene el papel?

a) 31,416 m b) 3,1416 m
¢) 314,16 m d) 3141,6 m
e) 031416 m
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10. La suma de “n” términos de una PA. estd en la
. Sn+7
razon
n+1
Encontrar la razon de los términos que ocupan
el décimo tercer lugar.
1 1 3
A b) — 2
a) 4 )5 c) 7
2 2
d) = -1
) = e) E
11. Si la media aritmética entre (a - 4) y (10 - b) es
igual a su media geométrica, evaluar a + b.
a) 11 b) 6 o) 4 d) 14 e) 40
12. Hallar la suma limite de:
16.
1 2 3
— =+
10 102 10°
5 7 10
2 b) - EY%
)3 ) )5
7 5
E 2
)81 ® 81
17.

13. Silos términos de lugares m, n, p, k de una PG.

son, a, b, ¢ y Vabc, respectivamente. Calcular:

n+p-2m m+p-2n m+n-2p
bc ac ab
E = — o+ == 4 Rl
a’ b2 c?

si la razon es t.

18.

a)t b) 2t c) 3t
2t

L <t

) 3 e) 3

14. La suma de tres numeros en PG. es 70, se mul-
tiplican los extremos por 4 y el intermedio por
5, los productos estan en PA., hallar el término

central.

15. Si S, S, Sy ...

a) 10 b) 20 c) 40 d) 60 e)5

Sp, son la suma de las series
geométricas infinitas cuyos primeros términos
son 1, 2, 3, ... p cuyas razones son:

g see o

1 1 1
2374

el
+
—

Calcular el valor de:

E=S + SZ+S3+"'+Sp

p | 3
a)7(p+1) b)?(p+2) 0)7(p+3)
p
d)?(p+3) e)p (p+2)
Dos cuerpos que se encuentran a la distancia de

153 m uno del otro, se mueven al encuentro
mutuo. El primero recorre 100 m por segundo,
y el segundo recorrio 3 m en el primer segun-
do, en cada segundo siguiente recorre 5 m mas
que en el anterior. ; Después de cuantos segun-
dos los cuerpos se encuentran?

a) 4 b) 5 )8 d) 10 e) 6

La suma de los tres numeros positivos, que for-
man una PA. es igual a 21. Si a estos numeros
les sumamos respectivamente 2, 3 y 9 los
nuevos numeros forman una PG., hallar el pro-
ducto de ellos.

a)3 b) 7 o 11 d) 231 e) 77

El por ciento (por el peso) de alcohol de tres
soluciones forman una PG. Si se mezclan la
primera, segunda y tercera solucion en propor-
cion de peso de 2:3:4 se obtendra una solucion
de un 32% de alcohol. Si éstas se mezclan en
proporcion de 3:2:1, se obtendra una solucion
de 22% de alcohol. ;Qué por ciento de alcohol
contiene la segunda solucion?

a) 12%

b) 24% c) 48%

d)16% e) 20%
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19. Sobre el radio de una semicircunferencia 20. Tres numeros estan en PG., si al segundo se le

describimos otra circunferencia, sobre el radio suma 2, se convierte en aritmética. Si a conti-
de esta nueva circunferencia describimos otra nuacion se le suma 9 al tercero vuelve a ser
nueva circunferencia y asi sucesivamente. geométrica. Hallar el tercer ntiimero de la pro-
Hallar la suma de las longitudes de todas las gresion inicial
semicircunferencias, siendo el radio de la
primera “r”. a) 8 b) 10 o) 15 d) 16 e) 18
a)r b) % C) 2r CLAVE DE RESPUESTAS

1) C 2)D 3)B 4)E 5) D
d) 4L e) SL 6) B 7) D 8) D 9) A 10) C

1) D 12)C 13) C 14) B 15) C

16)E 17)D 1B 199C 200D
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LOGARITMOS

PRINCIPALES CONCEPTOS

DEFINICION

Se llama logaritmo de un numero, en una base dada,
positiva y distinta de la unidad, al exponente a que
debe elevarse la base para obtener dicho numero.

NOTACION
Sea el numero “N” y la base “b”:

long

es el “logaritmo en base b de N”

NOTACION IMPORTANTE:

Si: log, N=x = b*=N (1)
también: bl - N 2)
Ejemplos:
i) Si: 5% = 625, se tiene:
log, 625 = 4 2
1 -2
ii) Si: (—) =0, se tiene:
3
10g19 =-2
3

EJERCICIOS RESUELTOS

3
1.- Hallar el logaritmo de 8 V4 en base 2.

Solucion:

73 1)

Sea “x” el logaritmo buscado:

log5 83\/4_= X

2

Por definicion:

() - 8\a

73 1)

Calcular “x” en:

4
5
log]5 339 = \/47+\/14 + V29 + 3\lx
N27

2

Solucion:

Igualando a “y” el logaritmo y calculando este valor:

log 35\/97=y

15

%3
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Por definicion:

(7)) =33

2
5

3
(35)=3.3

y_r
5 5
y=7

Sustituyendo en la igualdad propuesta:

4
5
7 =\/47+\/14 + V204 Vx

Elevando al cuadrado y transponiendo:

4
5
2 =\/14 + V20 + Vx

Elevando a la cuarta potencia y transponiendo:

2 = V529+i/x_

Extrayendo la raiz cubica:

1

3
5
NG N
A
4.- Calcular “x” en la igualdad:

log, ¥’ log.x  log x*

X + 27x =0x +27
Solucion:

Aplicando la relacion:
log, bY=N
x>+ 27x = 9x? + 27
x-27)+27x-9x») =0
(x-3)(x*+3x+9)-9x(x-3)=0
(x-3)(x*-6x+9)=0
(x-3)(x-3)*=0

(x-32=0

Elevando a la quinta potencia y transponiendo:

3 - x

Elevando al cubo:
X =27

3.- ¢ Cual es la base del logaritmo de:

5
3

si éste es igual a 3?

Solucion:

Sea x la base buscada, luego:

5
log_ o-3

\/_
\/373

X3

Por definicion:

extrayendo raiz cubica y despejando x:

x=3
SISTEMA DE LOGARITMOS

Se denomina sistema de logaritmos al conjunto de
valores formados por los ntmeros positivos de la
expresion.

x = log,N

Cada expresion de la forma x = log, N constituye un
sistema de logaritmos; de donde se deduce que exis-
ten infinitos sistemas de logaritmos segun cual sea la
base “b” que se elija. Los mas utilizados son dos:

1.- El sistema de logaritmos naturales, hiperboli-
cos 0 neperianos, cuya base “b” es el namero
trascendente:

e=2,718281...
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2.- El sistema de logaritmos decimales, vulgares o
de Briggs, cuya base “b” es el numero 10.

PROPIEDADES GENERALES DE LOS
LOGARITMOS

Estas propiedades se cumplen para los infinitos sis-
temas de logaritmos.

10

20

30

40

50

60

70

80

90

Solamente existen sistemas de logaritmos cuyas
base es una cantidad positiva diferente de 1.

En el campo de los numeros reales no existen log-
aritmos de cantidades negativas.

Si la base es mayor que la unidad, entonces:
logb ® =40 vy logb 0=-

Si la base es menor que la unidad, entonces:
logboo =-0 y logbO =00

En todo sistema de logaritmos, el logaritmo de la
base es igual a la unidad.

log, b=1

En todo sistema de logaritmos, el logaritmo de la
unidad es cero.

10gb 1=0

En todo sistema de logaritmos, el logaritmo de un
producto es igual a la suma de los logaritmos de
los factores.

log, M. N = log, M + log, N

En todo sistema de logaritmos, el logaritmo de un
cociente es igual al logaritmo del dividendo
menos el logaritmo del divisor.

log, % =log, M - log, N

En todo sistema de logaritmos, el logaritmo de
una potencia es igual al exponente por el logarit-
mo de la base.

logb M" =n logb M

En todo sistema de logaritmos, el logaritmo de una
raiz de un numero positivo es igual al logaritmo
del radicando dividido por el indice de la raiz.

o log, M
10gb M = k
n

10° En todo sistema de logaritmos, si se eleva a la base

73]

y al nimero a una potencia “n” o a una raiz “n”, el
resultado es igual al logaritmo dado, no varia.

\"

logb N = logbn N" = log

b

COLOGARITMO.- De un numero en una base
“b” es el logaritmo de la inversa del ntmero en la
misma base. También es equivalente al logaritmo
del numero en la base, precedido del signo
menos.

colog, N =log, (%) = -log,N

ANTILOGARITMO.- Se denomina antilogaritmo
en una base “b” al nimero que dio origen al loga-
ritmo.

Antilog, x = b*
y por definicion, también se obtiene:
Antilog, log, N=N

CAMBIO DE UN SISTEMA DE LOGARITMOS
A OTRO

El problema consiste en calcular el logaritmo de
un numero “N” en una base “b” si se conoce el
logaritmo de “N” en base “a”.

Por definicion:

log, N
Nob o

también:
log N
N=a &
igualando los segundos miembros:
log, N log N
b gb =a ga
tomando logaritmos en base “a”:

log, N. log b =1log N.log a

pero, log a=1
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luego:

N =logaN

logb

log, b

que es la regla de transformacion para cambiar la
base de un logaritmo.

EJERCICIOS RESUELTOS
1.- Hallar el valor de “x”, sabiendo que:
1 b22C
log x = - [log (log log a
- log log a) - log log b]

Solucion:

Transformando el segundo miembro; aplicando
propiedades de logaritmos:

2c
1 log a”*
log x = - log log “Toga ) log log b

1 b2
log x = — [ log log [ 282
0g X = — <0g og( o a

log x = % (log log b2 log log b)

! log b2* 1 2%¢log b
logx—?log( log b )—Tlog< log b

1

log x = % log 2% = log (ZZC)? =log 2* = log4

log x = log 4
Levantando logaritmos:

X =4

NOTA.- Cuando no se coloca la base de los
logaritmos se sobreentiende que la

base “b” es 10.

2.- Calcular el valor de:

E = colog, antilog, log, log, antilog

log ,, 625

Solucion:

Reduciendo los valores desde la parte final hacia
el principio, resulta:

a) log , 625 =log | 625 = log | 5*
5 5

1 1)*
=logi(5')‘4=logl(?> ~ 4

5 5

b) Por definicion:

-4
antilog , , (-4) = (0,5)* = (%) - 16

¢) log,16 =log, 2)*=4.log,2 =4
- 2 -
d)  log,4 =log,2*=2. log2 2=2

e) Por definicion:
antilog,2 = 2> = 4

[ colog,4 =-log,4=-1

tog, V(W3 - 207 = 1

calcular:

log, \4/[3(\/? + \/27)] ’

Solucion:

73t}

Sea “x” el logaritmo pedido, se tendra:

tog, V[a(V3 + 2 )]’ =

1oga\3/[a(r-vz_)]2=%

V(5 7)< a

Va5 V)] P<a?

- 391 -



[a(\/? +\/2_)]3=al4X
(5 )] —a?
NOERR U I

A3 NT)at

Multiplicando miembro a miembro las dos ulti-

mas igualdades, se tiene:

x 3
a*’3-2)=a’ *

16x+9

igualando exponentes:

) 16x + 9
12
de donde:
15
X=—
16
4.- Hallar el valor de “x” en:

1 +log, (x-4)

=1
log\/;(\/m - \/;)

Solucion:

Transponiendo términos:

1 +log,(x - 4) =10g\/_(\lx+3 - VX-3)
2

Escribiendo: 1 = log,2

5.-

log, 2 +log,(x - 4) =log\/,(\lx+3 -Nx-3)
2

log, Dx-H =log ;. (Vx+3 -Vx-3 )’
2

(prop.10)

log,(2x - 8) =10g2(\Jx+3 -\x-3 )2

6.-

tomando antilogaritmos en la misma base o lo
que se llama “levantando logaritmos”:

2X-8=(VX+3 -Vx-3 )2
2x-8=x+3-2\x*-9 +x-3
-8=-2Vx*-9

4 =\x2-9

elevando al cuadrado:

16 =x2-9
X =%5
x = -5 (NO)

Rpta.: x=5

73 )

Hallar el valor de “x” en:

log(Vx+ 1 + 1) ~
log Ux - 40

3

Solucion:

Pasando el denominador al segundo miembro y
transformando:

log(\lx+1 +1)=3log x - 40
log(\lx+1 +1)=log ({/x-40)3

tomando antilogaritmo o levantando logaritmos:

Vx+1+1=x-40 : Vx+1 =x-41
elevando al cuadrado:
x+1=x*-82x+1681
x2-83x+1680=0 ; (x-35)(x-48)=0
. x=35(NO); x=48 (SI)

Resolver:

log. (x2-7x +21) log 4
) 1 -3 87

Solucion:

tomando logaritmos en base 7:
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log, (x*- 7x + 21) log, 2 = log, 4 . log, 3 Solucion:

Escribiendo cada uno de los logaritmos en base 2,

2. - 2
log; (x*- 7x + 21) log; 2 = log; 2°. log; 3 aplicando la formula de cambio de base:

log, (x*-7x + 21) log, 2 = 2 log, 2. log, 3

log, 2 log, 2 log, 2
simplificando: ' -
X X
log, x logz(—) log, (—)
los. (x2 16 64
og, (x?-7x+21) =2 log7 3
log, (x*- 7x + 21) = log, 3* 1 1 1

log, x log, x-log, 16 B log, x - log, 64
Tomando antilogaritmos, o levantando logaritmos:

1 1
x2-7x+21=9

(log, x)(log, x - log, 2*) (log, x - log, 2°)
Xz -7x+12=0 gz g2 gZ g2 gz

x-4(x-3)=0 1 1
x=4,x=3 logzx(logzx—4)=(logzx—6)
7.- Calcular el valor de: invirtiendo y efectuando:
E=log, x. log, 8.log 4.log,8 (log, x) . (log, x) - 5(log, x) + 6 =0
-log, 2x . log, 4x factorizando:

Solucion:

1 -3)( -2)=0
Aplicando la férmula del cambio de base: (log, x - 3) (log, x - 2)

Igualando cada factor a cero:

log N
log, N =
log, b log,x -3=0
para escribir todos los logaritmos en base “2”. log, x =3
Se tendra:
log, 8 log, 4 \/ log, 8 Sox=2=8
=089 (7, 50) (og ) (g 20)
log, 4x log, x /\log, 2x log,x -2=0
log, 2
. ( 0g, =X ) (log, 4x) log, x =2
log, 4
simplificando: o x2=22=4
E = (log, 8) . (log, 8) = (log, 2°) . (log, 2°) Rpta: x,=8 ; x,=4

E=3log2.3 log2=3.3
08, 08, 9.- Sabiendo que:
Rpta.: E=9
loga loga b- loga loga c=1

8.- Resolver: Calcular:

(log  2).(og  2)=log 2
i & E= log, log, a-log log a
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Solucion:

Por propiedad, la condicién se escribe ast:

log b
log { %8, } =1
* | log, c

Por la 4ta. propiedad:

log, b

=a

log, c
log. b=alog c — log b= log, c*

tomando antilogaritmos en base “a”:
b=c? (1

En la expresion pedida, transformando:

Cambiando la base de los logaritmos, a base “a”:

( )
log, a
log b
E - log, &2 ]
log, a
\ log, c J
simplificando:
log ¢
E=log, ( & ) @)
log b

En (1) tomando logaritmos en base “a”:
log b=alog, c 3)

sustituyendo (3) en (2):

log, c )

E = log, (
alog c

simplificando:
E =log, (%) =log 1-log, a=0-1

Rpta.: E=-1

10.- Resolver:
8 -log. x \ 108 X
logX (—gs) -1=0
log x

Solucion:

Efectuando el logaritmo de la potencia y pasando

“-1” al segundo miembro:

8 -lo
i)zl

log, x . log_ ( Tog.
5

8-1Og5X) 1

log_ ( =
log3 X

log5 X

731}

En el segundo término cambiando la base “x™:

8 - log, x 1
log, ( )—

log, x - log x
log 3
8 - log. x
log, ( & ): log 3

€M,

Tomando antilogaritmos en base “x”:

8 - log, x
——=3 — 8-log;x = 3log x
log x

8 =4 logsx — 2=log,x
Por definicion:

x=5* — x=25

11.- Resolver el sistema:
log? xy - log? % =8 Y]

zlog X _ 4log y (2)

Solucion:

De la ecuacion (2):

1 1 21 log y?
20gX =(22)0gy -2 ogy =20gy

de donde:
log x = log y?
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levantando logaritmos: log, x = 1 _ 4)
x =y? 3) x
sustituyendo (4) en (2):
Sustituyendo (3) en (1): 1
log?y® - log’?y = 8 el 21—
x* Cx = x 2 xl
9log’y-log’y=8
simplificando:
8logZy=8 — log’y=1
1
logy =1 Wl nf—
X~ _ 2
y=10 X =X
o y =107 transformando:
1
Sustituyendo los valores de “y” en (3): v
1
o s
| y=10 o\
o: y=10°

12.- Resolver el sistema: 1
X 1 V;
logx Xx X |

log Nz =x (D ( \/27)

1 L

-1 \/;

le 2\/‘\2—/— (Xx)xX _ ( 1 )
x* . log, x=x 2 @) 2
Solucion: por comparacion:

De la ecuacion (1):

1 -

log x
log z =X »
otra vez por comparacion:
o: 1 1
log x oBE=x 2
log z = x log x Sustituyendo en (3):
2
log z = log x* (1>1 1
Z=\|— = —_—
z = x* 3 2 2
En (3) tomando logaritmos en base “z”: Rpta.: x = 1

log z =log x*=xlog x

s l=xlog x o
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13.- Resolver el sistema:

log, x + log, y +log, z=2
log, x + log, z +log, x=2
log, z + log,, y + log x = 2

Solucion:

Las ecuaciones se pueden escribir:
log, x* + log, y + log, z =2
log, y* + log, z + log, x = 2
log,, z* + log ., y + log,, x =2
o también:
log, x?yz=2 — x’yz=16
log, xy’z=2 — xy’z=8l

log,, xyz? =2 — xyz, =256

Multiplicando miembro a miembro (), (f) y ():

xtytzt - (2. (3YH . @Y
Extrtayendo la raiz cuarta:
xyz=(2).(3).4) ...

Dividiendo () + (¢):

Dividiendo (B) + (¢):

i

Dividiendo (y) + (¢):

(1)
()
(3)

Y]
)

(3)

(o)

)

)

)

LOGARITMOS COMO PROGRESIONES
DEFINICION

Dadas dos progresiones indefinidas, una geométrica
de razon “q” (q > 0y q = 1) que tiene como uno de
sus términos “1” y otra aritmética de razon “r” que
tiene como uno de sus términos a “0”, ordenadas de
tal modo que el “1” de la PG. y el “O” de la PA. se
correspondan. Logaritmo de un término de la PG. es

el término que le corresponde en la PA.

Asi, las progresiones siguientes definen un sis-
tema de logaritmos:

decreciente creciente
gt liqr ¢ @igh
T L 3r.-3r.r.0.r.2r.3r...nr...
decreciente creciente
donde: (D logb q" =nr

(2)  log, q*=2r;etc.

Si se desea hallar el logaritmo de un numero “N”
que no se encuentra en la PG., por ejemplo que
esta comprendido entre q*y ¢° (q* > ¢°) bastara
interpolar el ntimero necesario de tal manera que
aparezca en la PG. el ntimero “N” y en la PA. el
correspondiente logaritmo.

BASE DEL SISTEMA DE LOGARITMOS
DEFINIDO POR UNA P.G. Y UNA P.A.

Sea: log, q"=nr — q"=b"™
b=q

La base de todo sistema de logaritmos, en este
caso, es igual a la raiz de la “razon de la PG.”,
cuyo indice es la “razon de la PA.”

Ejemplo:

Hallar la base del sistema de logaritmos definido
por las progresiones:
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Solucion:
Se sabe que:
b=q 1)
Para la PG. :
1
9
= — = 9
T
81
Para la PA.:
r=-4-(8)=4

sustituyendo en (1):

Vo
V3

b
b

PROPIEDADES

1° Hay infinitos sistemas de logaritmos.

2° En todo sistema de logaritmos, el logaritmo de
“1” es cero y el logaritmo de la base es la unidad.

3° Los ntimeros negativos no tienen logaritmos en el
campo de los nimeros reales.

4° Si las dos progresiones son crecientes en el mis-
mo sentido, los ntimeros mayores que “1”, tienen
logaritmos positivos, y los menores que “1”, loga-
ritmos negativos.

SISTEMA DE LOGARITMOS NEPERIANOS

Se denomina sistema de logaritmos neperianos, natu-
rales o hiperboélicos, al sistema que tiene como base
el namero trascendente “e” definido ast:

e = lim (1+ L) =2.718281...
n— n
O:
1
e=lim (1+0) < =2718281. .

o — 0

Este sistema viene definido por las expresiones
siguientes:

decreciente

-«
<%

Qo)1 o)t

creciente

1o+ (1+a)? .. s+

.-no... 200, -o0. 0L ol 200, 30 ... na...

L
Y

A ..

decreciente creciente

donde al ser infinitamente pequeno, real y posi-
tivo; la primera progresion contiene todos los
numeros y en la segunda estan sus logaritmos.

CALCULO DE “e”.- Por definicion:

1
e=lim(1+a)®
a — 0

desarrollando por Binomio de Newton:

1

¢ = lim [(1)% . (GL)(DT Yo+

+ M (W? +...
12
() (520
’ [k

LI
M« (o)k+ ]

estableciendo el limite:

"“*““““é*é*é*”

1 1 1
e=2+—+—+—+...

2 B &
e=2,718281 ...

«, ”

El logaritmo de un nimero “N” en base “e” se
representa por:

In N
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SISTEMA DE LOGARITMOS DECIMALES,
VULGARES O DE BRIGGS

Son logaritmos de base 10 definidos por las pro-
gresiones:
.. 10", :103:102:101:1:10:
210%:10%: ... 10" ...
c..m:...-3.-2.-1.-0.1.2.3...n...

Este sistema de logaritmos es el que general-
mente se emplea en el calculo numérico por coin-
cidir su base con la del sistema de numeracion
decimal.

PROPIEDADES DEL SISTEMA DE LOGARITMOS

VULGARES

1° Los logaritmos de los numeros mayores que 1 son
positivos y los logaritmos de los numeros
menores que 1 son negativos.

2° Los logaritmos de potencias de 10, son iguales al
exponente de dicha potencia.

3° El logaritmo de un ntimero comprendido entre dos
potencias consecutivas de 10 son decimales; por
ejemplo el logaritmo de un nimero comprendido
entre 102 y 103 estd comprendido entre 2 y 3, la
parte entera se llama CARACTERISTICA y la parte
decimal se llama MANTISA.

Ejemplos:
En las Tablas de Logaritmos:

log 545 = 2,736397

(este es un numero comprendido entre 102 y
10%), donde la caracteristica es 2 y la mantisa es
igual a : 0,736397

4° La caracteristica del logaritmo vulgar de un
numero mayor o igual que uno, es positiva e igual
al numero de cifras que hay en la parte entera,
menos una unidad.

Ejemplos:
i) 5 es un numero de una cifra entera, luego:

log 5 tiene como caracteristica 0.

ii) 27,95 es un numero que tiene 2 cifras enteras,
luego:

log 27,95 tiene como caracteristica 1.

iii) 457,383 es un numero que tiene 3 cifras
enteras, luego:

log 457,383 tiene como caracteristica 2.

5° La caracteristica del logaritmo decimal de un
numero menor que la unidad es negativa, o igual
al numero de ceros que preceden a la primera
cifra significativa, considerando incluso el cero
de los enteros.

Ejemplos:
i) log 0,7 tiene como caracteristica -1.
ii) log 0,0041 tiene como caracteristica -3.

6° Sise multiplica o divide un ntumero por la unidad
seguida de ceros, no altera la mantisa de su loga-
ritmo; pero la caracteristica aumenta o disminuye
respectivamente de tantas unidades como ceros
acompanan a la unidad.

Ejemplo:
los logaritmos de los ntmeros:

0,000453 ; 0,00453 ; 0,0453 ; 0,453 ; 4,53

tienen diferentes caracteristicas pero la misma
mantisa.

CALCULO DE LA MANTISA - El célculo de la man-
tisa del logaritmo de un numero se lleva a cabo me-
diante el uso de la Tabla de Logaritmos.

TRANSFORMAR UN LOGARITMO
TOTALMENTE NEGATIVO EN OTRO
PARCIALMENTE NEGATIVO Y VICEVERSA

1) Para transformar un logaritmo totalmente negativo
en otro parcialmente negativo, se suma “-1” a la
caracteristica, “+1” a la mantisa.

Ejemplo: Se procede ast:
colog 75 = -log 75 = -2,875061

=-(2 +0,8755061)
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=-2-0,875061 +1-1
=(-2-1)+(1-0,875061)
=-3 +0,124939

ordenando:

colog 75 = 3,124939

2) Para transformar un logaritmo parcialmente negati-
vo en otro totalmente negativo, se suma y resta “1”.

Ejemplo: Se procede ast:
log 0.071 = 2,851258
=-2+0851258 +1-1
=(-2+1) - (1-0,851258)

=-1- 0,148742

= -1,148742

CALCULO LOGARITMICO

SUMA DE LOGARITMOS

Para sumar logaritmos de caracteristica positiva, se
suma como si fueran numeros decimales cualquiera;
los logaritmos con caracteristica negativa se suma
teniendo en cuenta el signo de la caracteristica y las
mantisas se suma como cualquier ntimero decimal.

Ejemplos:

i) 0,17096 + i) 243128 +
1,23047 426081
3,73919 243128
5,14062 712337

RESTA DE LOGARITMOS

Para restar logaritmos se efectua la mantisa como si
se tratara de decimales cualesquiera, pero teniendo
en cuenta el signo de la caracteristica cuando se
restan éstas.

Ejemplos:

D) 4,17096 - i) 2,56937 -
1,23047 333646
2.,94049 5,23291

PRODUCTO DE LOGARITMOS

Para hallar el producto de un logaritmo por un
numero entero, se efecttia como el producto de un
numero decimal por otro, pero teniendo en cuenta el
signo de la caracteristica.

Ejemplos:
i) 245234 x i) 16,34783 x
2 3
400468 4704349

Si el numero es negativo todo el producto es neg-
ativo, luego el resultado se transforma en carac-
teristica negativa y mantisa positiva.

Ejemplos:
i 256937 x ii) 2,33646 . (-3)
-2
-5,13874
Por partes:
-2(3)=6 D

(0,33646)(-3) = -1,00938

(0,33646)(-3) = 2,99062 (2)

Sumando (1) con (2) se obtiene:
233646 . (-3) = 4,99062
MULTIPLICACION Y DIVISION DE
LOGARITMOS ENTRE SI

Si los logaritmos que han de multiplicarse o dividirse
son positivos, se procede lo mismo que en
Aritmética.

Si uno de los dos logaritmos es parcialmente nega-
tivo; ésto es, si tienen caracteristica negativa y
mantisa positiva, se transforma en su equivalente
totalmente negativo antes de efectuar la operacion.

Ejemplos:

i) Efectuar: (5,33646)(_2,56937)
Solucion:

Transformando a negativo:

= (-2,66354)(-1,43063) = + 3,81054
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16, 34783
2. 64048 1-

ii) Dividir:
Solucion:

Transformando a negativo:

- 15,65217

=-592777
2,064048

CONVERSION DE LOGARITMOS
DECIMALES A LOGARITMOS NEPERIANOS

Utilizando la férmula del cambio de base:

log,, N
log N = 810 7 53026 log, N

log N
Luego:
log N = 2,3026 log,,N

Ejemplo:
Hallar el logaritmo neperiano de 1 000.
log 1 000 = 2,3026 log 1 000
=23026.3
=6,9078

CONVERSION DE LOGARITMOS
NEPERIANOS A LOGARITMOS DECIMALES

Por f6rmula:

log N
&7 _1nM _5431mN

log N =

log N =0,4343 In N
Ejemplo:
Hallar el logaritmo decimal de 16 si:
In 4 =1,36863

log 16 = 0,4343 1n 16 = 0,4343 1n 42
=2(0,4343) 1n 4 = 2(0,4343)(1,36863)

log 16 = 1,20412

log, 10 2,3026 5.

EJERCICIOS RESUELTOS

Calcular:

E = log V781,25 si log 2 = 0,301030

Solucion:

Transformando la expresion E :

4
E = log 478123100
100
4
E = log 4| 18125 1_10g(78125)
100 4 100

E—l

= (log 78 125 - log 100) = % (log 57-2)

E=L1 (71og5-2) =L <7log£-z)
4 4 2

E—l

= (7005 10-log2) - 2] = % [7(1 -log 2) - 2]

E—l

1
== (7-7log2-2)=— (5-7log2)
; 8 p 8

E = % (5 - 7(0.301030)] = % (5-2.10721)

E =0,7231975

Hallar el numero de cifras que tiene el siguiente
producto:

E= 540 . 280
si log2 = 0,30103

Solucion:

Tomando logaritmos vulgares a ambos miembros,
resulta:

log E =40 1log 5 + 80 log 2
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_ 40(108 %) +80 log 2 sise cumpleque x=1In2,y=1n3,z=1n6.

Solucion:
=40 (log 10 - log 2) + 80 log 2

log, N
Como por propiedad a =N, el numerador se

=40(1 - log 2) + 80 log 2 transforma:
=40 - 40 log 2 + 80 log 2 - (z-y)+(z-x) +(x+y)
=40 + 40 log 2 (eln24elnd 4 eln®)(x +y+2)
=40(1 + log 2) = 40(1 + 0,301030) simplificando y reemplazando por sus equivalentes:
log E = 52,04120 o 2z
Como la caracteristicaes 52, el producto es un (2+3+6)(In2+1In6+1In3)
numero que tiene 53 cifras enteras.
- 2(log 6) _ In6?
3.- Calcular el valor de: (1D(n2.3.6) (111In36
eln(z—y) + eln(z—x) + e1n(x+y) 1
E= E=—o
(e*+ e +e)(x+y+2) 11
EJERCICIOS PROPUESTOS
1. Hallar el valor de: a) 200 b)100 ¢) 400
log 53 \
E= ’\/log3 13, - log, 25) log NO,04 d) 20 e) 150
0,125
D1 b) 3 90 D 4 o5 4. ;Qué valor de “x” verifica la igualdad:
2. Sabiendo que: a\ntilog4 x = antilog, [colog _ (3 log 3)]
6 3
@-b)t+b-o)t=(@-0o)!
encontrar el valor de: a) -1 b) 1 o) 3 d) 4 e) -2

E log(a - b) + log(b - ¢)

5. Hallar el valor de ‘a” en la siguiente expresion:

Vo Va
log | a\/:.logaifa_ . log, \/:=\/;

a a

log(a - ¢)

a)l b) 2 )3 d) 10 e)9

3. Resolver:

2

Togb) 8™ . (ogh) 8™
Dl b2 o3 d)% OV2

3

x4

log x log x x2+X
. (log b) ... (logb) = (logb)
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6. Calcular E, six:lQ/;
log X 1 log X
otog (375 "4 £, 66 )

a) 11 b) 3 c) 10 d) 9 e) 12

7. Resolver el sistema. Hallar “x”:
log? xy - log? % =8 ey

log x lo
2 g gy

=4 )
1 2
100 b 2
Y ) Too 9%
a1 e) 300

8. Si se verifican las ecuaciones, hallar xy:

log 2 log 5
20 = Gy

log x logy
5 =2

a)l b) 10 00,1 d)2 e)-0,1

9. Proporcionar el valor de z del sistema tema:

logT=m ; log;:n
log 2= =
og g p
a) a b)n+p ) 1 o
1
— (n+p)
d) a2 b e)p

10. Del sistema adjunto proporcionar: log .

log a log b
a

x =b V... (1)
bIOga X = alIOgb V... 2)
a) 1 b) 2 c) 4 d) 3 e)5

11. Resolver: ( 1
lo

a) ab b)b* o) a db e) -ab
12. Si “e” representa la base de logaritmos neperia-
nos, resolver: (L = 1n)

log x
os (n7) -t (&)
*\Lx+e e
a)Xzelle/Q b) X=e4e/9
C) x = e0eh d) x = e%M0
e)x =e°
13. Si: x = log, . antilog, . colog, . antilog, (-b™)
Calcular:

E = log, [x"- colog b*]?+ colog b +b?

X

a) 1 b) -1 Q) =2 d) 2 e) 0
14. Resolver la siguiente ecuacion:

3 log(logx)
log [ log(log x)]
g | logllog _27

log(log x)
a) 10° b) 10° o) 10*
d) 10! e) 10°

15.5: b= 5 Simplificar:

blog, x i
(b’log, x) ~ =bb"

a) 2 b) 3 c) 4 d) 5 e) 6

16. Hallar el valor de “x” en el siguiente sistema de
ecuaciones:

X =y* ; 8=5

- 402 -



ALGEBRA

log 5 log 8
- —=E__ i 0 -ap
log 8 - log 5 log 8 +log 5
log 8 log 5
2) ( b) (
log 5 log 8 d) V3b? e) 2b?
19. Resolver la ecuacion:
log 8 log 8
log 8 +log 5 log 8 -log 5 =
log 8 mETIE log 8 o808 1 +log, dox (loglogn - 1)
oty o) ;
log 5 log 5
¢Cuantas raices tiene esta ecuacion para un valor
log 8 determinado de “n”?
log 8 -log 5
d)(logS) a) 1 b) 2 c)3 d) 4 e)5
log 5
20. Resolver la ecuacion:
17. Resolver el sistema y dar:
\/loga Yax + log Vax
a+(a+b)?arb
x log x+ylog y=—"——"—— (1)
Y a+b
4 4
+ loga\/l +log '\/i=a
1 B aa+b+1 (2) a X
Xy 08y 2= a+b+1
a)a b) a? c) a2
a)a b) ab ) -a
d)1 e 0 D2 oate
18. Resolver la ecuacion:
CLAVE DE RESPUESTAS
log, x 2 log x
BX 28X e xologx DE 2)B 3B 4HA 5B
2
log;a  log,a a OE THA 8C 9D 10)A
2
1IHDA 12)C 13) D 14) B 15) D
16)A 17H)A 18 A 199B 20)C
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INTERES COMPUESTO

PRINCIPALES CONCEPTOS

R
Tanto por uno =1 =—— (Interés producido por

El interés compuesto, es un mecanismo mediante el un sol en un ano).
cual las ganancias se van sumando al capital, general-

mente cada afio, para formar parte del mismo, produ-

ciendo nuevos intereses.

Simbologia:

Monto = M = C + I = Capital + Intereses

Capital = C = Capital Impuesto

Tiempo = t = (tiempo al que se impone el capital
generalmente en afos).

DEDUCCION DE LA FORMULA

Dado un capital “C” que se impone a interés com-
puesto al “r” por uno anual, durante un tiempo de
“t” afios. Calcular el monto que se obtiene al final de
ese tiempo.

Por lo tanto el monto después de t afios es:

Tanto por Ciento = R (Interés producido por 100

soles en un ano). M=C( + 1)t
Capital Interés Monto
ler. afio C Cr C+Cr =C(l+r)
2do. aio C(l +1) Cr(l +1) Cl+1)+CA+1r =C( +1)?
3er. ano C( +1)? Cr(1l +1)? CA+1)?+C+1r=C( +1)°
“t” anos —_ —_— =C( +1)

OBSERVACION IMPORTANTE.- En la fomula M = C(1 + 1)*, el exponente t y el tanto por uno “r”
siempre van expresados en la misma unidad, segun sea el periodo, al fin del cual se capitalizan los
intereses de acuerdo con esto:
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exponente (tiempo) tanto por uno
capitalizacion anual t (en anos) T (anual)
capitalizacion semenstral 2t /2
capitalizacion trimestral 4t /4
capitalizacion bimestral 6t 1/6
capitalizacion mensual 12t /12
capitalizacion diaria 360t /360

CASO EN QUE EL TIEMPO ES MULTIPLO
DEL PERIODO DE CAPITALIZACION

DEDUCCION DE LA FORMULA

La Ira. anualidad en t afios se convierte en:
En este caso: t=n + 1

donde: AC(l +n

n = # entero de afos La 2da. anualidad en (t - 1) afos se convierte en:

f = fraccion de afo
AC(l +1)U!

en este caso se utiliza la formula: . . .
La 3ra. anualidad en (t - 2) afios se convierte en:

M =CQ1 +r)™(1 + fr) Ac(l + )2

INTERES

Para determinar el interés se observa que:

M=C+1
I=M-C=C( +1)'-C

I=C[(1+1)t-1]

ANUALIDADES

DEFINICION.- Se denomina anualidad a la cantidad
fija que se entrega o impone todos los anos para for-
mar un capital (anualidad de capitalizacion) o para
amortizar una deuda (anualidad de amortizacion).

ANUALIDAD DE CAPITALIZACION (A)

Es la cantidad fija que se impone al principio de cada
afio al “r” por uno de interés compuesto para formar

un capital “C”, en un tiempo “t”.

y asi sucesivamente.
La ultima anualidad en un afio se convierte en
AC(I +71)

La suma producidos por las anualidades, debe ser

«

igual al capital por “c” por formar entonces:
C= AC(l +1)' + AC(l + )+ Ac(l + 1)
+ ... +AC(1 +71)
Sacando factor comun A (1 +1):
C= Ac(l +[A+D)7+ (1 +1)2+

+(1+DP 4.+ 1]

transformando a cociente notables:

oAl >[u]

l+r-1
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Ac(l +1) [(1+1p)t-1]

T

de donde:

Cr

A =
C A+ +nr-1]

ANUALIDAD DE AMORTIZACION (Aa)

Es la cantidad fija que se impone al final de cada afno

al “r” por uno de interés compuesto para amortizar

una deuda “C” y los intereses que produce, a interés
compuesto, en un tiempo “t”.

DEDUCCION DE LA FORMULA - La Ira. anualidad
impuesta durante “t - 1” afios, se convierte en:

Aa(l + )t

La 2da. anualidad impuesta durante “t - 2” anos
se convierte en:

Aa(l + 1)

La 3ra. anualidad en “t - 3” anos se convierte en:

A (1 +1n)3
a
y asi sucesivamente.

La dltima anualidad A , se deposita al final del
ano t.

La suma de los montos producidos por las anu-
alidades, debe ser igual al capital prestado mas
sus intereses, es decir:

C(l+r)t = Aa(l +0) o+ Aa(l +1)2 4+
+Aa(1 +D) + ..+ A

a

Extrayendo factor comun A :

C(l+1)t = Aa[(l +D7 + 1+ +

+ 1+ + ... +1]
también:
1 t-1l
C(1+r)l = (i
al 1T+r-1
A [(1 to1
C(l+1)' = M

T

de donde:
_Cr 1+ 1)t
T1+1nt-1

A

EJERCICIOS RESUELTOS

1.-;Qué monto formara en 4 afios, un capital de 1 000
dolares, imponiéndose al final de cada ano a
interés compuesto del 10%?

Solucion:
Datos: C =1 000
t= 4
- % 0,1
De la formula:
M=C( + )t

M =1000(1 +0,1)* +1000(1.1)*
=1 000(1,4641)
M =1 464,1 dolares
2.- ;Cuantos anos estuvo impuesto a interés com-

puesto al 5%, un capital de S/. 3 200 000 que se
convirtié en S/. 4 084 101 ?

Solucion:
Datos: M =4 084 101
C =3200 000
R 5
fr=— = —— =
100 100 10
t=2
Por la formula:
M= (1+1)t

sustituyendo datos :

t
4084.101 = 3’200,00(1 4 %)

(%)

4084,101
3°200,000
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pero: 4084,101=3°.7°

3'200,000 = 2°. 10°

(£>1_ 3.7 _(3.7)5
20/ .10 \2.10
()G

20/~ \20

igualando los exponentes:

luego:

t =5 anos

3.- ;En cudntos anos, lo mas aproximadamente posi-

ble, al 15% de interés compuesto se duplica un
capital?

Datos: log 2 = 0,301030
log 1,15 = 0,06070

Solucion:
Datos: C=x
M = 2x
t=?
r=0,15

Por formula:

M=C(l+1)t
sustituyendo datos:

2x = x(1 + 0,15)¢

2 =(1,15)"
tomando logaritmos:

log2 = tlog 1,15

log 2 0,301030 5
log 1,15  0,060070

Rpta.: En 5 afos

4.- Unamdquina al comienzo de un anio fue valoriza-

da en S/. 10 000 y se sabe que al final de cada
afio pierde 30% de su valor por desperfectos.
¢Dentro de cuantos afnos el valor de la maquina
serd de S/. 2 4012

Solucion:

Datos: C = 10 000
M =2 401
r=03
=7

En este caso, el tanto por uno actua negativa-
mente, porque la maquina se desvaloriza:

M=C( + 1)t

2401 =10 000 [1 + (-0,3)]*

2901 _ o7y
10 000
74 ( 7 )4
100 \10
74 7 >‘
100 \1
-4

Rpta.: Dentro de 4 afos.

5.- ;Cudnto tiempo tiene que estar impuesto un ca-

pital “C” al 1% de interés compuesto, para que el
monto final sea de “M” dolares?

Datos: log C=3q-2p
logM =p + 6q
log(1 +0,01r) = 1,5(p + q)

Solucion:

Por fé6rmula:

M=C( + )t
tomando logaritmos:
log M =log C + tlog(l + 1)

logM -log C=t.log(l +1)

logM - log C
t= =

lo (1+ r )
& 100

log M - log C

log (1 +0,01r)
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6.-

sustituyendo valores:

3(p+q

p+6q-3q+2p
t = = =
L5(p+q)

1,5(p+q

Rpta.: Tiene que estar impuesto 2 anos.

Para que un capital colocado al 100 r% de interés

W

compuesto aumente en un k% en “n” anos, ;qué
valor debe tener “r”?

Solucion:

Datos:

M=C+0,01 kC=(1+0,01k)C

Cc=C
t=n
r=72

Por formula:
M=C( +1)t
Sustituyendo valores:
0,0lkC+C=C(l +1)"
Dividiendo entre “C” se tendra:
00lk+1=(1+1)"

Extrayendo raiz enésima:

VO,0lk+1 =1+t
Rpta.: 1= V0,0lk +1 -1

.- Una cierta ciudad tenia una poblacion de 250 000

personas en el afio 1 985 y en 1 995 su poblacion
alcanzo los 490 000 habitantes. ;Cuadl seria la
poblacion estimada en 1 990 suponiendo que el
aumento de la poblaciéon no es constante por ano
sino proporcional al aumento de sus habitantes?
Solucion:

usemos la formula:

M=C(l+1)t
la poblacion entre 1 985 y 1 990 es:
M, =250 000(1 +1)° (1)

La poblacion entre 1985 y 1995 es:
M, =250 000(1 + 1)*°

490 000 = 250 000(1 + r)'°

2 (14w

25

(1+1)° = % )

Sustituyendo (2) en (1) :

M, = 250 ooo(g) = 350,000

Rpta.: La poblacion en 1990 fue de:
350, 000 habitantes.

8.- Dos capitales iguales han estado impuestos al

mismo tiempo a interés compuesto y han pro-
ducido iguales intereses. El primero, al 6,09%
capitalizando los intereses al fin de cada afo. ;A
qué tanto por ciento estuvo impuesto al segun-
do capital, cuyos intereses se capital semestral-
mente?

Solucion:

Condiciones:

(1) Capitalizacion anual

C1 =C
=t anos
r, = 0,0609

(2) Capitalizacion semestral
C,=C

t, = 2t semestres

1
r, = ranual = 5 semestral

Por enunciado:

I =1, A

I =Cll+1t-1]

como:

I, = C[(1+0,0609) - 1]
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Sustituyendo en (A):

C [(1,0609) - 1] = C [(1 . £_> " 1]

(1,0609) - 1 = (1+—) 1

} P2
(1.0609) 1 +—

\l(l 0609)" = \’ 1+ —

NV1,0600 =1+ &
2

1,03=1+1
2
0,03=L
2
r=0,06

como: R =100r
= 6%
9.- ;En cuanto se convertird, S/. 30 000 al 4% anual,
durante 2 anos, capitalizandose los intereses ca-

da trimestre?

Dato: (1,01)% = 1,0824

Solucion:
C =30 000
R = 4%
r= i S 0,04 anual = 0.04
100 4

r = 0,01 (trimestral)
t = 2 anos = 2(4) = 8 trimestres
M=?

M=C(l +n)*

M =30 000(1 + 00,01)® = 30 000(1,01)8
M =30 000(1,0824) = 32’472,0000

M =32 472

10.- Calcular el monto que produce un capital de
S/.40 000 impuesto al 6% de interés compuesto
durante un tiempo de 3 anos y 4 meses. Dato:
(1,06)° = 1,19016
Solucion:

Datos: M =40 000
r = 0,06

t = 3 aflos y 4 meses

f=4_

12
Por f6rmula:
M=C( +1)'(1 +fr)

sustituyendo datos:

M = 40 000(1 + 0,06)° (1 +— 0,06)

M = 40 000(1,06)° (1 + 0,02)
M =4.10%1,19016)(1,02) = 48 593,45
M =48 593,45

11.- Un grupo de microbios se reproduce tan rapida-
mente que en una hora aumenta su volumen en
un 50%. ;Cuantas horas seran necesarias para
que su volumen sea 40 veces su volumen ini-
cial? Datos: log 2 = 0,301030, log 3 = 0,47712
Solucion:

El volumen de los microbios crece como si fuese
un capital depositado a interés compuesto.
Vi=V : Vf=40V
De la formula:
M=C(l +1)
sustituyendo datos:

40V =V(1 +0,5)"

- 400 -



simplificando y tomando logaritmos:
log 40 = t log(1,05)

_ log40
- log 1,5

log 2% . 10 ~ 2log2+1
3 =

1 =

°g<2>

2(0,30103) + 1 _1,60206

log 3 - log 2

841

(1+r)2+1=m ﬂ

(1+1)? -1

)

b o Ml

1 +1)?=
400

tomando raiz cuadrada:

21

l+r=—o
20

_1=L

20

21
r=

20

0,47712 - 0,30103 ) 0,17609

t =9 horas

12- 8 es1a relacion que existe entre lo

producidos por dos capitales iguales,

impuestos durante 4 anos y 2 anos r

mente, a interés compuesto y al mismo tiempo

tanto por ciento.;Cual es éste?

Solucion:
Condiciones:
D @)
C =c G,
=4 t,
r=r r,
R="2
L _841
I, 400
[ =c[+n*-1]
L=c[l+1?-1]
Sustituyendo (1) y (2) en (A):
c (1 +1)*-1] _ 841
cl(1+1)?-1] 400

factorizando:

[A+1)2+1] [ +1)?%-1] 841

1

)

5

R = 100r = 100(
R = 5%

13.- Hallar el monto que proporciona un capital,
sabiendo que este monto se triplica, cuando el
tiempo se duplica y el capital se multiplica a si
mismo.

S intereses

espectiva-

Solucion:

La formula del interés compuesto es:

M= C(1 + )t @)
Por condiciones del problema:
=c
3M = C2(1 + n)* @)
=2
Elevando (1) al cuadrado:
=T
M2 = C2(1 + 1)* 3)
Dividiendo (3) entre (2):
A)
% =1;M=3
Y]
Rpta.: El monto es de S/. 3
)

14.- Una persona impone un capital al 4% de interés
compuesto durante 4 anos, y otra impone el
mismo capital, al mismo porcentaje, pero
durante un afio mds, percibiendo: 250(1,04)*
mads de interés. ; Cuanto es el capital inicial?

[Q+1)?-1]

Solucion:
Se sabe que:
M=C+1
400 y que: M=C(1+1)"
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Para la primera persona:
M= C+1 =C(1+n)? M
Para la segunda persona:
M,= C+1,=C(+1)° (0
Restando (1II) - (1):
L-T,=Cl+0*[(1+71)-1]
L-1=C (1+n*

L-1

o hth
r(1+n)*
sustituyendo datos:
250(1,04)* 250 . 100
C= = =6 250
(1 +0,04)*(0,04) 4
C=5/.6250

15.- La asamblea de pobladores de un pueblo acordo

la construccion del local para una escuela pre-
supuestada en S/. 4 millones, cuya cantidad la
tomo a préstamo al 5% amortizable en 20 afios.
Calcular la cantidad fija que debe amortizarse al
final de cada afno para cancelar el préstamo mads
sus intereses.

Dato: (1,05)% = 2,65347

Solucion:

Datos: C =4 000 000
R= 5%
r= 0,05
t= 20

Por formula:

C.r(1+nt
A_

& Q+p)r-1

sustituyendo datos:

4.10°.0.05 (1 +0,05)*°

a (1+0,05)2-1

4.10°.0,05 (1,05)%°
a (1,05)°-1

2.10°.2,65347  5,30694 . 10°
a 2,65347 - 1 B 1,65347

Aa = 320 957,74 soles cada ano.

16.- Una persona coloca a interés compuesto una

cierta cantidad durante 3 anos con la finalidad
de tener un capital de S/. 7 282 . ; Qué anualidad
debe imponer al 10% de interés compuesto?

Solucion:

Datos: C=7 282
r= 0,1
t=3

Por fé6rmula:

Cr

AC=
1+ [Q+0n)t-1]

sustituyendo datos:

A - 7282.0,1 . 7282.0,1

A1 (L1331 -1)

__T282.01 00

T (1) (0331
A_=5/.2 000

17.- Se presta un capital que aumentado con sus

intereses acumulados al 5% durante 3 afos
resulta de 10 000. ; Cual es el valor de la anual-
idad mediante la cual se ha de extinguir dicha
deuda en los 3 anos?

Solucion:

Datos: C =10 000
r= 0,05
t=3

Por fé6rmula:

A - C.r(1+nt

4 Q+nr-1
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sustituyendo datos:

R 104.5.102 (1,053 102.5.1,157625
a (1,053 -1

1,157625 - 1

500 . 1,157625
a 0,157625

A =5 000

A_=5000
a

18.- ;Qué tiempo necesita una suma colocada a
interés compuesto y a 100r % para llegar a ser
“m” veces mayor?

Solucion:
Datos: C=C,
M= mC,
r=r
t="7?

En la formula:
M=C(l+1)t
sustituyendo M y C:
mC, = Cl(l + 1)t
simplificando y tomando logaritmos:
logm=tlog (1 +1)
log m

te—=2
log (1 + 1)

19.- Una persona ha pedido prestado el 1 /1/92 la
suma de S/. 100 000 y las pago en dos anuali-
dades (de dos anios cada una) de S/. 60 000 . El
primer pago lo hizo el 1/1/94 y el segundo el
1/1/96. Hallar el porcentaje.

Solucion:

La deuda, mads sus intereses acumulados, desde
1992 hasta 1996 asciende a:

100 000(1 + r)* @D)

Como el primer pago de 60 000 lo realizo en
1994 estara produciendo intereses a favor
durante 2 afos y conjuntamente con el segundo
haran un monto de:

60 000(1 + r)* + 60 000 2)
de (1) y (2):
100 000(1 + r)* = 60 000(1 + 1) + 60 000
haciendo (1 + r)? = x,y simplificando:
5x*-3x-3=0

cuya Unica raiz aceptable es:

x =113
Lo (Q+n? =113
r+1=106 ; 1r=0,06

El porcentaje es 6%.

20.- Una suma de S/. 30 000 ha sido colocada a
interés compuesto. Si se le hubiera dejado dos
afios menos, el capital definitivo hubiera sido
inferior en S/.4 000. Si, por el contrario, se le
hubiera dejado dos anos mas, el capital hubiera
aumentado en 4 326,4. Hallar el porcentaje.
Solucion:

Segtn los datos del problema:
C(1+1n)"-C( + 1™ =4 000 @)
Cl+)™ -CA+1r"=43264 (2)

Dividiendo (2) : (1):

Cl+r[(1+1)?-1] _4 3264
Cl+p)™[(1+1)2-1] 4000

simplificando: (1 +1)? = 1.0816
(1+71)?=1,0816
1+r=1,04
r=0,04

El porcentaje es 4%
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Para amortizar un préstamo de S/. 1640, con

sus intereses, se han abonado dos anualidades
de S/. 882 . ;Cual fue el tanto por ciento con-
venido?
a)2%  b)3% c) 4% d) 5% e) 6%

. Hallar la cantidad “x” que debe anadirse a un
capital “C” para que colocado el total a interés
simple del 100r % sumen los intereses, durante
3 anos, lo mismo que habria aumentado el cap-
ital “C”, si se hubiera colocado a interés com-
puesto del mismo tanto por ciento y durante

igual tiempo.

2 CB3+r) b Cr(3 +r) . Cr(2 + 1)
3 3 2

QO Cr(2 +1) ! C(r+2)
3 2

. Dos capitales iguales han estado impuestos el
mismo tiempo a interés compuesto y han pro-
ducido iguales intereses. El primero al 4,04%
capitalizando los intereses al fin de cada ano. ;A
qué tanto por ciento estuvo impuesto el segundo
capital, cuyos intereses se capitalizaron semes-
tralmente?

a)5% b)2% c)6% d)3% e) 4%

. Hallar el tipo de interés efectivo equivalente a un
tipo nominal de 4% capitalizandose semestral-
mente.
a) 4%

b) 5% c) 5,04%

d) 4,04% e) 6,04%

. Hallar el tipo de interés nominal capitalizable
semestralmente, equivalente a un tipo de interés
efectivo de 8,16%.

a) 8%

b) 4% c) 4,08%

d) 4,02% e) 1,2%

6.

Se ha colocado S/. 400 000 a interés compues-
to. Si el tiempo de imposicion hubiera sido un
ano menos, el capital definitivo disminuiria en
S/. 22 050 soles y si hubiera sido un afio mas el
capital definitivo aumentaria en 23 152,50. Ha-
llar el tanto por ciento a que estuvo impuesto el
capital.
a)4% b)) 5% c) 6%

d) 3% e)42%

. Una maquina al comienzo de un ano fue valori-

zado en cierta cantidad y se sabe que al fin de
cada ano pierde el 10% de su valor por desper-
fectos; al cabo de cuatro anos el valor de la m4-
quina sera de 131 220. ;Cual es el valor de la
maquina?
a) 100 000

b) 205 000 ¢) 250 000

d) 200 000 e) 150 000

Hallar el interés compuesto que ha producido un
capital de 50 000 colocado al 6% durante 4 afios,
3 meses y 10 dias.

a) 15170.8 b) 16 182,90
¢) 14 109,6 d) 13 242,70
e) 18 000

9. Un capital esta colocado a interés compuesto del

10.

5% desde el 1° de enero de 1930. ;Cual sera el
afo en que el aumento de capital durante dicho
afo valga tanto como el capital primitivo?

a) 1976

b) 1 992 c) 1984

d) 1980 e) 1978

:Cual es el capital que colocado a interés com-
puesto, al 5% durante 10 afos, se ha convertido
en S/. 12 460 ?

a) $/.10520 b)S/.3280,55 c¢)S/.7 750,50

d) S/. 7760 e)S/.7376,00
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11.

Un colegio que puede disponer durante 24 afos
de una cantidad de S/. 8 000. ; Qué capital debe
tomar prestado al 5% para que dicho capital
quede amortizado al cabo de 24 afos?

a) S/. 100 000.00 b) S/. 200 500

c) S/. 110 387 d) S/. 150 000,50

e) S/. 127 285,75

12. Senalar la formula de amortizacion descom-

13.

poniendo las anualidades en dos partes, una
empleada en el pago de los intereses del capital
y la otra en extinguir el capital.

Ar (1 +p)»

a) a=—"—
1+)-1

b) a=(1+r)“(1-rn)

n

o a= ;_ (1+D@! - A)

d a=A0+n"

o) a=A(r+1)“
n+1l

Para formar un capital “C” dentro de “n” afios.
:Qué cantidad “x” se debe depositar al princi-
pio de cada ano al 100r%, de interés com-
puesto?
D
1 +nm
Yy
1Q+nm-1
c) t
Q+1) [(T+0)"-1]
C (1-
o L0 q ey
r
Cr(1+n™
) —
(1+0)"-1

14. Para formar un capital “C” dentro de

15.

16.

[73 D)

n" anos.
¢Qué cantidad se debe depositar al final de cada
ano al 100 1% de interés compuesto?

Cr
a —
A + )t
b) Cr qopeo1
l+r
Cl+n[AQ+n"-1]
<)
r
i Cr(1 +1)"
Q+)n-1
e) S
(1+0p)"
Una persona recibe un préstamo reembolsable

[7PR]

por medio de dos anualidades de “a” soles, pero
le resulta mds ventajoso pagar cuatro anuali-
dades de S/. 441/841 “a”. Hallar el tanto por
ciento en que se efectud la operacion.

a)5% b)2% c) 6% d) 3% ) 4%

Se coloca un capital “C” al 100r% a interés
compuesto durante “n”: afnos pero al final de
cada uno de los “n - 1” primeros anos, se retira
la quinta parte de los intereses que van pro-
duciendo. Hallar el capital que se tendra al final

(73]

del ano “n”.

a) CA+n»

b) CA + !

c) C(l +%> n_1(1+r)

c) C (1 +%r)n-l(l +1)

e) (1+r)m+!
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17. Entregando una anualidad “x” al inicio de cada log 5 log 6 log 3
ano, Pedro forma un capital “M”; al cabo de “n” BN €
anos. Pablo amortiza puna deuda “N” en el log (1 +1) log (1 +1) log (1 +1)
mismo numero de afios, entregando una anual-
idad “y”, si el interés fue compuesto del 100r%. log 6 log 6
Calcular x/y si M = N. ) &) ————
log (1 +0,1r) log (1 + 0,01r)

a) (1+nn" b)A+n)™ o A+n™!
20. ;Por cuanto tiempo debe entregarse una anual-
DA el 1 el idad de S/. 53 792 a interés compuesto al 6%,
) (L+1) €& d+r) para amortizar una deuda de 500 000?

18. En el problema anterior, determinar M/N si x = y. 01 20) e b) 12 afios ¢) 14 afos
a) (1 +1)" b)1+r)™ ¢ (1+1r)™! d) 18 anos e) 16 afnos

dDA+)™ o) (A +1)™!

CLAVE DE RESPUESTAS

19. ;Cudnto tiempo tiene que estar impuesto un DD 2)B 3)E 4D 5) A
capital a iterés compuesto al 100r% para que
aumente en 5 veces su valor? 6) B 7D 8) D 9)B 10) D

1HDC 12)A 13) E 14) A 15) C

16)D 17)C 18) E 19) B 20) C
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